
｢量子力学とカオス 一基礎的問題からナノサイエンスまで-｣

非断熱系のカオス

東京大学大学院総合文化研究科 高塚和夫1

分子の非断熱遷移が波束の分岐と融合を繰り返すことによって引き起こすカオスとその観測の

可能性について議論する.

1 序

分子を構成する電子の運動は､原子核のそれに比べて圧倒的に速いために､通常､原子核の位置を

固定して､電子波動関数を先に計算し､原子核の位置をパラメトリック動かす(Born-Oppenheimer

(BO)近似)･その際､全波動関数は通常せ(r,a,i)-4,%(R,i)墾 (r;氏)のように分離形に書かれ

る.ここで､◎晋(r;a)は既知の電子波動関数であり､rとRはそれぞれ電子と核の座標を表す･未
知関数 (核の波動関数)¢;(a,i)Eこ対する運動方程式は､ ih晶4,;(氏,i)-(T+Via(R))¢;(R,i)
のようになるが､ここでの位置エネルギーVla(R)は､予め求めた電子エネルギーに他ならない･

BO近似が悪くなって､電子と核の運動がentangleする場合には､電子波動関数をさらに増やし

てせ(r,a,i)-粥(a,i)◎晋(r;氏)+¢写(氏,i)◎蔓(r;a)のように拡張しなければならない.未知
の核波動関数の運動方程式は､連立偏微分方程式

ih&(絆 (Tx'2Yl(air)TX.1㍍'a%)購 ) (1)

になる.この式で､X12(R)とx21(氏)が､二つの電子状態間のカップリングを引き起こす･波束

ベクトル (舛 ¢写)
の成分は､互いに混じりあったり､分岐しながら時間発展する (後で例を示

す.)このような連立した波束の時間発展は､分子に特有の問題ではなく､各方面に現れる普遍的

な問題であることに注意したい.本稿の主題は､この二つの波束成分の ｢分岐と融合｣の繰り返

しがカオスを引き起こすか､というものである.

なお､定常状態においては､非断熱のレベル統計を用いて､非断熱結合がそれ自体でカオスを

引き起こすと考えてよいことが､藤崎等によって示されている[1ト しかし､レベル統計による結

論は間接的であって､個々の波束ダイナミクスに起きるかもしれない非断熱カオスの直接的な議

論はなされていない.

2 非断熱遷移が引き起こす波束動力学のカオス

閉じた量子系の ｢カオス度｣を測るには､それ相当の測度が必要である.レベル統計の研究では､隣

接順位間のエネルギー差におけるWigner分布や△3-統計などが良く知られている.しかし､波束自

体のカオス性を測るには､別の量が必要なので､そこから議論を始めよう.非断熱遷移がなければ､カ
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オス度を測る測度はいくつか考案されている.(紙数の制限で引用を控える.[2]の中の参考文献を参照

していただきたい.)一例として､¢;(i)の粗視化エントロピ一食--fdR購 (氏,i)f210g岡 (氏,i)J2

を考えてみよう.この直接の拡張は､

dnad--JdR購 (a,i)E210g購 (R,i)E21./'dR慨(氏,i)(210g憐(R,i)E2であろうが､このエ
ントロピーは､波束が二つに分岐した時点でカオスの有無に関わらず大きく増加してしまい､非

断熱結合がそれ自体でカオスを引き起こすのか判別できない.

ここで古典カオスで馴染みのアイデアを導入する.まず､二つの分布関数r(i)とr′(i)を考える･
初期状態においてr(0)とr′(0)はわずかに違っているとする.カオスがあって状態に混合性があ
ると､これらは初期状態に拘わらず､不変分布に近づいていくと考えられるから､r(i)-r′(i)-
(r(o)-r′(0))exp(-αt)のように､互いに指数関数的に近づくと期待される･それは､r(i)と
r′(i)の間の距離で計量できる･その量子版は､密度演算子pp(i)-14,p(i))(4,p(i)fとpp′(i)-
l4,p′(i))(4,p′(叫 を考えて (pとp'Eま初期値を表す変数とする)､距離取 (pp(i)-pp,(i))Nを計算

すれば良いと思われる.しかし実際には､恒等的にn(pp(i)-pp,(i))N-Tr(pp(o)1 p,(0))N
が成立するから何らかの粗視化が必要である.この等式は､-ミル トニアンのエルミー ト性に依って

おり､これが波動関数の量子力学的coherenceを保障している.従って､これを部分的に破って､｢古

典性｣を回復したい.そのために､配位空間を互いに排他的な部分空間Ai(i-1,2,･･･),AinAj-¢

に分割し､それに伴う射影演算子Pi-jiidrfr)(rlを考える･その性質は､PiPj-Pi6ij,∑;llRi-
I,lPi,H]≠0･密度行列演算子を､Piによって pp(i)(i)-PiPp(i)Pi-Pi14,p(i))(4,p(i)fPiと
射影する･pp(i)(i)は､部分空間Aiに観測された密度に対応する･｢観測｣は非可逆的にCoherence
を破 り､古典的な物理量を与える.こうしておいてから､二つの密度行列の距離を次の式で測る.

M

Do(i)-∑sr2Tr (pp(i)(i)-Pp,(i)(i))2,i=1 (2)

ここで､Si-TrRi,M は空間の分割数･以下Si-SJ･ととることにする･
同様にして､密度行列ではなく波動関数の距離をヒルベル ト空間内で測る事も考えられる.距

離は】くれ (i)再 ,p,(i)J4,p(i)一転′(i))lであり､粗視化 (古典化)した距離は

D3(i)-∑sl21(4,～(i)-毎,(i)lPi勅 (tト 4,p/(i))l2 (3)1
である.Do(i)とD3(t‖ま容易に非断熱系に拡張できるが､その前に断熱系でテストをしてみよう･

変形されたH6non-Heiles系H-p芝/2mx+p冨/2my+(x2+y2)/2+x2(ay2+y)+y3(by-1)/3
を例にとる･a-0･6,b-0･2,mx-1･0087,my-1･0･初期波束は れ(I,y)-Nexpト(x-
xo)2/2h+ipxo(I-xo)/A-(y-yo)2/2h+ipyo(y-yo)/h]で､h-0･005としておく･次の四つの
典型的な場合を実現するように初期値を選ぶ.(a)レギュラー､(b)擬セパラトリクス近傍のトー

ラス上にある弱いレギュラー､(C)狭い擬セパラトリクスの上にある弱いカオス(d)強いカオス･

図1に以上の四つの場合のt-200における座,p(I,y,i)l2が示されている.それぞれの特徴が良く

表れている･4,ILに近接した4,p′として､p'-(x0-0･01,pxo,yo,pyo)と選ぶ･図1の右側の欄に

対応するDo(i)とD3(i)の時間変化を示す･D3(i)もDo(i)も初期には指数関数様な減衰を示す

が､いずれ飽和する.収束する値は､空間の分割数に依存する.カオスの場合には､｢距離｣が短

くなってD3(i)もDo(i)も早く小さな値に減衰するので､カオスの検出に使えるのは明らかであ

る.実際には､どちらかと言えば､Do(i)のほうが､絡麗な分離性を示している.
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次に､非断熱系-の拡張を行う･状態ベクトルは軌)-(E卿 ) 圃 ))tr,密度行列はpp-
(IbLl') EbL2'))tr
pp(i)-diag.(PiI¢Ll

p
'
射
り

)
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〈
d:
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ni
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射影した密度行列の対角成分は

d
=
ほ
､3.
-の
丁
〈

)である.Do(t‖ま

〟

Do(i)-∑sl2Tr(pp(i)-Pp,(i))2,i=1
(4)

D 3 (t‖ま

D 3 't)-写 sl2{I(bLl'-¢Ll,'lPi" Ll'- bLl,') L2+ 陣 一 柳 pi磯 '- ¢P )l2} (5)

と拡張する.

ようやく非断熱遷移のカオスにとりかかる.用いる系は､二つの2次元調和振動子が透熱的

にカップルした､次のハミル トニアンである (Hellerによる)･Hi,･-T6ij+Vig(i,i-1,2),
T- 妄(p芝+pg),vi官-妄(LJZEt?+しか%?)+ei(i-1,2),El-XCOSO-(y+yo)sine,m -
xsinO+(y+yo)cosO,E2-XCOSO+(y-yo)sine,772--XSinO+(y-yo)cosO･ただし､非

対角要素はHellerのオリジナル版とは違ってVld2-V2dl-fexpトα(V2d(I,y)-vld(I,y))2]とす
る･パラメータは､ LJ2-0･872,u3-1･175,e2-e1-0･001,y0-0･25,0-7r/6,α-500,

∫-0.0075.このハミトニアン行列を対角化して､二つの断熱ポテンシャル面を得るが､それらを

Via(I,y),V2a(I,y)とし､Via(I,y)<V2a(x,y)と約束することにする･Via(I,y)を下断熱面と呼
ぶことにする.図2に一般的なケースでおきる例を示す.初期波束は､ここでもGauss波束を選

び､p-(xo,pro,yo,pyo)-(0･0,0･0,-0･770667,0･0)とした･Via(I ,y)上の古典軌道は (非断熱

結合無し)､この初期値に対してレギュラーである.(非断熱運動に素朴に対応する古典運動はもち

ろん無い.)実際､その量子波束は､図2(C)であって､レギュラーな形をしている.しかし､ひと

たび非断熱結合を入れて2順位問題にすると､その波束が強いカオスに変わることを､図2(a)の

D3(i)が定量的に示している･実際､図2(d)は､この2順位問題 (非断熱系)で得られる波動関

数の下断熱面の成分を,時刻t-150において示している.そのカオス性は一目瞭然である.Do(i)

についても図2(b)で､基本的には同様なことが示唆されている.

3 時間分解光電子分光法による波束の分岐の直接観測

非断熱過程における波束の分岐と融合は､単に数理上の問題ではなく､フェム ト秒の時間分解

光電子分光法を用いて､実時間観測できることが我々の研究で示されている[3]･詳しくは説明す

る紙幅は無いが､この手法を使って､量子波束レベルでのカオスの時間発展が観測されるかも知

れないと私は想像している.

4 結語

このようにして､非断熱遷移が､波動の分岐 ･融合の繰 り返しの中でカオスを引き起こすこと

を定量的に示すことができた.上で述べたように､非断熱運動に素朴に対応する古典運動は存在

しないので､ここで明らかにしたカオスは､量子力学にのみ存在するカオス､即ち､真の量子カ
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図 1: (左)典型的な4種類の波束のスナップショット. (右)それらのカオス度を測るlogDo

とlogD3.
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図 2:(C)断熱系の波束､ (d)非断熱系の波束の下断熱面成分､ (a)これらの波束のlogかO､

(b)これらの波束のlogD3.

オスである.今後､このような基礎的な研究が､分子の動力学のみならず､波束工学､量子観測､

量子エンタングルメントの研究に役立つことが期待される.

参考文献

ll]H･FujisakiandK.Takatsuka,Phys.Rev.E63,066221(2001),seealsoH.FujisakiandK.

Takatsuka,J･Chem.Phys,114,3497(2001).

[2]H･HiguchiandK･Takatsuka,Phys･Rev･E66,035203(2002)･

[3]Y･Arasaki,K･Takatsuka,K･W礼ng,andV･McKoy,Phys･Rev.Lett.90,248303(2003).

- 7 18 -


