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pistributions sphériques invariantes sur 1'espace semi-simple G/Gg

Shigeru SANO ( Institute of Vocational Training fi

Nicole BOPP ( Université Louis-Pasteur, Strasbourg )

Introduction.

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe et soit H le sous
groupe des péints fixes d'un automorphisme involutif de G. On définit
une application ¢ de G dans G par P(P= 30'(3)-' 9¢G@) et on appelle X
son imaqe; Alors G/H et X sont isomorphes comme G-espaces symé-
triques. On démontre la»formule d'integration de Weyl pour la
décomposition orbitale de ¥ sous l'action de H. Les mesures sur
G/H, H et X sont normalisées a 1'aide de 1'application linéaire
bijective ¥ définie dans (31).

Soit Dyl o) le coefficient du polynome caractéristique sur X
qui détermine les éléments %—réguliers. Dans la formule d'intég-
ration de Weyl, le Jacobien est donné parlDﬂfﬂ%l Supposons que G
soit contenu dans un groupe complexe G, d'algébre de Lie gg et qu'il
existe un sous-groupe de Borel B de G tel que 1'espace symétrique X
se décompose en H-orbites de XoB . 0On en déduit que dans le groupe
G semi-simple lui-méme et dans 1'espace symétrique G./G, la fonction
Tﬁé;ﬂz est localement intégrable. Le groupe G et l‘espéce symétriqgue
G./G sont c-duaux. Nous étudions les distributions sghériques
invariantes sur ¥ =~ GxG/G qui désigne un espace symétrique soit
du type G, soit de type Ge¢/G. Pour un opérateur différentiel
invariant D sur X , on détermine la partie radiale de D. On démontre
qu'il n'existe pas de distribution sphérique invariante a support
singulier. D'aprés les résultats ci-dessus
les distributions sphériques invariantes sont des fonctions localement
intégrables. Soit ¥’ 1'ensemble des éléments réguliers de X .
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La restriction d'une distribution sphérique invariante a X’ est une
fonction analytique invariante. Réciproquement, étant donnée une
fonction analytique invariante @ sur X/, on donne une condition
nécessaire et suffisante pour que ¥ définisse une distribution

sphérique invariante sur X .
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§1. Décomposition de Harish-Chandra.

Soit Gr un groupe de Lie semi-simple connexe et 0~ un
automorphisme involutif de ¢ . Soit G-o_,l'ensemble des éléments
de GG qui sont fixés par 0-. Si H est un sous-groupe de & tel

~
que (G-o,)o CHCG!},V’ il existe un groupe de Lie G— qui est un
A ' . . o~ e~ ' N
revétement 1'ordre fini de G tel que GMG"@: G/{-l d'apres [29].

On suppose que (qo=fH . Définissons une application P de &G dans

& par

P@) = go@ (§ge&),
et posons

X = ¢@)

Pour chaque élément @& , définissons l'application différentiable
Qa de & dans. G par Latby=ab ¢ be&) et l'application différen—
tiable Aa de X dans X par Aa(pc)= axo{a]'. On a CPQQ@))=AQM)) .
Ainsi G/(;},, et X sont isomorphes comme G-espaces symétriques.
Dans ce paragraphe nous rappelons certains résultats de [29] .

Soit 6 un sous-espace de Cartan de (g , 5)

Définition 1.1. On dit que le centralisateur dans X de 6,

noté A =Z(r),est le sous-espace de Cartan de X associé a & .

Lemme 1.1.

1) Si El' est contenu dans un groupe complexe G‘ d'algeébre de Lie 3@

et muni d'une involutin prolongeant O~ alors

A= = o n X
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2) A admet un nombre fini de composantes éonnexes, chacune d'elle
étant de la forme Rd‘ QXPG\ ou ha G(P(K\{\A (K est le sous-groupe
des points fixes d'une involution de Cartan B de 6 commutant a o~ .
on suppose que (T est a centre fini). De plus Agl(k")x‘: Td ou Iy
est 1'identité de 6(} .

3) A centralise aussi le centralisateur # de 6U dans 5’ .

Démonstration. La structure des composantes connexes est

donnée dans [29] aprés 1'étude du cas complexe. Comme Ald(G) est
contenu dans le groupe complexe I’ni((gg), on a pour ﬂ.eA,
Ad(ﬂ)ﬁem(u{b) avec H.¢62c . On en déduit 3). D'autre part on
peut choisir f).l‘ de sorte que AJ(‘L,') appartienne a QXP(iadQ).
Comme AJ[_*.,'\: e; “JH°Q‘L¢5’3 stabilise %, , on a e’i C‘JH°= To et donc
Ad ;)= T | Q.E.D.

Considérons pour 'XGX le polyn®me

dmg
set () T - Adi )= = 41 Dy

J.—:O

Si ,Q est la dimension du centralisateur dans % d'un sous-espace de
Cartan de (g ,5 ) alors : pour 9= o, L, {~(, D3 est identiquement

nul et DQ n'est pas identiquement nul sur 3( .

Définition 1.2. On dit qu'un élément x de  est régulier

( on écrit XeX')( resp. singulier ) si Dp)2e O (resp. QQD():D).
Soit A un sous-espace de Cartan de X( assoclié au sous-espace
de Cartan @ de ((B g, ). Comme Ad (A) est contenu dans e“dm‘,

1'opérateur Ac,l( a)( aeA) est scalaire sur tout espace radiciel

34&, o« ) ou ®/ est une racine de la paire (§. . 652).



Définition 1.3. On appelle racine globale et on note L(Q)

le nombre complexe tel que :
Aol(ﬁ)x = Q(a) X pour X € gc(ﬁh,o()

On a en particulier pour He &

Remarquons que l'on a pour aq ¢4
Sda(o) = SG(LQ) ou T est la conjugaison de 3‘ relativement a %

En effet comme Acl(b?j)’“z 1 , on a &(ﬂé):ii et il est facile de

vérifier le résultat sur exp 6l . On peut alors montrer que pour

aeA

D@=T (1-3a@).
o Xy

Proposition 1.1. Soit (&,,...,8,) une famille maximale

des sous-espaces de Cartan de (% 5 ) non conjugués deux a deux.

Posons A) =ZX (ﬁld) . On a alors

-
)’(’ = ‘Gl .RUH 'RA;R ou AJ/ = Adf\ X,
4= €

On appelle cette décomposition la décomposition de Harish-Chandra de X

Si o est un sous-espace de Cartan de (§ -5 )y et A= Zx) .

on pose W) = NH(A)/ZH(A) . C'est un groupe fini et on a
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/
Proposition 1.2. L'application de H&HW"A dans
x/= RUHRA'R“ qui a (R*,a ) associe -RaR' est régulieére. C'est
¢

un revetement élW{A)ifeuillets.

§2. Formule d'intégration de Weyl.

Soit v un sous-espace de Cartan de 9 6 ), A= Zy(6L)
le sous-espace de Cartan de X correspondant et Xp = R(eJH-RA-R"l
1'orbite dans ),( de A sous 1'action de H . Avec une normalisation
convenable de la mesure dx sur X invariante par & . de la mesure

da sur A invariante par exp6y et de la mesure dK sur H/ZH(A\

invariante par { on a

Proposition 2.1. Pour toute fonction <F continue & support

compact sur XA

&x ferde - oo S 1Dy 1 f @RaR") dR do
A A H 2 A

Démonstration. On considére 1'application 7 de H&d(A)XA’

dans )KA' qui a (-R,Q) associe RQ-R.' . Aprés avoir choisi une
base dans les espaces tangents, on va montrer gque la valeur
absblue du déterminant de la différentielle de 7 au point (é L Q)
est égale a lDJz(a) [%' . On en déduira le résultat puisque 7
est un revetement fini de XA, qui est un ouvert dense de XA .

L'espace tangent en R a Héﬂ(A) s'identifie a ‘30 M. ot

N, = ® g< (6, ). En effet Z,'(A ) a pour algébre de Lie
den)
- , aal. est un supplémentaire de my dans et
w 35&1.) 5 VA

l'application de ? dans '1'espace ‘tangent en R a %H(A\ qui a X

associe X défini par
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‘ d ; o~
XiF = JF #‘((RQXP‘LX” pour # € C kHZ'HA))
A=oO
est une surjection qui admet pour noyvau M.

L'espace tangent en xX=§ 0{3)-| a X. que l'on note Iy (X ),
s'identifie a % En effet 1'application de @9 dans [x(X) qui
a X associe X*défini par

X3 = 4R (g X apr 10Wog 2 € )
— SR Q¥ X v Ao cour e
=0
est une surjection qui admet pour noyau ’3' .

On choisit une base ;T.,---,T,nly de Q,\,‘/. du type de celle
utilisée au [ 217 pour définir 1'isomorphisme ¥ de ﬁna/g
dans I(M/C c'est-a-dire : pour tout élément 3 de | l,"'zﬁ'ﬂ )
. . . t . | .
il existe une racine oleS(t0 ) tel que "l:}.-_- XJ*(}Q(‘)" ou X3€ (5&(9_,0{)
si ol est réelle ou imaginaire et Xd 6‘3‘@1;01 C) (a,.((ﬂ.:dt )
si o/ est complexe. On prend alors 1T 3’(21’.)5 pour base

deA/cn% ou

XJ‘O‘(X;)) si o est réelle ou complexe.

X(Té)=

i(Xd‘-o-Q(J‘)) si o est imaginaire.

La différentielle de ‘7 s'identifie & une application linéaire de
L (5,, V) dans 6.® @Bmﬂ/c) . On va calculer son déterminant
dans cette base.

Soit @& un élément de A et b un élément de G+ tel que
bo(hf'= & - On peut montrer que la différentielle de 7 en (k , Q)

est 1l'application d?té.ﬂ\

L

LYY (A y+ 2 AEIX )

e
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or Ao((},“)\/ appartient a % car Ad(ﬂ))’=>’ implique que
Ad)y = Adlowi')y - En utilisant 1'identification de Tq (X)

avec Z on peut écrire que

4y~ Ad @D X.
g o . Y) = Ay + QGh - Ad €
Considérons 1'application §' de % dans lui-méme définie par

3, Mh)@(ﬁnd/‘) —_— %

¥, %) —s AL Y + () - Adeedh)) X
= AdGY § y+ (U Adw)X) ]

Comme le déterminant de Ao((l,"‘) a pour valeur absolue 1 (c? semi-

simple) on obtient en utilisant la définition de D‘Q :

\de‘t 3, | = [Dety |

Nous voulons calculer le déterminant de la restriction “P‘ de @‘
a G6L9 (‘3(\‘/..) dans la base choisie ci-dessus.
Comme, en général, on ne peut pas choisir b dans A , on
* . x*
complexifie la situation. Soit H,~ le sous-groupe de (= L4 ((3‘)
des points fixes de O~ ( prolongée a In% (ﬂk)). Soit A: le centrali-

sateur de m. dans &}J(Eff)=§go{g5”: 36&?3- On a alors (p.407 [29])
AF = oxp (ad o, )

p 3 . . , -
Comme Ad(a ) appartient a Ag , il existe un élément ¢ de A:
tel que :

Ad@ = ' o)
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*
On en déduit qu'il existe un élément R de Hc tel que :
Adley = ¢ R

On note aussi <b| et ¢, les prolongements C -linéaires de ¢

et . Comme R appartient a I’n(‘(gk) et stabilise f‘ et 9<

N

on a, si on pose B, =RP, et T =R,

ldet .| = |dex &, | = |Dato) |
| dlat ‘:}-;. | = lolet ¥,

-~ ~

Comme < appartient a A.. , By (resp. %.) centralise les éléments de

N Dw, (resp. 6 ). Si on pose §= f,['v, et "ﬁ: = 1"4/:1‘5

on obtient alors

dX)= (c-o0)) X
ldet B = [Dyia) |

pour x en/s

La matrice de ® dans la base §T.,,‘l: @), -«,'b'm)} est de la

forme :

T~ T YT, - TR

K

—;: o D ou C | est la matrice de -i dans
')C'l'd ] les baseg'['h...,’[;'s et{’a{r’),-., Yol
1) - -
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montrons que C et D ont le mdme déterminant au signe prés.
on prolonge [B’ en une application (€ -linéaire sur 4A en posant
T = Id ce qui permet de définir aussi Y sur Yna/e o

on obtient alors pour X e %g((n, a )

X si dest et ol réelle ou complexe

?lX)" 'X Si“ol(-zf et 0{ réelle ou complexe
X st 0[(-21‘ et ¢ imaginaire

~IX si ~dest et o( imaginaire

On en déduit que pour Xe 3«(‘5" o)

1 si ol réelle ou complexe
FeP-TX)= ¢B(X) avee =T =

-1 si o imaginaire

En effet si X appartient a (g‘((ﬂ,ol ), CX et 0~L<")X appartien-

nent aussi a %g((n,o() car ¢ centralise ¢ . Oor —Fd appartient

X
a  gu(ov,d )+ @‘(m,d‘)«e Mo <)+ Yl ~). Si on pose Ej: 1
dans le cas ou ol est réelle ou complexe et ‘Ed- =-‘1 dans le cas ou

ol est imaginaire, on a
BG @) = ¢ @B,

Les matrices C et [) ont donc des colonnes égales ou de signes

opposés. On en déduit que [det C | =[det D]-—-[Jﬁ\'qf[ d'ou lo’&W Sk
= [T = (Dot |

Q.E.D.
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§3. Opérateurs différentiels invariants sur G/H.

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe muni d'une

involution 0-, (9 5 ,0-) l'algébre de Lie symétrique associée.
Soit He le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie ‘g, &G«
le sous-groupe des points fixes de O~ dans G et H un sous-groupe
fermé de G compris entre H, et Go. - On note D(G/H) 1'algébre des
opérateurs différentiels a coefficients complexes sur G/H invari-

ants par G.

Définition 3.1. Soit H, un sous-groupe fermé de G.

Une distribution @ sur G/H est appelée distribution sphérique

Hrinvariante si elle satisfait les conditions suivantes

(1) (3] (‘Ra )= @(ﬂ) pour tout 3 eG{/H et tout e H,

(i) Il existe un homomorphisme X de > G/H) dans € tel que
pour tout [ e ID LG}/H) , on ait
D@ = ’XLD)@
Si H‘a[4 , Gb s'appelle une distribution sphérique invariante

(DSI) ou plus simplement une distribution sphérique.

On notera @%(G/H) 1'espace des distributions sphériques qui
verifient (i) pour le caractére infinitésimal X de ID (G/Hj.

Le but de ce chapitre étant de déterminer ces distributions,
nous allons commencer par étudier P (G/H).

Soit P une involution de Cartan de ?} commutant avec 0O et
6. un sous-espace de Cartan de (%,ﬁ?) §-stable. Nous allons,
dans ce paragraphe, définir un isomorphisme ¥ de D (G/H ) sur
une sous-algébre de S (&.) ( algébre symétrique du complexifié

de 6. ), analogue a 1'isomorphisme de Harish-Chandra défini dans
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le cas Riemannien ([13]).

Soit M(ag) 1'algébre enveloppante universelle de 1'algébre
de Lie complexe 3‘ . On note W (<6<)H la sous-algébre des éléments
de W(§<) invariants par Ad(R) pour ReH et u((gc)ﬁ‘ la sous-
algébre des éléments de u(gc) invariants par adX pour )((-g< .

Comme Hb est connexe on a

H

u@o™ - ugo? - ug”

L'algébre ]D(G/H) s'identifie 4 1'algébre des restrictions a
‘Cw(G/H)( fonctions de classe €°° sur C invariantes a droite par H)
des opérateurs différentielssur G invariants a gauche par G et

a droite par H,. Il existe donc un homomorphisme canonique 7

de u(%L )H sur D (G/H). Il a pour noyau l'intersection de u(ga“

avec ’u(a._ )5’; qui est un idéal bilatéral, et induit donc un

isomorphisme ( [15] p.395)

(3.1 D@EH) = ’u(g‘)ﬂ/(u(g‘)ﬂn ug é.).

On choisit un ordre sur 3 (61) le systéme de racines de la
paire (%‘,61,.) tel que si o est une racine positive complexe,
alors dQ est aussi une racine positive ( ® désigne la conjugaison
complexe de (3‘ relativement a g ). On note 2+((D) 1'ensemble

des racines positives et on pose

VS = @ %(o:d)
dei"(&n;

10
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En utilisant le prolongement { -linéaire de 1'isomorphisme {

(défini au 313 ) de 504/; dans %nal on montre que

g = b0 0@ v

On pose pour H €6

f(.H) = é_ Tace Qad Hiuf)

<

D'autre parton appelle W_ le groupe de Weyl du systéme de racines

s, (6L) et on désigne par J (f.) la sous-algébre des éléments de

S (&) invariants par W.

Proposition 3.1. Pour tout élément DeU(gg) il existe un

unique élément Dt,fL appartenant & S(;m.) tel que
D- D& € §.u@)+ UGy vt .
On définit 1'application § de U (9. )5‘ dans S(&.) par
(D)= D - & DL &7 pour D e UG
Alors Kn induit un isomorphisme de D (G/H,) sur l'algébre I (t;.).

Démonstration. On déduit ce résultat du cas Riemannien

( Théoréme 6.15 [15) en utilisant la dualité .

Soit g = ke p

la décomposition de Cartan detg relative a § . Alors &%

11

= 1eah)@ (np)

S e
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d'ou 7(74(@()9‘ ) est égal a 7(74(2']‘)H ) qui est P(G/H).

Proposition 3.2. Si 3 est muni d'une structure complexe

et si s est une forme réelle de 3 alors tous les opérateurs
I/, i ,

différentiels invariants sur G/H proviennent du centre de

1'algébre enveloppante “(9&)' Cette propriété n'est pas vérifiée

pour tout espace symétrique, m@me dans le cas Riemannien ({16]).

Démonstration. Soit J la structure complexe de % . On a

alors 3: ggaﬁ . Si D appartient a u(((!Jc )5 on peut trouver

un élément D, de U(%‘-) tel que

D-D. ¢ ‘u(cg‘)g‘,\ u(g;) 3,

D= Za Xy UX_)QA 0&5)(1»--, X« est une base de 3= sur €

R=0, 0 4) Q( e

Oor D, est centralisé par tout Xegg . I1 est aussi centralisé

par JX pour XE‘S‘ car

[X.IX)=TIxX:) et LIX TIX:]=I[X.X].

3

On en déduit que D, appartient & W(4.)" . d'ou le résultat

car (D) = 7(Dy)

§4. Opérateurs différentiels invariants sur x .

On reprend les notations du §3 mais on suppose dorénavant

que H'—‘GI}. . Soit LF l'application de G dans lui-méme définie par

12
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est un sous-espace de Cartan de la paire symétrique (34'ﬁ§) duale
de (g ,5 Y. Or les complexifiés de SU et Qﬂ , de k* et ﬁ , de ad
et % sont les mémes. Vu l'isomorphisme indiqué en (3.1) et
1'égalité 14GL)N°= u(gdﬁ‘ , la ?roposition se démontre uniquement
au niveau des complexifications des algébres de Lie et on peut
donc appliquer le résultat identique pour (34,3i) , qui est une

algébre de Lie symétrique Riemannien. 0.E.D.

Remarque 1. Le groupe de Weyl Y. est le groupe Weyl du

systéme de racines de la paire (84, n{). Il contient (strictement
en général) le groupe de Wevl W) = NH‘,M{m)/Z“Mvém) défini au

chapitre I (  est le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie

R .

Remarque 2. La décomposition d'Iwasawa complexe ( gu=5J362&B¢4*)

donnée ci-dessus n'est rien d'autre que la complexifiée de la

d:

décomposition d'Iwasawa de %
g"= R o nd @ w’*ng“’).

Remarque 3. Dans le cas ou tous les opérateurs différentiels

invariants sur G/H proviennent du centre 3Q})==1¢Q%)8t de
1'algébre enveloppante, c'est-a-dire dans le cas ou :;Qu(sqg‘)
= 7 (’I,t(al)f‘) , le résultat de la Proposition 3.1 reste

valable si on remplace Heo par H ( H.CH ¢ Q). En effet, dans ce

cas, on a

u(gc)a‘ - UGNT > ug)t 5 ’aug‘)“‘: U((gcl;‘

13
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“P(3’= 3 O{a)" qui permet d'identifier G/H avec X=A{>(G).
on désigne maintenant par PD(X ) l1'algébre des opérateurs diffé-
rentiels invariants sur X et on note SH (agc) la sous-algébre

des éléments de S(%‘) (Valgébre symétrique de (g&) invariants par

Ad (H) .

Proposition 4.1. Soit S l'application de SH(%‘) dans D(X)
-
definie par §(P)= P* ou pour feC W) et x= )0 e X

on pose :
AR _ )
{ a 1 X(+ f"‘kx\\)

¥ = g oL (X pXp MM

P 2 G igﬁa.- o S0 SAC Tim e
' X X2
si X, X,. est une base de AZ sur R et P= %QA 1~ X, avec
o =@, -, ) eNT - Que C et [l= ):___,df . L'application

g est un isomorphisme ( -linéaire de SH(%,_) sur ﬂ)(X ).

C'est un résultat classique ( [15] p.395) gqu'on a réécrit
en utilisant 1'identification par (ID de G/H avec X . Rappelons
que la définition de g({) ) ne dépend pas du choix de la base
$Xa, -..,X‘,.S de % . On veut étudier l'action de D (X ) sur les
fonctions invariantes par H. Soit & un sous-espace de Cartan de
(z -g ) et A= Zx (1) le sous-espace de Cartan de )( associé.

La Proposition 1.2 du §1 permet, en utilisant la Proposition 2.2
de (17] , d'affirmer 1l'existence d'une partie radiale pour les

opérateurs différentiels invariants sur X , c'est-a-dire.

Proposition 4.2. Si D appartie‘nt a ‘ZD()(), il existe un

opérateur différentiel (noté(Rp) sur A’ . invariant par

14
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Wa = Nu (A)/ZHW' tel que pour toute fonction @eC“(z(’),

invariante par H on ait

:?)(O) =[®D”Y‘ ]A,](Q) pour Q€ A/

L'opérateur différentiel(ﬁo s'appelle la partie radiale de D.
Nous allons dans les paragraphes suivants déterminer ces parties

radiales pour certains espaces symétriques.

§5. Détermination des parties radiales dans le cas d'un

groupe complexe.

Dans ce paragraphe nous allons rappeler les résultats de
Harish-Chandra ([12] pour un groupe complexe semi-simple (voir
aussi [3] ). On suppose donc que 1l'algébre de Lie 3 du groupe G
est munie d'une structure complexe. Si j est une sous-algeébre

de Cartan de % , la décomposition de Cartan de G s'écrit

& =U3F9" o J= ZaGr= P4
ge@

Ici G’désigne 1'ensemble des éléments réguliers de G définis de

naniére analogue & celle du §1 en utilisant le polynOme

o['nu(‘g
det ((1+T>Id~AdG(3n=Za§(g)’ck pour ge§
k:ané v

15



goit 2 le systéme de racines de la paire (g a )., E+ un ensemble
de racines positives, j) la demi-somme des racines positives.

posons pour H E-j

A@pH) - JY = gy

dest

gsi on appelle Q la dimension sur C de a on obtient pour H c‘a

dp G H) = €1 (A (exp H))

ol m désigne le nombre d'éléments de Z+. On en déduit qu'au
signe prés A est défini sur A . Désignons par 1(3- ) la sous-
algébre des éléments de 1'algébre symétrique S (3‘ ) invariants
par W(3\= N&Q'/ZGQ’ . On désigne par TD(G) 1l'algébre
des opérateurs différentiels complexes bi-invariants sur G.
Elle est isomorphe au centre 3(6}) de 1l'algébre enveloppante

universelle (?) de 1'algébre de Lie complexe (? .

Théoréme 5.1. Si D appartient & [D.(G), il existe un

polyndme p appartenant a I(Ej ) tel que pour toute fonction

holomorphe sur G et centrale on ait

E B Zl(—‘;). [P(a) {4 ﬂals ](a) pour Qed’

De plus 1l'application Y. de }(3) dans I(j ) qui & D associe

P est un isomorphisme d'algébre.
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On construit . de la fac;on suivante. Soit 2(3‘) le systéme
de racines de la paire (?’ 3 )y, ( §.'+(3 ) un ensemble de racines

positives). Posons

Vi= = 9Q.d)

+alE2Y

Si D appartient a ‘()Qg)ﬁ; 3%,) on démontre qu'i.l existe un unique

élément Cg appartenant a 'U(é ) tel que D—D& appartient a
T)(% Wt o+ 1\ Vo U\g‘ . On identifie '[/(Ci ) avec 1l'algébre des

fonctions polynomés sur 3 et on pose pour

) = D= =Dy ot 7 .

On peut alors montrer que m~est un isomorphisme ( appelé isomor-
phismevde Harish-Chandra ) de é'(?') sur I (). Pour démontrer
le théoréme on détermine a 1l'aide de Y. 1l'action de D sur les

caractéres des représentations holomorphes de dimension finie de

G et on obtient :

Lemme 5.2. Soit ({X,1/) une représentation holomorphe A\
irreductible de dimension finie de G sur U/ de poids dominant /\ et

A

soit'x son caractére. Si D appartient a 3 ((3 ) on a pour Q¢ 3"

A [DA]J@ - pt’&)éd)([},}(a) ou  p= %)

Ce lemme se démontre en utilisant le fait que T(D) est un

opérateur scalaire sur V et en étudiant 1'action de (D ) sur

17
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un vecteur de poids /\ pour vérifier que ce scalaire est égal a
[)(EU))] A+ f) . Puis on utilise la formule des caractéres de

H. Weyl pour calculer 1l'action d'un élément de 1(3 ) sur 42’13., .
Pour finir la démonstration du théoréme on utilise le lemme ci-
dessous qui se démontre & 1l'aide du théoréme de Peter-Weyl et

du " unitary trick ".

Lemme 5.3. Soit Gt (G) 1l'espace engendré par les caractéres
des représentations holomorphes de dimension finie de G. L'espace
des restrictions a J' des éléments de Gt (G) est dense dans

le sous-espace des fonctions invariantes par W(a' ) de A(G- )-

Remarque. Soit 6 une forme réelle de g qui s'écrit alors
g=§955 ou J est la structure complexe de % . Si & est un
sous-espace de Cartan de (8 ,-3 )., bi:m@a‘s; est une sous-algébre
de Cartan de 9 . .On a défini au §3 un isomorphisme % de D (c/m)
sur J (&) et ici un isomorphisme §. de ID(G) sur 'I("}‘ ).

Or il est clair que les algébres J (s) et '_Y_(é ) sont isomorphes
car le systéme de racines de la paire (complexe)( 3,3. ) est
identique au systéme de racines de la paire (g‘,mg).- On en déduit
que pour tout opérateur différentiel De]D(G/H), il existe un

unique élément D. 67&(,6)':3[3) tel qu'on puisse écrire
YD = V(D)

aprés avoir identifié L(%w.) et I (é ).

18
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§6. Un exemple d'espaces en c-dualité.

Soit % une algebre de Lie semi-simple, 3« sa complexifiée,
G. un groupe de Lie connexe d'algébre de Lie g, et G le sous-groupe
analytique d'algébre de Lie % . On suppose de plus que la
Py

conjugaison complexe o de %‘ relativement a % se remonte en une

involution oy

sur G, et que G est 1'ensemble des points fixes de 63 .

Soit Oy 1'involution définie sur Gx G (resp. g@% ) par o(x S )
= (\& ,x ) (resp. o-l(X,y)r-()’,X) ). On appelle diag le sous-groupe
(resp. la sous-algébre) des points fixes de G . On dit que l'espace
symétrique ( Gx G, diag, 0q) est un espace symétrique Gx G/G de
cas I. On peut réaliser cet espace symétrique comme sous-variété
de G : 1'application ¢, 6 de GxG/ G qui a (x Yy ) associé x‘?"
induit un G-difféomorphisme de GX G/diag sur G< G.,. On pose
X, -G et G opére sur cet espace symétrique par conjugaison.

Soit 07 1'involution définie sur G.( resp.g() ci-dessus.

On dit que 1l'espace symétrique (G.,G, u;) est un espace symétrique
GXG/G de cas II. On peut réaliser cet espace symétrique comme
sous-variété fermée dé Ge : l'applica.tion A de G» G, qui a x
associe xo;t;q’( induit un G-difféomorphisme de G/G sur son image
qu'on note X,_. De plus G. opére sur cet espace symétrique par
x> gx o;igf‘

Leé espaces symétriques X/‘ et ),(/1 son en c-dualité. Soit CP
1'application de 8‘ sur G()@(a qui a X+AY ( X.Ye (3,) associe
XX)+TNY)  ou JQ(Y).—.Q_-\’X) C'est un isomorphisme d'algébre
de Lie, commutant & 1l'action adjointe de G et tel que.o;.ﬁor_ﬁp.o*; .
Remarquons que () induit une structure complexe sur %@‘3 .

Il vy a dualité du caractére compact entre des variétésG./G et G.
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Mais G</G et G sont des formes réelles de G.. On donne les théorémes
de C./G dans le situation GXG/G qui contient des résultats du

groupe. La démonstration est différente en général. Pour cela,

on prepare les notations suivantes. Dans le cas I, on réalisera

1 'espace symétrique én posant %, =C et on étudiera le triplet

associé (Xw%ﬁ Ge ) ou (%_.—:c(} . Dans le cas II, on réalisera

] 'espace symétrique en posant )(1=§ 30‘1(8).’.‘366'.1 et on étudiera le
triplet associé (X,,t%‘: G.) ou Q= 7‘% . Quand il n'est pas
nécessaire de distinguer un espace de type I et de type II, nous

enlevons 1'index.

§7. Détermination des parties radiales dans le cas ou G\'X@/C:‘T

On utilise les notations§6. Rappelons que si O est un sous-
espace de Cartan de ‘1 , alors &. est une sous-algébre de Cartan

de gc et on vérifie aisément que
) ,
X"‘Gm),(’ et A= SXP e N ),( ( cf §1 pour les notations )

On note toujours ,| la restriction a A de la fonction A définie

au §5 sur le sous-groupe de Cartan exp 1. (noté J au §5).

Théoréme 7.1. Soit D un opérateur différentiel invariant

sur X . (RD sa partie radiale sur A/ et :E une fonction de

<o . . /
classe £  sur )( invariante par G. Alors pour a¢A’ on a

R0t |, -2k oy Y[t )t
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ot YD) est 1'élément de I (&) défini au §3 ( on fait

1'identification indiquée a la fin du §5).

Démonstration. On vérifie tout d'abord le théoréme dans le

cas II, X~&G/; ou JF est la restricion & X d'une fonction
holomorphe et centrale sur G . En effet dans ce cas pour P ¢ SG”\(Z()

on a

G*E) Gogt) = PG B) Ao Qe ARy

ou }'Xp~v,Xk% est une base de g sur (R . Or pour Xfé(j on a
8 L

puisque h est centrale et OX)= — X

18 G 3= Fgwp X o)

= F(ogi'y sxpX)

m
P2

= RGxg* wpX) o0 x= 80_(5)-4

Comme ici ch)qz S’\g(@‘ , on considére 1'opérateur différentiel

complexe D, € 1{{849" qui correspond au polyndme P . Puisque
c'est un opérateur différentiel bi-invariant et que F -est centrale

on obtient
PFEHroo = OcF) (gxg™) = PR )

/
On déduit donc du théoréme 5.1 que pour a € A

[kpﬁlA,]\Q)=4le—; § YD) [G#IA,]gLQ)
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p'aprés l'identification 6%)=(5:U>e) indiquée au §5, il suffit
d'applique le théoréme 5.1 pour obtenir le résultat
on a donc déterminé l'opérateur différentiel RD sur les restrict-
ions a A' des fonctions holomorphes et centrales sur G .Le lemme
5.3 permet de conclure que ceci suffit a déterminer Rp .

Dans le cas I ou X=&G le résultat du théoréme 1.1 est connu
( {17) ). Si G est contenu dans &. , on peut en faire une démon-

stration analogue a la démonstration ci-dessus ( cf. [3] ).

Q.E.D.

Proposition 7.2. Soit 4 une fonction analytique sur A/ que

soit fonction propre des éléments de T (s.). Il existe alors une
forme linéaire /A sur $) a valeurs complexes telle que pour PeTI (&)

on ait

POt = P

Soit Ab': Q',%XPGX une composante connexe de A et (> une composante
connexe de A: I1 existe une famille de fonctions polyndmes sur o\

gP‘C';%ewg telle que :

1) les polyndmes Pw sont W. (A)—harmoniques ou

W= § e e s WA=AY

2 F @ X)=- 5, P} SAX7 pour asxxpX € O
weW

Démonstration. C'est un résultat classique ( [41] p.60 ).

Remarquons que si A est W -régulier , c'est-a-dire si wA: A

pour wé W\§1] . les polynSmes P, sont des constantes
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On peut construire les Py de la fagon suivénte : Soit T(:}c&,w,&“f
une base du systéme de racines 3 (&) et, pour ézl,w ®w  soit Hj
1'élément de & défini par d;Qﬁ'): g}j (=l%). Ssoit p le nombre
d'éléments de W. . Pour chaque valeur du paramétre 1 , définissons

le polynome D,(x ) de I(6w) par

DI(K)?‘ ’n- (.*-%H' )

WweWe

I1 existe 3 polyndmes Q() appartenant a4 XYI(§.) tels que

Ditty = AP 4+ AP Qi+ - 4+ A Qp + Qp -

Comme le groupe de Weyl W. permute les Hd‘ on a

LD‘LHt)] t\(i = 0 pour :F « Q%H ) et h=2itw™

Si ‘% est fonction propre des éléments de L(fw), il existe A eﬁ‘t?

tel que

Pt - Pyt

La fonction :{’. satisfait donc les équations différentielles suivantes

[H: + Pl(/\) H{Q‘* S PrL/\))I?::D pour /h,;l,.../()\

L'équation caractéristique de chacune de ces équations est

O=vts P +rpiy- T (r-wA)
We We

ou on a posé /\: A.d,+---+/\\.ol.. et ou N)&\ est la lére-coordonnée de
dans la base {dj, . olkl] . Posons mA)=}weWe: RJ/\=/\} . Les polynBmes

cherchés sont de la forme

L) /L &-[A;
'Ro(X)«——g:Tl{ Cf‘* C,hoéthH----* Gans Ay [X’;‘
ol les Cd-‘l (l&k&‘)& , Iij SmA) ) sont.des constantes. Q.E.D.
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§8. Un espace fibré associé aux sous-groupes de Borel.

Soit % une algébre de Lie semi-simple réelle et g< sa
complexifiée. Soit &G. un groupe de Lie connexe d'algébre
de Lie @ et & le sous-groupe analytique d algébre de Lie q .
soit H. le sous-groupe fermé de G. défini par H.={G)e
Si on considére la restriction de o~ a4 G , ona H = Go = G:LAG’
On note aussi O 1'automorphisme de €. qui est la différen-
tielle de o~ Soit §e= 5(@ &&‘ la décomposition en
sous-espace propres de O . On pose s___.ﬁ‘,q% . %;—. &&gn% .
L'application (f de G. dans Q. qui a x associe x0)™  induit

L. ’ . . . '
un (G -diffeomorphisme de G-C/H,_ sur son image qu'on note X.

Si on pose X=GaXc . la restriction de P a @G induit un
(G -difféomorphisme de G/H sur X . Soit 9" une sous-algébre
de Cartan de Q(’Jg . On a alors (9,_.—.)4-4/1*4-,./[‘ ol W ¥= 2‘8‘9@0{) et
d>e
V"= T GeGord) - On pose ¥ =jral’. Soit B le sous-groupe analytique
d<o
de G. correspondant & % | Tout sous-groupe de (;. conjugué de B

est appelé sous-groupe de Borel de (G.. Tout é&lément de G-‘ appartient
d un sous-groupe de Borel. L'espace hemoagéne G&/B est une

variété complexe compacte.

Hypothése A. Il existe un sous-groupe de Borel [R de G

0o~ -invariant vérifiant la condition suivante ;

(A) X.= U R (BaX:)®™
a('HL
Voici des exemples pour lesquels 1'hypothése A est satisfaite.

/
Exemple (i) Soit G‘_ un groupe de Lie connexe semi-simple.

Soit O~ l'involution définie sur G.= &xG. par Na,ﬁ):(ﬁ.?) (§.Re
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On a alors H"'"Q'g): aeﬁ-"zz et X‘=§(8,3“).‘36Gm’$. L'appli-
cation ¢ de G./H. sur ¥. qui a G- R) H. associe

(aﬂ“, ~E§*f ) induit un (&G -difféomorphisme. Soit B' un sous-groupe
de Borel de G . Alors B=R'xR'

est un sous-groupe de Borel

o- ~invariant de Gc-  On a bien X.= tzﬁ(g.g)(BnX) (597"

(ii) Soit s‘) une algébre de Lie semi—si?npl‘e complexe. Soit

c()‘,.-,. C ®9 =\5 X+HY ! X,Y€-§§~ Soit 0~ 1la conjugaison de corres-
pondante. Soit &G. un groupe de Lie connexe d'algébre de Lie (H‘

on reléve a sur (. en un automorphisme involutif. Alors X. =

{ goqgr! ISGGc§ est un (x_-espace connexe. L'application ¢ de

G(/’H‘ sur X qui a (C)H‘ associe (jogl" induit un (3,
difféomorphisme. Soit B un sous-groupe de Borel de G On pose
Bi=BnanHc - Soit ‘% une sous-algébre de Borel de 68 corres-
pondant & B, . On a bien X.= U-R(Ba)() £ car ﬂ'CB= URGEY) 2l
ReHe ReH.

(iii) Soit G.=SL@tl,C) et o 1'automorphisme involutif de
défini par

N M
x| X, -~
g= — ()'(8) _ XI Xz
L XJ X* -X3 X"
On a alors
a; o
Ho=f &=, \ @ €GU.C), bealonT) |

de't Rz ,

2

DG b= (= La,m) Z(
dyt3=l, v%)zaﬂ.
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Si Mm=] , B = 3" % (0 c.“)‘ 8‘, oth 3;—' (i ‘1 ) vérifie 1'hypothése

e

A. Mais si ., il n'existe pas de sous-groupe de Borel de G,

vérifiant 1'hypothése A.

Définition 8.1. Soit Gc/H‘ un espace symétrique complexe

vérifiant 1'hypothése A et B un sous-groupe de Borel tel que

(A) est vérifiée. On définit le sous-espace E de Xcx H—‘/BH par

E= } (e, 3Bﬂ) e X.x Hc/BH : 9*3(36 angﬁ (BH=Ban),

Soit pri (resp. Ph ) la projection de E sur le premier (resp.sur le
deuxiéme) facteur. (E, ?rlec/ngl a_pest ainsi un espace fibré analytique
complexe. La fibre au dessus de SBH est égale a 3-(5'02(;)3-’
L'action Ag (ReH. ) de H. sur B (resp. X ) est définie par
Ae(?(,ﬁBn)z(RuR.I /R§ Bn) (resp. Ag (xi= Rxh' (xe X))

On a alors Pk (Aa (33)) = ,4.& - pry) QRGHG,a‘E) et pr, est

une application propre car H‘/Bn est compact. Puisque E et X‘
ont la m@me dimension, Pn est un recouvrement fini excepté sur
l'ensemble des éléments singuliers de X« (cf. Définition 1.1)

On plonge BnX. dans E par l'application BaX.>b P-?G:. 2By
dont 1'image est la fibre au dessus de QBH. Ainsi la projection Y
est l'identité sur BaX. ,et RaX. rencontre chague H.-orbite aussi
bien dans B que dans X< . Il existe une Mm-forme We,
He-invariante holomorphe sur %. (m=dim E=dim¥%), En effet choisisso
des M -vecteurs sur l'espace tangent Te( Ba X. ) en e a ant
et les transforme par 1'action de Hc . Par cette méthode, on
obtient W. sur X .. Pour définir une m-forme % -

H.. -invariante et holomorphe sur E . on fixe sa valeur en (e ,EBH)-
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-

Ensuite on 1'étend a la fibre pour la définir sur DBn XQ et on

1'étend finalement a E par 1l'action de H¢ . On explicite la
am -forme %, sur E la suivante.

Soit (6_ la projection de g‘ sur 5‘167,\5‘)&: pr l'application
canonique de k|, sur Hg/BH . Soit T/ un voisinage ouvert de O

dans ;Q tel que 1'application exp: |/ — H . soit un difféomor-

phisme. On pose U =exp Iy et O = pr([)) . Il existe une
section locale p: & — H. telle que pr (,o(aBﬁ)):. 8BH
(3[3,1 c® ) - On en déduit une section » de %/b-nij‘ dans 4;‘ vérifiant.

AGrlp X)) = e GXN) XeV) .
A un élément X;{g de 5‘/}’“?‘-’ on associe 1'opérateur différentiel

g £ = %—Lﬂ{ (5 (gt X )Ry

Par cette correspondance, on identifie @‘/}n‘jc et Taql(ﬂi/h') .

A
A un élément Y de ‘8(/5‘ , on associe l'opérateur différentiel

XL = —‘id;—* £ @ axptY ot YY) (=ao@ite X).

Ce qui permet d'identifier 8*/§< et Tx(X) . L'espace tangent

‘Rq,gB) QXJ( H(_/Bﬂ) est ainsi identifié a ‘(]/gk@ ﬁ*ﬁyng‘

On définit une section local au voisinage du point U),eBﬁ)

de Q(cﬂB)XH-‘/BH dans B par
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KaaR)x0 — E
b g8y (egrb (a0, 5 By

A un élément X”* de 5‘11‘05&0“ associe un vecteur de 1'espace

tangent T(b,’ea,a) &) par

yX* - tX) (exptX) By
© XY epF = L] flotaprxrb @pIXT, @t
*=0
=§_7F £ (@ 2t Adan #X) R Adlor) 0w, eaptr)B
*:D
(b::QG'(.Q)-‘)
=(@ey  — Ada™ pX X)(b,ekﬂ) £
X x
Soit Mi, ..., \fQ une base de %i(k=d}mc%ﬂ%). Soit Lreeor Xm_,g

des éléments de 5!4‘,,_,\5‘ tels que [ (Ad kCt")—AoKO‘(N" )) pQ(d") J* -
forment une base de 5’*/3‘!\5&' On pose ij‘—‘ (\()., 0) C}‘—" L. wu(?) 4

ot VVJ _ (O,;VX;() (()\2,’ --,m-{)- = On considére la base duale
75 ° T @'ud-) — S:J' Qi,d‘:l,...,m.) . On définit la m-forme ”z sur

$GeB) beBak 3 PT Tpery) = Gk o )ge8y

La forme 7 ne dépend pas de la section locale choisie ,

car si on choisit une autre section locale »’, on a alors

——

p Y- p XH €& pour tout X¥ ¢ 5/}#5‘ on étend 3 a E
en utilisant 1'action de H< ce qui est possible 1'hypothése @)

la formeYest bien déterminée. En effet si &' = £ & <

(Re BaX. ., K éBﬁ ), nous avons SA_G%): 7'5’ puisque
det (Aolﬁg()!%)ﬂ , car G. et H. sont des groupes unimodulaires.
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Nous allons fixer une base de %c et normavliser exactement 7.
e W, . Soit a'& une sous-algébre de Cartan de g;,i( éc) 1'ensemble
des racines de (@_,jg). On suppose que jf_ et 1l'ordre sur E(jg)
sont tels que & = 3;{-&2)6%,_( j.-. ,od ) et que M= den AB‘ soit
un sous-espace de Cartan de %c . Soit Y.,»/ Yh une base de Gl
(h=dim. o). Soit Xi, = s Xm une base de *gcnn/g vérifiant les
conditions de la proposition 2.4 du Chapitre I, telle que X,
Xa, - s XF soit une base de €.avn¢ . A partir des éléments
Qﬂ.o), -, Me.0) ,(,'X(Y.),D):"/Qb’()(f).b) de ’b-n(% et les éléments
KOI,\-)—(;:.‘) , Qor,\/)(ff ) - On construit une forme 7( comme ci-dessus
Et A partir des éléments Y,, - YI,, TX), B’Q(.ﬁ_r)de Q.- on définit
la forme W.. Les formes W . et ’?,_ étant normalisées commé il a été

dit plus haut on a le lemme suivant.

Lemme 8.1. Pour un é&lément (x ,hR) de E ( x= JRE,R‘I, be)’(nB,
‘R‘Hq ), on a

Sy we = det § Ad) - Ad Gt )} 3,
o gt
(b=ao™)
Démonstration. Pour XeSvM/\ - on a

d(pn)Q‘QB)QO?JX*)== SAdet - Ad (otar) | P,

Pour Ye¢ ba 9. , on a alors

d (preyyeny X.00= Y

D'aprés la normalisation des formes, 1'assertion du lemme s'en

déduit. Q.E.D.
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I
§9. Intégrabilité local de A

Dans cet section, on se restreint sur 1l 'espace svmétrique
G‘XC‘}/G‘- que satisfait Supposition A; On adopte des notation de

section §2 et §3. On pense le diagramme suivant

X ¢ E
Py b opr

X < X
ou ’)}(' = FY’." X) . ;( n'est pas de variété en general. Mails 1i
est un sous-ensemble réel analitique de E . Ensuite Pr est
‘un application fini couvert sur X’ . X' = pr,"'(x’) est alors
une variété. Nous nous rappelons A(x) = lDRL:X)lIA‘ . On a un théor¢
suivant

Théoreme ?.1. Le fonction A est localement intégrable

AX)

sur X

Démonstration. Soit & une voisinage ouverte finite de une

pointe singuliere dans X . Nous allons démontrer g w < +90
o AlX)

ou W est une m-forme differentielle G-invariante sur X

telle que (0= u_),.fx . ,)’(' a des components finis car 1'ensemble

des éléments singuliers a une mesure nulle. C'est assez de demontrer

S W (too o U= 0nX’
AX)
U Soit
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-1 . .
un component connexe dans pYi (UY . D'aprés Lemme 2.1, on a

| w _ Sipr) w
Sm“gg QPh) »
L V)

.t")’ A
= A 7
R ~ AR
O
- o
g )., (<%
LY,
ou k est un nombre positif car U est 1'ensemble analytique,

Q.E.D.

Remarque. On généralise la méthode que Atiyah a utilisée
pour démontrer 1'intégrabilité locale des distributions propres
invariantes sur le groupe de Lie semi-simple [1] . Dans la section

suivante, on étudie les DSI a support singulier.

§10. DSI & support singulier

On utilise toujours les notations du §1. Pour un élément

xeX - on a d'aprés [29] .
X = XeXu (e, Ko € X)

ol X, (resp. . ) est un élément semi-simple (resp. unipotent)

dans G. On étudie 1'action de l'opération différentielle

H-invariante au voisinage de X . On note ><°=L;3x1. (E-*z) 1'élément
nilpotent de g correspondant a >, . D'aprés le lemme de Jacobson-

Morozov, il existe des éléments H. de~5 et Y. de g tels que

U'{‘an)‘ 2 ’ IH"Y“]:"Q\,“ et [Xo,\fs]—‘-’ Hb 'k C'eSt;é—dire

})&,\g,}hs engendre une sous-algébre 80 de § isomorphe a ,JlQ.IR).
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on note 3= 23(3%) le centralisateur dans 43 de X, . Soit C le
centre de 3 et 1 =[3.3) - On pose }j-;},,s , }%-_-3(\(2 ) x‘;:%g'j}?:&\d%
£§= (‘,,\g, et L(‘= tn? . ,?5,) est alors une algébre de Lie
symétrique.

Soit & un sous-espace de Cartan de CZ contenant Ha et LZ .
pour Néz‘f@l\ , on choisit une base Xy, , - , Xat,my de %C(QUO”
(mq = odim glgruot)) telle que B(Xq.p, 0-Xq.¢)) = - Sp.q (pog=t ™)
Soit ¥H.,~--, Hh} une C-base de (&,f). telle que B(H!,’ H})-_— SP,%
et {Cl,...,C,,,_'ﬁ une C-base de L% telle que B(CF,C%')z SM . On
iden‘tifie g avec son dual par la forme de Killing. On a défini

e polynBme de Casimir w de (5[ par

h m Mgy 2
w= 2H+Sc+ L5 I Kar-0an)
p=! =1 2 yestoy Y=1

Soit Q)Q (resp. w. ) la restriction de w a 'DZ (resp. [)2) on a alors

h 2 { < P 2
b Ls 5 Xer-oXar)),
= PE? HP X ezt vy \Xer "

ou Zf[ﬁm =§ sty d(HY =07
On pose Zl)=5Noy\= ) - On note

— My
Y/f' =0<Z(_)2*m_) é C &Xd,k r O"Q(n),r )) /

V= Vg, Uy =Viy
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Alors les décompositions $= 35.\.\'/3 et %.—.32*\7‘2 sont des sommes

directes.

D'aprés le Lemme 1, [40] , il existe un involution de Cartan §
de A commutant avec O~ telle que B: (Ho X, Yo) > (= He,~Yo,~Xo)
On définit une structure Euclidienne sur ,Q par la forme biliné-
aire définie positive - B(X,8X)Xeld). On note U= Q% )y, le centra-
lisateur de Y, dans ,Qz . On choisit une base orthogonale U, . U
de U telle que U =Y./|Yoll et [Ho,’u;]=-gﬂ,{" Uejemn= dm U ) .
Alors A=2 . Soit (X -, %Ky J(=x<cR™ ) les coordonnés d'un
élément de U dans cette base. Et soit €., ---. QP une base de T/}

et (A, 7(1, y(=1% ¢ R? ) les coordonnés d'un élément de T/ﬁ dans

cette base . Ensuite soit ‘Fn, *Z une base de U$Yb) et
(Ly, =y Py (= pe R ) les coordonnés d'un élément de ua‘,\ﬁ]
Finalement soit v, --,Uw une base de ﬁz et ('la‘, 7,., ) (= 'ae lR“' )

les coordonnés d'un élément de Dg.
)

n
On définit 1'application &(..x ) de lRinR dans 27 par

Bex) = Ad@h . &l (xm% %% ).

B (o .x ) satisfait P(o)= Xe et d§ est non-singuliére en 0

o

Ensuite on définit 1'application & de m'XlRQXIRMXHS“ dans X par

TR0 3)

18 e B N—hR, AR
= % M o, (X 950 + A€ ) Gt Zagug a3

A

= ¢ & - Jre, Ap %r(ﬁbj'ui-t §§0:x)) -Q‘APQP__, é119t
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on a alors 3Upj=x et % induit un difféomorphisme entre un

I‘RP*HO\W et celul de X

yoisinage ouvert de l'origine dans
dans X . On prend des sous-ensemblesouverts Eo, e , U et Vs
de RP , R‘K , IR“ et IR™ contenant 1'origine respectivement tels que

: t difféomorphisme. On pose = Ul et
i)}s.xmxv.xvo est un di P P Te =BEax bexUXY,
Qo=2%{%)

Soit du une mesure Euclidean sur K et d% une mesure

¢-invariante sur X .

Lemme 10.1. Pour un élément @ € Cf"(li) il existe un unique

élément ?TP? e =@y tel que

S G(Lw) @ do = G :{?F@o olx
To X

pour tout G eC Ry . L'application de (f('ﬁ,) dans Co (L)

donné par p»——» #P est continue et surjective et supp :?6 C '}(suppﬁ ).

Démonstration. Elle est analogue a cell du lemme 13 [I3].
Q.E.D.

Proposition 10.2. Supposons E, et k. connexes. Si T une

distribution H-invariante localement sur {l , il existe une distri-

bution 03 sur WxV, telle que

TE) = glep) (e CTTY)
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o0
ol N? est une fonction dans C_( U.xV, ) donnée par

o (. Y) = o (oo gy di olo
ExF.

Démonstration. Elle est analogue a celle du Théoréme 2[131].

Q.E.D
Un élément nilpotent Xe¢{q est dit fq-distingué s'il
satisfait u%)Xonwz)\{,,’D (cf. pl03 (36], [40] ). On note A (wy)
la partie radiale de @) en X, concernant ( ExTU, . $e3x Us ) (cfF.
Définition §2, [40] ). La proposition suivante que van Dijk et
Sekiguchi ont donnée est la généralisation d'un résultat de Atiyah

pour 1'algébre de Lie semi-simple (cf. [11, p104 [36] , [40] ).

Proposition 10.3. Soit T une distribution sphérique invariante

sur Q. avec un caractére infinitésimal X . Alors la distribution Ty
induit par T sur Uex 'V, qui est donnée par la Proposition 10.2

satisfait 1'équation différentielle

[¢9) (A @p) £ we = ZR.4) = Aw)) O = ©

ou Sg@) est une fonction analytique sur U1/ induit par (5,2, 3)
[ 36]. Si Xo est un élément nilpotent distingué, A(wy) est

déterminé par

IXoll alwy) = 2x, 8
_ ot
(2) ) 2 n N

t 5 qQ; 9 Q;
lSi(jsw\J gfx;;,xd * c)%"l Y
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ou Q;J‘bt) et &G} sont des fonctions analytiques sur (s satisfaisant

. \ 4
gy =0 (I3, JEm .
On se restreint & 1'espace symétrique GxG/G. On utilise

les notations de §6.

Proposition 10.4. Soit T une distribution shpérique invariante

sur ¥ & support singuliére, c'est-a-dire suppT < X-X’ . Elle

est alors identiquement nulle sur tout 1'espace X.

Démonstration. Par hypothése, 3} satisfait 1l'équation

différentielle (1) de la Proposition 10.3 et supp ')"TC.%}X‘/«;

Si )(D n'est pas lz -distingué, la partie homogéne de degré 2 de

A (wy) en y=o n'est pas nulle (cf. Lemme 4.6 [36]). D'apres la
Proposition 2.2 [36], on a G3=0 . Si ¥, est un élément nilpotent
distingué, 0% satisfait l'équation différentielle, (2) de la

Proposition 10.3 Soit S est une distribution sur U,. On étend S
a U,xT/, en posant Q§.7{')=(Sf¥) ou ?-{-[‘a)z”{-@:’a)( Y ¢ X))y
Wl —
D'aprés un théoréme 36 (cf. §3 (35] ), on a O:‘r-—-ZQgig S (=@~ o)) .
o
Pour 1'équation différentielle KA(WIH'W&)O'T = &+ %) ) O
ol X est un caractere infinitésimal de T . On compare le degré de

chaque cdté :

' [l
4 N X . ) N
A(wl) -aa—?a- S = { olim ch) - QR/\l’t‘Q) "‘;_Zfl de‘i‘Z) (‘\d+‘ ))I 3o’ S

+ le degré plus bas

W
ou o/={gdtl, ol . 04). On pointe le coefficient de g—q'g . ,Q.QZ est
X

somme directe de /J,Qb;lm—module irréductible de poids dominant
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924, }h’..., L. alors d‘;m}zg\% (\41)‘1-[) . Ce coéfficient est donc

le

égal a -9}, -é,@awz),\éw‘\ <6 . Comme le degré du coté gauche est
Pl

strictement supérieur au degré du cdté droit, on a une contradiction.

Par conséquent 1=0 . 0.E.D.

Théoréme 10.5. Soit () une distribution sphérique invariante

sur X . La restriction de @ a X’ est une fonction analytique.

® est localement intégrable sur X .

Démonstration. Pour un élément IFX/ , soit @ le centrali-

sateur de X dans a‘g{ et »1 le sous espace de Cartan de X corres-
N / .~ . @ . . < /
pondant a & . On pose )(A= LéaAa . Soit la restriction a X
€

de @ . D'aprés le Théoréme 7.1, on a
X0 La @] = » @) (DeDW))

Soit Hi.--.H+ une base de &\ . Posons Lﬂ-—‘é‘% H; € SV . on choisit
C;eq: tel que 0= L™ +(§ C‘,‘ LD'M—) eI, Evidemment, O est un
opérateur différentiel elliptique analytique. 4\@ coincide, du sens
des distributions avec une fonction analytique sur )K;( car
(D*’K (6"""&(])))‘:4\@%5- Il existe alors une fonction analytique F
tel que F=@® sur X’ . D'aprésla Proposition 7.2, Fest donné par
la forme ‘{/A ou % est une fonction bornée localement. Alors F
est une fonction localement intégrable car VA est localement
intégrable d'aprés le Théoréme 9.1.

Maintenant @ est donnée par @2 ?*S ou S est distribution
sphérique invariante sur X a support singulier, c'est-a-dire

supp > C X\ X’ . “D'aprés la Proposition 10.4, S=0. Q.E.D.
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§11. Caractérisation des DSI sur GXG/G.

On utilise les notations dans §6. Soit & un sous-espace de
Cartan de 6& et A(,L= ZYU‘U . Si &. est la sous-algeébre de Cartan
de 9. qui contient (x et (Ag), e sous-groupe de Cartan de e
correspondant a €. , alors (140)<_ contient Ah_. Soit ‘21‘(51,) 1'ensemble
des racines positives de (gg,szg), g&o 1'ensemble des racines
réelles singuliéres positives et ,S;_" 1'ensemble des racines
imagihaires singuliéres positives. Et posons SW- ?&U‘S\In
Maintenant supposons que G‘- est acceptable. Alors pour 33- —‘- 5-"2

. ﬂézt\’ﬁ‘)
on peut définir un homomorphisme §§ de (A,,)C_ dans C* \§o} par

$p(ep X = S ey -
. . A
?1-% b{«ﬁ()}?{ se remonte aussi en un homomorphisme fﬁ: de ( m)c

dans C* (on utilise la remarque qui suit la définition 4.1 du Chapitre

On peut vérifisr qu'alors la forme linéaire

On pose pour Q¢4

ALay= T Q- 3@ A= Folar 4%
ode =) '

Ao=T- S’ = ep-(Qpw),
deSp

/ iz
A7) = ’TSLKl Jut) 2oy = P~ P&(F«)ﬁ 'ffltu)ﬁﬂc))

QM(I) = i S‘LU\ )

On remplace F parR (resp. 1) si X est du cas I (resp. du cas 1II),

et on a donc les notations SEL Zg" et ?{z .  Pour une racine ole3]&y),
on choisit du ¢ @—"( \R@n’]t)n(lf’-n’y’ tel que B(Hd H)=dlH) pour tout
He , on définit H,{ par H”“b"l’H( . Soit Ah(j:):fquh;Aqu);

et V\/i‘lm)’—‘ A/GAA@,??G(A y Définissons la fonction localement constante
vl
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4 (VS tn —_ [N
¢F(w:a) sur 4, par (EF A wa) = {F@ui o) K?;‘(pdm')ﬂa) (R)GWMM,QGA;,\)_
Soit &.,..., &, un ensemble maximal de sous-espaces de Cartan
H -invariant non G-conjugués de 4Z , fixons un ordre pour les
racines de (tag, bj’c) et posons Ad‘:&@/‘) ou on écrit J au lieu de
%)
Si @ est une distributions sphérique invariante sur X , alors
la restriction de @ a X/ ( notée@) est une fonction analytique.
On lui associe la famille des fonctions (Kd.,.l':l""m définies sur par
0

N \
(1) Nila)= /\Z\F‘ Ayta [‘7)(&; pour a ¢ 4 /
i

'Y . . .
Ces fonctions sont ¢ -symétriques, c'est-a-dire,

/
2) x}.w,___ ¢Fesed Xjlar  pour we W @, « 6/4)

Réciproquement, si on se donne une famille de fonctions

analytiques sur .4J et E]: -symétriques, on peut leur associer une

~
. . . . ’
fonctlon@ , (Q -invariante et analytique sur X par

(3) @/%aa" )=Z(?KJ'4)| )['Qlj" X;(,C‘) ' q(.AJ'. ’ ? (—G‘

Le théoréme ci-dessous caractérise les fonctions X)' pour lesquelles

1'expression

(4) @ 5=\ Bedwdx on £e M)
!

&
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définit une distribution sphérique invariante sur

o~

Théoréme 11.1. La fonction G -invariante @ sur X/ associée

par (3) a la famille \K‘)) ,m définit une distribution sphéri-

j’:l""
que P sur X’ par (4) si et seulement si les fonctions vérifient

les conditions suivantes

(a-1) 1I1 existe un homomorphisme X de D) dans € tel que :
j ~f
D Ky = 4,(D Wé pour De T(y) . ou ’\[) = X @)

.
(a-2) Chaque Ki peut étre prolongée analytiquement de A; a AJCF

(a-3) Pour tout 3e§l,---f’7ﬂ et degg , posons m:(yx(;
Soit % le sous-espace de Cartan de 8 une racine imagi-
naire singuliére de 3(%) obtenu a 1'aide de ., d'une
racine réelle singuliére O dans 9 (cf. Définition 1.4).
Prenons 1'ordre des racines de ¥ ‘pour qui satisfait

-~

a P}=b~Pb\ . Définissons AY a partir de ® tel que

~ ’
Ky = a¥Hw) @) @Ay )

Alors

a.e AnnAr \

T~ 3ra) %o
¥estmyol

HL G e™) o = H GE XY ) @)

ou chaque coté dénote la valeur limite & G, qui existe sous les

conditions (4), (a-1) et (a-2).
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Démonstration. Soit () la restriction de QD aX'. Alors

d'apreés le Théoréme 10.5, ® est une fonction analytique localement
intégrable. On pose Xj(a) = Q‘iﬁ A Qe (ae 143 ). Pour un

; i ’
élément * de C™X). on définit une intégrale orbitale L(? sur AJ

par

K3 ) = v A 2 @Gag' ) &3

&z Zsl4;)

D'aprés la formule de Weyl (Proposition 2.1), on a

n \
= 26 g K%&m ;0 do
| Ag

ou les CJ sont des nombres positifs. Dans le cas ou X?fi , Hirai
a démontré le théoréme (cf. [19) ). Supposons donc que ¥ ~ Go/G
Les changements de signe de ;4 ont lieu sur un réseau, alors
que les changements de signe de ERA ont lieu sur les murs des
chambres de Weyl. La situation étant ici, pour cela, différente de

celle du groupe, il faut modifier la démonstration. opn définit

une intégrale orbitale ‘f'.a ( ﬁe(f"(q\) sur & par

$or = 8 0 T R (Mg X ) de§

G/zq ()
i)
od T~ TolX) et O Xi= Djn’\‘ﬁ3 T o)
qester _ &63?
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Oon peut obtenir une relation entre les limites de l(; et +Ru; en un
point semi-régulier (méme raisonnement que le lemme 4.3 de [32] ).
La fonction ‘f'ﬁ a essentiellement le méme comportement au voisinage
d'un point singulier que 1'intégrale orbitale définie par Harish-
Chandra pour une algébre de Lie semi-simple. On en déduit que ‘f‘?
et 1{1{ vérifient le théoréme 30 ,pb51 [41] . Par consequent,

K%‘ et K:g' vérifient les relations de sauts données par le théoréme
11, p396 [41] . A l1l'aide de ces relationsde saut, on peut démontrer
la méme formule que celle du Lemme 6.4, (19] . Le théoréme se
démontre alors par un raisonnement analoque a celui du §9, [19]

Q.E.D.

Appendice : Un systéme complet de DSI linéairement indépendantes.

Considerons 1'espace symétrique ¥ ~%L (3 ,€ )/ w(2 .1 ). Bien

que 1l'algébre de Lie %—-— tal (3 ,C ) soit réductive, on peut aussi

appliquer le théoréme 11.1 pour obtenir les distributions sphé-

riques (invariantes)sur X ([4] ). Nous allons, dans ce paragraphe,

donner une base de %/’\()j() ( cf. §3 pour la définition ) pour

tout caractére infinitésimal N de DX} C'est parce que les formules

sont plus agréables A écrire pour @L(3.,.CT )/ W(2.,1! ) que pour
SLI .,T )/ SU(2,1 ) que nous avons choisi de traiter cet

exemple.

Soit @~ 1'involution définie sur G=GL (I ,C ) par

o)
g = T GT o0 §F-F et Ja (lo[oo

DO—I

42



Le sous-groupe des points fixes de & fixés par O~ est le groupe
H= “U(Y .,V ) qui est connexe. On réalise 1'espace symétrique G/H

dans ¥ =} 30-(3)" ; 8&6‘ . On vérifie que
X = § xe¢GlB3.C) ;' Jx est hermitienne de signature (2,1)9

Il v a deux classes de conjugaison de sous-espaces de Cartan de

(%.‘%') = »(alB,Q‘), u2.1)) - On choisit pour représentants

Soit A®et A' des sous-espace de Cartan global de ¥ correspond a ;R°

et @ respectivement donné par
.} gel o ° Soit &= E.= =l
A= ( ° g’_efz o eX :1‘361’& Soit &, =gy=-l. &:!}
o ° ¢ eh Soit &= §=-1. ¢~

b o eX © vhcty)se S
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. o 2 A - ; . . ©
L'espace A° est composé de trois composantes connexes : A° C 6= 2= G,

A‘°f =% =-1, A: La=O=-~) .
Ez=[ €.|=‘

Le groupe de Weyl associé est donné
W°= Ny (A")/ZH&L\W =31, w3 ol We échange € gt et S e
W = Nn ﬁ"/ZH(A‘ =T, wel on aw « échange ¥ et &))

La fonction @ invariante par H associée a un couple (‘F",QP.) definit
une distribution sphericue sur X = (5!_(3,6)/ y@a.l)y . Si et seulemet
si elle vérifie les propriétés de Théoréme ii. |
, 3 ‘ . ' .
soit ANeC . On appelie %,\ (X) l'espace vectoriel des

distributions sphériques déterminées par le couple (Cf", <P’) ol
- 3 J
BQP,,)) (f) = PN ¢ pour tout polynOme symétrique I

On veut déterminer 1a dimension de ;\ %) suivant les valeurs de
L o . ,
Comme Weo permute les éléments de A: et ceux de Az il suffi

~ 7 - ° o . . ’
déterminer ® sur et avec pour seule condition
[ [

i ?‘@)oq).—.-_-—?:@) car W, stabilise A:

On introduit les notations suivantes:

pour T = @l,ﬂz,Xi) , QP°("|‘) — ° e*' o o
P oo

0 ° et!
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p° ° ..*‘O ')
P = ¢ ((f o )),

Pour @ = (#+i0,u. %-i8)

u=-21)
‘ A o ¢
PB) = ¢ (pr o w o |)
-6 o #
La condition (i) s'ecrit pour P' : PG ®) = P'@®)
11 suffit donc de déterminer <f' pour O P LMW . Pour déterminer

/ 3 2 \ P . . . 3
S6/\(}() il est équivalent de déterminer les triplets de fonctions

¢, CP:’ et C{D' telles ques

(i3 P =- PN ou weQ@uidA) = U A 4)
(ii) P et P o€ CTWRY . P e C7(Rx (0. M)

(1ii) Pour tout plynome P symétrique
9. 9 2 ° .
P(am " 9t ’97\,) P = P Py (k=01

P(ba a’u’ag)ﬁe=P(A)(9

1 Prest it dans la b X = §°g Y= Leoy g ©Ci
U Frest eortt dans la base  x-(¢88), 3= (§18)s e {r o]
i _dy o L
di, &H;) P& ut)=: g_g.. @(@,le“o @)
(g‘l‘;” -g—i;) (P?@/ﬁvl) = .01_ (P‘(@) ,
a8 PR & )
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On va appeler :

59% 1'espace vectoriel des triplets verifiant (%) et (iir)

é?A. 1'espace vectoriel des triplets verifiant (u ), (i) et (jv)
Alors ;\( est le sous-espace °f/\ des triplets de *Z_/\

verifiant (7).
(A) cas ou A est régulier 0% A A
a) Clnh <'}i/\ = ’8

Un utiiise un résuttat classique (cf. Varadarajan p.61 4i{] )
pour montrer que

AT > T
SAT7 o o AT

/

CP:»(T) = 2 Ar»
0eS,

° LW T
Pem = = A AT 4 goa b2,
(VS
, A,'Wl®>

| 0€el,

On introduit W, pour simplifiée l'écriture des conditions de saut.

b) Ecriture des conditions de sauts
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pour tout O~ € S;

M) <= Ap-An=- Qo- d%)

- o

)é} - ! _ < A/Y"\) ~<o~
L Ao 7t¢ (olm &% o %< A, FrD )

pour tout d—t&h

oL }R=Qiﬁ,0,~i‘l‘\)

les constantes ( pour C\CS§ )

fixer arbitrairement

AO~+A;~, jo’?‘/-(.a/u , d@/ o}'m

On peut

d'ou dim E/\ = 12

i1 faut exhiber

’

Pour étudier la condition d'invariance par We

une base de .
€A
Solutions nulles sur A'( 0[,20); - )

([ O

AT L AT
Br ¢ é/\,’r7+&</\,w.’l‘>

An 0

o]
\

©

sont des éléments indépendants de

et io—"‘ﬂ":r

;AwA,B&A Lo~ € 833

R AN )
Solutions non nulles sur A’ ( en prenant A,+A%4 = ©

= O elles sont indépendantes des précédentes)

Posons

% oA-d'= g
[ ol@</\,?«n7 o e_</\,}n) Y

1. o <A.v~5‘w> -<A.¥r?
1 “o A * © ; S A-A¢2

47



167
En prenant 3 =-93, (3’= o -

SATY LA WT

O

- (- T
R e</\,® 7n7+e</\;w @®-t=) >

Fn prenant @:0, (3’,—_—_9

A3 <A T

o

N T? KA WT >
e ‘
DM = 4 -

B>
. e</\,@> i Pf/\'w
[ e</\f5ﬂ7 _ é-<A'?R>
Y oo ‘e</\'?‘h7 — e“</\‘/}1‘\>

Les conditions de saut s'écrirent

S NN e 2% . Posons =T = A3

A-A = - (d-a") =" &-1")
En prenant otol'=2 . (3= ©

o)

E/\'—"— 0

</\'®> ,Wl@? @
e +~€</\ = £§/‘/bemQ ? cos m0

u-{-d;l = , (2=~‘l
Q<AIT7 _ Q<A'w‘—r>

Ry = ™ { SATY _e</\,’wﬂ'7 }

) SAB7 PRV }
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On en déduit une base EA dans les fifférents cas.

et dime ?/\"'Q
cas 1. xi-,lo‘ ¢ 2
Base : % Asn , Boa, Con. Don; oAy

cas 2. A~ Az € x* A~ &2

Base : A&/\ , Br/\ pour o- 683

Ean. Ta
Ccr/\ . Do-/\ pour o € S:\§1¢l‘l(

cas 3. Ai-Aj €S

pase | Aon, Bon. Eoa, Foa ; o €8s}

c) Condition d'invariance (1)

On veut déterminer le sous-espace vectoriel des éléments

e §/\ verifiant la condition ({'). Pour cela il suffit
le regarder la compoSante definie sur Al . Il est clair que
Ben . Don BEesA apparitiennent a IA . D'autre part F/\

"N (-3
't C/\ ayant la meme composante sur Ab , il est inutile
e distinguer les 3 cas ci-dessus. L'élément 3, XoAon + Ye Cop

’ o0& 8:

erifie (1) si et seulement si pour tout &eS, on a :

".'Xoﬂt- ‘a—r = — Xy, weet "a’%.”-c"
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L'espace ot/\ est donc de dimension
¢~
dim DACK)=9
et 11 a pour base

{ Bo-/\ . DOh/\ ' Con/\ "AmrA + Af‘t‘&}/\ ; O‘C’S;“

o | =W Woe

Remarque. Si on se trouve dans les cas 2 ou 3, il faut remplacer

ci-dessus U par B et ¢ par F

En particulier of,/\ contient ( dans le cas 1 )

¢/\ = CA—t Ccc/\—t- C A

(B) cas oa /\ est "semi-regulier” =2 % A
On pose A,=Az=7\ A= g @"f‘ ).
a) 0(.1'”‘\ ?/\ = ’K

Le stabiiisateur de A dans 03 est le sous-groupe ;1,10,}.

Les polynomes harmoniques relativement & ce sous-groupe sont

engendrés par 1 et XA;-#As . Le triplet ( CP°, (P‘,) , Py
appartient a q‘l\ si etvseulement si
° / LN, T?
P == Ant Ae @A) ©
oes,
<N, T 7

P = =, (oor Acthi=)) 2

e Sy

S0
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A, 2
P@= = (dot o ) & ®

o NN

ou A ,A . A .4, ol et o' appartiennent a C

R Y
b) Ecriture des conditions de saut : A3=) 1, aq.< "q—;m)'w.

D= Al=a-d/

2 @+ A(lt‘ Y+ - (Aft ~Arr) =-9 (d‘c"tol-clt) -Q\—r)(d‘t - elt)

D A ay

-

2 @4+ Ar)+ A-p) G ~A)
= -9 (ol{ QQ—F);QI+ na e—(]x—p)i’ﬂ)

~R)IT P R By
-(ﬂ—/,‘) ((d1+limdf€)em f')ﬂ‘_ (’02’(1 tﬁfmc[—tL)‘e

)

On peut fixer arbitrairement les constantes ( pour 0~€A3 )

do, AL Ae, Ao, Ak—Ad , Al-—de

d'ou (,{‘.% ‘§/\ = [((~

ixhibons une base de §A :

Solutions nulles sur A (de= op =0 )
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T AT AT
AT Q + & [§AT? g
‘ (zh-?b) e -2 .
A,\ = Y , A/\ = o A:\-
D o
o O o
AT ‘ QATY (eAT ‘ ~AT D &
B/\ _ Qe ' B/\ = Q + é A >, B/\'— Gi-1) é fét AT
o) 0]
C AT |
€ 1 - QP ) AT -
( 7 = Ay > 2 (14_ %&.Qh-;b )>
Cr={ o
| O
0o

_ AT at
Da= VT (12 Bt o) T g0 Dot

0

- . {
Solutions non nulles sur A’

O (j?"*l) Q<AJ>
Fa={ o fa=< e p) AT

A BD

N ® 2§ Je<A’®>

o

Gp= %:;& smQ-pIm . (Ai-1) [G%A'Tj.b SeAT? ]

<A B> N .
Q" + éTA@)
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B ‘z— ) (4= ) [QQA"D—t e@%'l >]

HA: - &Qj‘—) cos Q-pw G- 1) [ '%<¢A'T>—{- éQLA'T) ]
FAO> B> |

O

' &N, T LT
Ta- [%lﬂ cos A-pI X ~13‘mk~/«)ﬁ](zt.—2tz )| R + & ]

90 [éwA.@>_Q<Q‘A,@>)
St [ST %@A'TDJ

In=

[Q\*[r‘) S \4{'[‘) T - Cas ﬂ‘/")fl\\] %1 -13) }"é’t/\,"[‘)* %\T}A,T3

[&§@/Lgb D {fi‘A.Q}>~]

J

26 +

c) Condition d'invariance (1')
Il est clair que B/\ P [g,{ , B/{, , D/\ , E/\ , G'l/\ , 1/\
rifient la condition (1'). Le sous-espace vectoriel supplémentaire

ns éfA est engendré par

H/\“AQ;CJ/\ et 2Ar- Ar +Ca- )‘;’“ I

d'ou V{‘M\ i/\ = C]

fa)
Remarque : Les seuls éléments de l:ﬂ non nuls sur /10 sont

s multiples de

>Aa- Art Sa - —)‘;1‘- JA
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(C) Cas ou /\ est "singulier” A= )\1:-_/\3

a) &km GFA =13

Le stabilisateur de /\ dans
~-harmoniques est de demension 6.

o est O3 lui-meme. L'espace

}f des polynomes Gy
11 "/13 ,

a base 1 A - A )
Oy (et 27D

@ty ety c2) @ (-7
A (a-7)~ A& (K-AD v A (A-A)

Il

T-(t 41 k=Rt s Aeb gty
2 2

L'espace 9{’ est engendré par

rosons pour

[ D=1, P=m-t
< R=3% ., VP3‘= @—71)1—331
Pe=13 (u-71)

\ B=3 (0 1) -3

(On a remplacé } par 10

Posons
dans les Pj )

( sz 1 : Q|= ’M-—if

|

Q=6 . Qe )36
I Q= &b -1

\

G Q= 40 loeare 6Y)
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On obtient alors :

o $ |
LP»U‘)=4L§ A. B SAT2

)]

jh Ph -‘1<A'T>

My

P =

\
,

k

{ § </\,@7
T@= 2 drQue on Ak, Aestolpe €

b) Feriture des conditions de sauts

Avec les nouvelles variables on peut écrié :

( J ° : d (
t (1) as %k =1 JE P jﬁ:.b

}:o
|
@ & ] ~id e
| 3 ? }32‘) ' g * }625
On en deduit ( car Q<A'T 2 - ?’(/\,@) _ Q)\ (attw) )
(.I)@ A1:~Ol1 } A)g '::—-CQ)C : AJ‘:— —O(_fr
M) < A& = —Ca—3Tds+ & Rs

A = =0k @ Ae = ol

On peut fixer arbitrairement les ()lJ pour 5== o, /8§ les /4},_

et les ‘fh_ pour | = 0., 3

don i S =12

55



Exhibons une base de }A .

Q<A”T> ., O
I YO T
o o é/\,@>
‘ AT o
i( -1) = Rl DT> pr o
Ba=y © , Ba=Y@-n<" 7, Ba={ o 5
-0 0 |-ty 47
{Q’@%)’-ZT'}@QLT) 0
| | 5
CGh={ o ; Ch= @y 33 <
D/\— 3 eNT> E/ (- t) ST
- k <A@ D
1p ‘E<A'®/ /\\ﬁ (,14__7‘_) N
AT
° ~}[§k—7f)l—§’*]sa
T 6‘T§‘Q<AlT> C AT
A T AT . . T>
A@®> C3lo-trr-3 ) -2r3) 77

L Qu-h 36 ) €
\ 8-t 6] Q(A@)

c) Condition d'invariance.

Les polynomes O3 -harmoniques vérifiant P@uﬂ"):-—_ P{T ) sont

engendrés par :

X Pl~ PL Wl“t‘-)
} Py +2 R /\(Zh“?h)(#ﬁ ho~2As) )
P

56



176

On en déduit que 6({% f/\ :C? et que *f/\ admet pour base :

solutions nulles sur A: . A/l\ , A;l ) R//\ , BI}\ ; C//) , FA

Solutions non nulles sur P\: " B/]'t E/\ ) C/\"‘z E/\ , G/\
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