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Scott加群の概分裂完全列とテンサー積について

名古屋市立大学 河田成人

Shigeta Kawata 
Nagoya City University 

(K, 0, k)をp-モジュラー系 (pは素数）とする．すなわち， 0は標数0の完備離散付値

環で極大イデアル1rOを持ち，その剰余体k= 0/1rOは正標数pの代数閉体であるとし， K

は0の商体とする.Rで0または Kを表し，有限群GのR上の群環を RGで表す．ここ

でRC-latticeとは， R上自由で有限生成な（右） RG-加群を意味する.HをGの部分群と

したとき， RG珈群Vの作用を Hに制限した R几加群を V↓H で表し， RHー加群W をG

に誘導して得られる RG—加群 w @RH RGをWやで表すことにする．

QをGのp部分群とし，ヴァーテックスがQであるようなScottRG-加群を S(Q)で表そ

う．ここでは， S(Q)の概分裂完全列に， Qをヴァーテックスとしてもつ直既約RC-lattice

をテンサーすると，どのような短完全列となるかを考察したい．

用語について詳しいことは，有限群の表現論に関しては[NT],[B]を，またAuslander-Reiten

理論に関しては [ASS],[ARS]等を参照してください．

1. 群環の概分裂完全列

RC-latticeの短完全列121: 0 -----+ N -----+ MムL→ 0は次の 3条件を満たすときに，
概分裂完全列とは呼ばれる [Auslander-Reiten]: 

(i) 121は分裂しない．

(ii) L, Nは直既約である．

(iii) RC準同型写像 g:X —→ L が分裂全射でなければ， g は f:M —→ L を経由する．

Lを射影的でない直既約なRC-latticeとする．このとき， Lで終わる概分裂完全列が一意

的に存在することがAuslander-Reitenや Roggenkamp-Schmidtらによって示されている．

以後， Lの概分裂完全列を

d(L) : 0---+ TL→ m(L) ---+ L---+ 0 
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と古くことにする．ここで， Auslander-Reitentranslation Tは， R=Oのときは T= fl 

(Heller operator)であり ([A],[RS]),R = kのときはT=炉である ([AR]).

Auslander-Carlsonや Benson-Carlsonは自明な RG加群の概分裂完全列とテンサー積に

関して次の興味深い結果を証明した．

定理 1.l([AC,Theorem 3.6], [BC, Proposition 2.15]) Lは直既約 RC-latticeとし，

d(R叫は自明な RG-加群Reの概分裂完全列とする．

(1) Lのrankがpで割り切れれば， d(Rり0RLは分裂する．

(2) Lのrankがpで割り切れなければ， d(Rり0RLは概分裂完全列 d(L)とinjective

の直和である．

Scott加群の概分裂完全列とテンサー積に関して考察して上記の結果をいくぶん拡張した

ぃ．そのために必要な準備をしておく．

まず， R=Oの場合を考える．直既約OG-latticeLが射影的でなければ， End0c(L):= 

Endoc (L) /{projective}はsimplesocleを持ち，その生成元pE Soc (End0a(L))はalmost

projectiveと呼ばれて， Lの概分裂完全列 d(L)はこの almostprojective pと射影被覆の

pull backとして構成される [T]:

d(L): 0 ------+ OL―m (L) ------+ L ------+ 0 
I 1 pull back』P

射影被覆： 0 ------+ OL ------+ PL ------+ L ------+ 0 

Carlson-JonesはOG-latticeに対して exponentを定義し， exponentialpropertyという

概念を導入した．

定義1.2[CJ] (1) OG-lattice Lに対し，ザid£(aは0以上の整数）はprojectiveである

が7ra-li山はprojectiveでないとき， exp(L)=ザと書く．

(2) exp(L) =仔である直既約 OG-latticeLに対し， 7ra-li山がalmostprojectiveであ

るとき， Lはexponentialpropertyを持つという．

注意 KnorrはirreducibleVG-latticeの拡張として virtuallyirreducible VG-latticeと

いう概念を導入した [Kn]が，この概念と exponentialpropertyという概念は同値であるこ

とが知られている [CJ].
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例 ([Kn],[CJ]) exponential propertyを持つ OG-latticeの例として，次のクラスが知

られている：

(i) irreducible OG-lattice 

(ii) rankがpで割り切れないような直既約OG-lattice

(iii)高さ 0の直既約 OG-lattice

Carlson-Jonesや Knorrはexponentialpropertyに関して次の事実を示した．

定理1.3([Kn], [CJ]) Lは直既約OG-latticeで， Qをヴァーテックスとして持つとする．

ONc(Q)-llatice f LはLの(G,Q,N,瓜Q))に関する Green対応子であるとし， OQ-lattice

SはLのQ-sourceとする．このとき， Lがexponentialpropertyを持てば， JLや Sも

exponential propertyを持つ．

Green対応と概分裂完全列に関しては，次の事実が知られている．

命題1.4 直既約RG-latticeLはQをヴァーテックスに持つとする.(G,Q,N=N, 瓜Q))

に関する Green対応をfとする．このとき，次が成り立っ．

(l)[T, Theorem 35.5] 叫 JL)やは叫L)と分裂列の直和である．

(2)[IH] 凶 L)詠は叫JL)と「Qに制限すれば分裂する短完全列」との直和である．

R=kのモジュラー表現の Greenringにおける内積を Benson-Parkerは次で定義した：

kG訓群M,Nに対し

(M, N) := dimk Hom(M, N) 

この内積について， Benson-Parkerの結果 [BP]を利用すると次の判定条件が言える．

補題1.5 M を囲既約kG-加群とし， g:0→炉M→X→M→0をkG-加群の短完
全列とする.Green環において［ぶ]=M+炉M-Xとおく．

(1)ぶが分裂するための必要十分条件は ([g],M) = 0である．

(2) ([Kal, Lemma 1.7], cf. [E, Lemma 1.5]) gが概分裂完全列.<d(M)であるための必

要十分条件は（［汐],M) = 1である．
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2. Scott加群の概分裂完全列

自明なRG-加群を Reで表すこととする．まず， R=kの場合， Gのp-部分群Qに対し，

可移な置換加群kQやの直既約因子S(Q)で次の3条件を満たすものが存在することが知ら

れている（例えば[NT,IV. 定理8.4]参照）．

(i)柘がS(Q)の台soc(S(Q))の直既約因子として現れる．

(ii)知がS(Q)の頭hd(S(Q))= S(Q)/S(Q)J(kG)の直既約因子として現れる．

(iii) S(Q)のヴァーテックスはQである．さらに， S(Q)の(G,Q,N= Nc(Q))に関する

Green 対応子 JS(Q) は k(N/Q)ー加群とみなせて，自明な k(N/Q)—加群 kN/Q の射影

被覆である．

また， kQやの直賎約分解において，上の 3条件のどの一つについても，その条件を満た

すものが一意的に定まる．このような kG-加群S(Q)を， Qをヴァーテックスに持つ Scott

kG-加群と呼ぶ

次に， 0上の場合を考える.k上の僅換加群の直和因子は0上の置換加群の直和因子に一

意的に持ち上げ可能である（例えば[NT,IV.定理8.9]).0ぶGの直既約因子でS(Q)の持ち

上げとなっているものを S(Q)と書き， Qをヴァーテックスに持つScottOG-latticeと呼ぶ：

S(Q)/岱 (Q)竺 S(Q).なお， S(Q)はOQやの直既約因子の中でHomoc(S(Q),0りヂ 0

となる唯一のものである．

QがGの正規部分群のときは， S(Q)はO(G/Q)-latticeとみなせて，自明な O(G/Q)-

lattiice Oc;Qの射影被覆であり，入射包絡でもある．そして，次の写像pE EndocS(Q)が

almost projectiveである：

射影被覆 IG/Ql7r―1 入射包絡

P: S(Q)→ • Oc;Q―→ Oc;Q← + S(Q) 

S(Q)で終わる OG-latticeの概分裂完全列d(S(Q))について次のことが知られている．

命題2.1 d(S(Q))をQに制限して得られる短完全列はd(OQ)と分裂列の直和である．

S(Q)RLはQ-projectiveである.(JZ/(S(Q))RL)匂は定理1.1(1)と命題2.1から分裂す

ると分かるので，次が成り立つ．

補題2.2 OG-lattice LをQに制限したL↓Qの直既約因子のrankが全てpで割り切れ

るとする．このとき， d(S(Q))@Lは分裂する．
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直既約OG-latticeLはQをヴァーテックスに持ち，その Q-sourceSのrankがpで割り

切れないとする．このとき， S(Q)@LはQ-projectiveであるが， (.fll(S(Q))@L)-!-Qは定理

1.1(2)と命題2.1から分裂しないと分かるので， .fll(S(Q))@Lは分裂しない．

注意 S(Q)の概分裂完全列d(S(Q))の中間項m(L)は直既約で，そのヴァーテックスは

Nc(Q)のSylowp部分群である ([IH],[K2]). そのため，例えばL= S(Q)でQがGのSylow

P-部分群でなければ， d(S(Q))⑳S(Q)の巾間項はQ-projectiveなので， d(S(Q))i8) S(Q) 

に概分裂完全列は現れない．

射影被覆

QがGの正規部分群であるとする.LがQ-projectiveであれば， S(Q)→• Oc;QにL

をテンサーすると分裂全射となる．また， JZl(S(Q))@Lは， p⑭idL (ここでpは上で見た

almost projective)とS(Q)@Lの射影被覆のpullbackである.Lがexponentialproperty 

を持つことと， p@i山がLのalmostprojectiveと0-mapの直和となることは同値である．

このことと，概分裂完全列と Green対応の関係を述べた命題1.4を考え合わせれば，次が成

り立っ．

定理2.3 直既約OG-latticeLはQ(# 1)をヴァーテックスに持ち， LのQ-sourceの

rankはpで割り切れないとする．もし Lがexponentialpropertyを持てば， d(S(Q))RL

はd(L)と分裂列の直和となる．逆に， d(S(Q))RLがd(L)と分裂列の直和であれば， L

はexponentialpropertyを持つ．

最後に，モジュラー表現の場合を考えよう.Qが正規部分群であるときは， S(Q)はk(G/Q)-

加群として kc;Qの射影被覆であり， DS(Q)の台は単純で柘に同型である．そして，次の

kG-準同型写像cp:S(Q)→ DS(Q)がalmostprojectiveである：

cp: S(Q)→柘 =kc<-+⑯ (Q) 

すなわち，“ば(Q))はゃと国(Q)の射影被覆とのpullbackとして構成される．

d(S(Q)): o ----+ n芍(Q)----+ m(S(Q)) ----+ S(Q) ----+ o 

II 』pullback ト
射影被覆： 0 ----+炉S(Q)----+ Pns(Ql ----+ DS(Q) ----+ O 

kG加群M はQ-projectiveとする.S(Q)→ 知にM をテンサーすると分裂する．また，

k=k@k→ Dk⑭ S(Q)にM をテンサーしたものは， M から Dk@Mの写像と 0-mapと
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の和であるので， cpRidM:S(Q)RM→ OS(Q)@MはM から OMへの写像と 0-mapの
和である．このことから， d(S(Q))@Mは，「O→炉M→X→M→0の形をした短完

全列」とある分裂列の麻和である．一方で，“ば(Q))匂はd(kQ)と分裂列の阻和である．

そのため定理 1.1から， d(S(Q))@Mは， M のQ-sourceの次元がpで割り切れると分裂

し， M のQ-sourceの次元がpで割り切れなければ分裂しない．従って，次が成り立つ (Q

がGの正規部分群でないときは命題1.4を使えば良い）．

補題2.4 虹既約kG-加群M のヴァーテックスはQであり， M のQ-sourceの次元はp

で割り切れないとする．このとき， d(S(Q))@Mは，「O→炉M→X→M→0の形を
した分裂しない短完全列」とある分裂列の直和である．

上の補題から， Benson-Carlsonによって示された次の事実の別証明を得る．

命題2.5[BC,Proposition 2.4] 直既約kG-加群M のヴァーテックスはQであり， M の

Q-sourceの次元はpで割り切れないとする．このとき， S(Q)がMRM*の直既約因子とし

て現れる．

証明 Green環における内積を利用して， ([d(S(Q))],MRM*) =J 0を示せば良い．

（冒(S(Q))],MRM*) = (冒(S(Q))RM],M)であるが，補題2.4から“ば(Q))RMは

「O→炉M→X→M→0の形をした分裂しない短完全列」である．よって，補題1.5か

ら([d(S(Q))Q5I Ml, M) =J 0が従う． 口

Green環の内積を考える（補題1.5)と， M@M*の直既約因子として S(Q)が重複度が

1で現れるときに限り， d(S(Q))RMはd(M)と分裂列の直和となることが分かる．例え

ば， M(もしくはM のGreen対応子JM)が単純加群のとき， M@M*にS(Q)が重複度

が1で現れるので，このようなときには， d(S(Q))RMはd(M)と分裂列の直和となる．
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