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はしがき

今日知られているさまざまな可積分系の大半はいわゆる「スペクトルパラメータjに依

存する有限次元行列によって Lax方程式や零曲率方程式の形に表示されるが，多くの場

合，これらの行列はスペクトルパラメータの有理函数または楕円函数である.他方，種数

が一般(特に2以上)のRiemann面に関連する有限自由度可積分系の例としてHitchin系

が知られており，最近ではそのモノドロミー保存変形や無限自由度のソリトン方程式にお

ける類似も見出されている.このような高種数の Riemann面を伴う可積分系はしばしば

抽象的な形で定式化されるため，詳しい構造がよくわからないことが多い.そこでこの研

究では，これらの可積分系をそれらをできる限り具体的な形で構成・記述し，その特徴を

明らかにすることをめざした.

このような具体的な記述の手段としてはいくつかの可能性があるが，今回の研究では

特に rTyurinパラメータj と呼ばれるものに注目した.これは代数曲線上のあるクラス

の正則ベクトル東に対応するものだが， 1970年代の KricheverとNovikovの可換微分作

用素環の研究において，可積分系の問題とも密接に関連することが指摘された.さらに，

Kricheverは最近の研究において， Tyurinパラメータの概念を駆使して，一般種数の代数

曲線上でLax方程式や零曲率方程式を一般的に構成した.これらの研究は高種数の代数曲

線に関連する可積分系を考える上でTyurinパラメータやその背後の正則ベクトル束の構

造が鍵となることを示しているが，今回の研究ではそれを新たな視点から検証した.

具体的には，以下のような成果を得た.まず， KricheverとNovikovの1970年代の研究

を，その後登場したKP階層の理論の観点も取り入れて整理し，そこに代数曲線上で定義

された行列型零曲率方程式系が現れることを確認した.これは新しい結果とは言えないが

(ただし KricheverとNovikovがかなり唆味に述べていることを明確化した点は新しし、)， 

高種数スベクトルパラメータをもっソリトン方程式の類似と呼べるものの例を示している.

次に， Tyurinパラメータに基づいて構成されるこの種の方程式が無限次元Grassmann多

様体 (1980年代前半に登場したソリトン理論の一般理論の枠組)の中でどのように位置づ

けられるかを考察した.そのために，最近のKricheverの研究に従って楕円曲線に付随す

るソリトン型方程式の例(非線形Schrodinger階層の楕円的類似)を構成し，それが確か

に無限次元 Grassmann多様体の枠組で扱えることを示した.ここで用いた方法はただち

に一般種数の代数曲線に拡張できる形をしていて，その場合にも間様の結果が成立するこ

とが見て取れる.この例と平行して，楕円曲線を伴う古典的なソリトン方程式として広く

知られる Landau-Lifshitz方程式についても同様の結果を得た.この方程式はTyUI、inパラ

メータとは異質の原理に基づいて構成されているが，ある種の正員IJベクトル束が重要な役

割を演じるという点は共通している.

こられとは全く異なる視点の研究として，任意種数の代数曲線上の有理型函数の対を力

学変数とする有限自由度可積分系を構成することも行った.これはBeauville系と呼ばれ

るものの「おもちゃJではあるが，一般のBeauville系に比べて具体的に扱えるため，今

後何らかの事例研究に応用できる可能性が期待される.

これらの研究と平行して，分担者によってモノドロミー保存変形，共形場理論，量子可

積分系などに関する関連する研究が行われた.
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Tyurinパラメータと可換微分作用素環

高崎金久

概要

KricheverとNovikovの1970年代の研究によって Tyurinパラメータと可換微分
作用素環との関わりが明らかになった.以下では，ソリトン方程式の高種数的類似を

考える材料として，この研究の概略を紹介する.可換微分作用素環にはスベクトル曲

線と呼ばれる代数曲線とその上の正則ベクトルなどの幾何学的構造が付随している.

Tyurinパラメータは代数幾何学で代数曲線上の安定正則ベクトル東のモジュライの
定式化のーっとして提案されたものだが，可換微分作用素環ではそれが自然な形で登

場する.可換微分作用素環と KP階層による時開発展を組み合わせれば， KdV方程
式などの古典的ソリトン方程式の高種数的類似とみなすべき方程式が現れる.これら

の方程式の定式化においても Tyurinパラメータが基本的役割を演じる.

1 はじめに

1変数 zの常微分作用素

Q=δご十U2(X)O;--2+・・・十Urn(X)， 
P=O;+υ2(z)03-2十・・・十九(X)

の可換な(すなわち [Q，P] = 0を満たす)対を見出す問題は20世紀初頭にSchurらによっ
て採り上げられ， 1920年代のBurchnallとChaundyの研究ではすでに代数曲線やAbel函

数論との関わりが指摘されていた.この問題はその後， 1970年代以降のソリトン方程式

の研究において新たな位置づけを得て，今日に至っている.その間， Drinfeld， Mumford， 

Krichever， Novikovらによる先駆的研究， KP階層・無限次元 Grassmann多様体に基づ

く新たな視点からの研究，共形場理論など数理物理的視点からの研究，などさまざまな研

究が行われている.

可換な微分作用素対(実際にはそれらの生成する可換微分作用素環の方が自然な対象で

ある)にはスベクトル曲線と呼ばれる代数曲線(これが BurchnallとChaundyの見出し

たものに他ならなし、)をはじめとする一連のデータが決まる.中でも f階数j と呼ばれる

正整数は重要で、，階数が 1の場合と 1よりも大きい場合では問題の性格が全く異なる.階

数はスベクトル曲線上に決まるある正則ベクトル束の階数に他ならない.このため階数が

1の場合には問題は曲線上の因子(直線東に対応する)に関する古典的なJacobiの逆問題

に帰着し， Abel-Jacobi写像と Riemannテータ函数の組み合わせによって解ける [7]. こ

れは 1970年代半ばまでに知られていた有限帯ポテンシヤルの概念や可積分系と代数幾何

学との関わり [4]に対して統一的な説明を与えるものとなった.他方，階数が 1より大き

い場合には古典的なAbel函数論の枠内には収まらず，何らかの形で正期ベクトル束のモ

ジュライ空間を扱わねばならないことになる.

l 



KricheverとNO¥北ovは1970年代後半の研究 [8，11， 12]において階数が一般の場合の

可換微分作用素環を「代数的スペクトルデータJによって分類することを提案した.その

中でスペクトル曲線上のベクトル束を指定するものとして rTyurinパラメータj と呼ぶ

量が登場する.これは「行列因子 (matrixdi visor ) Jとも呼ばれるもので，もともと代数

幾何学で安定正則ベクトル束のモジュライ空間の一つの記述の仕方として考えられていた

が[26J，KricheverとNovikovによる可換微分作用素環の記述ではそれが自然な形で登場

する.

さらに彼らは可換微分作用素環の KP方程式による時開発展を考えて，そこからある種

の拡張された意味でのソリトン方程式が得られることを指摘した.これらの方程式はスペ

クトル曲線上の有理型函数の行列で、零曲率表示される.その形を具体的に求めることは容

易ではないが， KricheverとNovikovはここでも Tyurinパラメータの概念に基づいてそ

の一般的特徴を明らかにした.また，最も簡単な m= 4， n = 6で階数 2の場合には(ス
ペクトル曲線は楕円曲線になる)零曲率方程式の具体的な形を決定したそこから得ら

れるのが今日 Krichever-N ovikov方程式として知られる 1十1次元の偏微分方程式である.

不思議なことに， Krichever-N ovikov方程式は可換微分作用素環以外の文脈でも興味深い

意味をもつことが知られていて，さまざまな研究が行われている2

KricheverとNovikovによるこれらの研究はソリトン方程式の高種数的拡張を追求する

としづ問題に対する一つの重要な手掛かりを提供する.Kricheverは最近，一般種数の代

数曲線上で行列型の Lax方程式や零曲率方程式を構成する方法を示しているが [9]，それ

はやはり Tyurinパラメータの概念、を駆使するものである(内容的には一応独立している

が，技術的には 1970年代の研究と重なる部分が多し、).以下では，その後 1980年代に進

展したKP階層の理論との関連も意識しつつ， KricheverとNovikovの1970年代の研究の

基礎的な部分を紹介する.

なお，伊達の解説記事[3]はベクトル束の構成や行列因子の概念について説明を補いつつ

Kricheverの論文[8]の内容を簡潔に紹介している.可換微分作用素環全般(特にKrichever

とNovikovの研究以後の進展)に関する解説資料としてはPreviato，Wi1son [20]， Mulase 

[18]， Previato [19]などがある.古典的な階数 1の場合の取り扱いや KdV方程式などと

の関係については田中・伊達の本[25]が詳しく紹介している.

2 形式的Baker四Akhiezer函数

以下ではQ，Pの係数はc1級とする.必要に応じてさらに高いなめらかさあるいは解
析性を仮定する.

KricheverとNovikovにしたがってま空間の 1点 Xoを参照点として選んでおく.この

とき線形微分方程式

Qψ =zψ 

1ただし，その場合の可換微分作用素対に関して彼らの論文 [12]が具体的に記しているのは Qのみであ
る. しかもその式は間違っていた!その後まもなく出た Grinevichの論文 [6]には Q，P両方の正しい形が書
いである(それが Grinevichの論文の主結果というわけではなし、). 

2本稿ではKrichever-N ovikov方程式について詳しく説明する余裕がないが，それを扱っている文献のデー
タを付録にまとめておいた.

2 



の形式的Laurent級数解として

ψ(い川)= (1 +工島入-e)e{x-xo)入7ψ(い 0，入)= 1， (2.1) 

というものが構成できる (Snに関する一連の連立微分方程式に書き換えて解をつくる)• 

ただし入は zと

z=入m (2.2) 

としづ関係で、結ぼれるパラメータである.初期条件のおかげでこの解は一意的に決まる.

定義 ψ(x，♂0，入)を形式的Baker-Akhiezer函数という.

ここでKP階層の考え方にならって(形式的)擬微分作用素

S = 1 + 'LSe8;k 
e=1 

を導入して状況を解釈してみよう.ψ(x，xo，入)は

ψ(爪xo，入)= Se{x-xo)入 (2.3) 

とあらわせる.また，Qは

Q = S8;"S-1 (2.4) 

とあらわせる(右辺は擬微分作用素の合成である).可換性の条件 [Q，P]= 0は

[8:， S-1PS] = 0 

と書き直せるが，これは [8x，S-lPS] = 0と同値であることがすぐにわかるので，S-1pS 
は定数係数の擬微分作用素となる:

S-lpS = p(ゐ)=03十乞pzO2-t.
e=1 

p(入)はp(入)= An + P1An-1 +・・・という定数係数のLaurent級数である.左右から Sと
S-1を掛けて Pに戻してやれば，Pの表示

P = p(Q) (2.5) 

が得られる.また

Pψ(x， xo，入)= p(入)ゆ(x，xo，入) (2.6) 

もこれからすぐにわかる.

3 



ω を 1の m 乗根 ω=e21'ii/mとして，入叶 wk入，k = 1，2，・・・?としづ変換を考える.
p(ωた入)， k=1，2，・ー?のうち最初に p(入)に戻るのが k= mのときであるとする.すな
わち

p(ωk入)f p(入)(k = 1，・・・ 7仇)ぅ p(ω雨入)=p(入)• (2.7) 

k= m のときにはとにかくもとに戻るので，基本周期 mは m の約数でなければならな
い.そこでその商(正整数となる)を

r=m/仇 (2.8) 

とおく.

定義 rを可換な微分作用素対 Q，Pの階数という.Q，Pの生成する可換環を用いて生成

系 Q，Pによらない言葉でこれを定式化することもできるが，ここではそのことには立ち
入らない(詳細は参考文献[20，18， 19Jなどに譲る). 

定義から

p(入)= p(ω雨入)= p(e2れ/r入)

であるが， Laurent級数として左辺は P十・ 1 右辺は (e2訂/r入)η 十・・・という形をして

いるから，最初の項を見比べればe21'iin/r 1すなわち n/γが整数であることがわかる.
そこで

元=n/r (2.9) 

とおく.結局 γは m，nの公約数である.さらに上に見た不変性から p(入)は別のLaurent

級数戸(κ)=κ九十戸11'l:n-1+・・・によって

p(入)=声(入r)

とあらわせることになる.以下， κを入と

κ=入T

(2.10) 

(2.11) 

とし1う関係、で結ぼれる変数(パラメータ)と考える.κ-1はこのあと導入するスペクトル

曲線の無限遠点での局所座標を与える.

3 同時固有値問題

ここでは

Qψ=zゅう Pψ=ωψ (3.1) 

という同時間有値問題の解を構成することを考える.同時間有菌数が存在するためには国

有値対 (z，ω)はある代数的関係式を満たさなければならないことがわかる.それがスペ

クトル曲線の方程式である.なお，形式的Baker四Akhiezer函数は Q，Pの同時国有函数
の類似物ではあるが z ∞の近傍の情報しか含んでおらず，本当の意味での同時国有

函数ではない.しかし Z 1v∞の近傍で同時国有函数の様子を調べる際には形式的

Baker-Akhiezer函数との比較が役にたつ.
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3.1 微分作用素の作用から決まる行列

同時固有函数を構成するための土台として線形微分方程式 Qゆ zゅの解の基本系

ゆ0，・・・?ゆm-lを

θfゆjlxご Xo= djk (3.2) 

としづ初期条件で定める.線形微分方程式の初期値問題の解についての一般論から，これ

らが zについて整函数であることがわかる.必要に応じて zおよび、 Xoについての依存性

を明示してゆj(x，xo，z)ともあらわすことにする(というよりもむしろ，このように変数

を全部書くと見づらくなるときには変数を書くのを省略する，と言うべきだろう). 

P はQと可換なので Qψ=zゅの解空間 (m次元で，ゆ0，・・・ 7世間一1を基底とする)に
線形写像として作用する.言い換えれば

Pφ(x， XO， z) =φ(x，xo，z)M(xo，z) (3.3) 

という行列 M(xo，z)が決まる.ここで φ(x，xo， z)はゆ0，・・・，4>m-lを並べたベクトル

φ(x，xo，z) = (ゆ0，・・・ 7ゆm-t)

である.

3.2 微分作用素の割り算から決まる行列

このままでは M(xoぅz)がどのような行列であるかよくわからない.この行列をもう少

し構成的な形で理解するために以下のようなことを考える.

上の式の zに関する m-l階まで、の導函数を縦に積めば

Pφ(xo， z) 
OxPφ(♂，xo， z) 

口争(x，xo， z)M(xo， z) 

θr-1pφ(x，xo，z) 

としづ等式が得られる.ここで φ(x，xo，z)はゆj遠のWronski行列

争(x，Xo， z) = 

φ(♂，xo， z) 
θzφ(x，xo，z) 

θ;?-1φ(x，xo，z) 

ゆ

θzゆ。
ゆm-l ¥ 

θIx4>m-l 

θr-1ゆm-l } 

(3.4) 

である.ところで 1変数の微分作用素にも多項式と同様に割り算が可能である，という

ことに注目しよう.すなわち，任意の微分作用素 Aに対して

A = BQ + C， C = CO + CIOx十 Cm-lθr-1?

とし、う微分作用素 β，Cが一意的に存在する (Bが商， Cが剰余に相当する).さらに，

Bを同様に Qで割り算し，その商を Qで割り算し，…，ということを繰り返すと，い
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っかは商がゼロになるところに至るが，その結果をまとめると，Aに対して rQ進表示j

と言うべき表示

A=乞(いCO，e什+C1，e8x +...十十 C恥7ηmηZ一1，e刈t
e>o 

が得られる.c.i，eは Rから一意的に決まる函数で，右辺の和はもちろん有限和である.こ

の表示の面白いところは微分方程式Qゆ=zψの任意の解に対してその作用が

Aψ=乞(Co，e+ C1，e8x +・…+Cm-υ8;--1)zeψ 
e>o 

= co(z)ψ+ C1 (z)8x7/J十・・・十Cm-1(z)8;--1ゆ

というような形にまとめられることにある.ここで Cj(z)は

Cj(z)ロ乞cj〆
e>o 

という多項式である.8xのべき乗と Pとの積 P，8xP，・・・70r-1pに対してこの割り算を
実行すると，一連の多項式 υjk(Z)，j， k = 0，・・・，m-lが決まって，Qψ=zψの任意の解
ψに対して

Pψ 口 υoo(z)ψ十りu1(z)8xψ十・・・ +VO，m-1 (z)8;--1ゆ7

8xPψ 口 問。(z)ゆ+υ11(z)ゐψ+・・・十町，m-1(z)8~~-1 ψ7 

or-1ゆ コ りm-1.0ψ+υm-1.28，占ψ十・・・十Um-I，m-10r-1ψ

という等式が成立する.これは

P妙。xPゆ
021-1Pゆ

= V(x， z) 

ゅ
んゆ

θr-1ψ 

という形にまとめることができる.ここで V(x，z)は

V(♂， z) = (りjk(X，Z))j，k=O，ooo，m-1 

(3.5) 

という行列である.特にこれをψ=仇，k = 0ぃ・・ ，m-l，に対して適用して行列に組み
直せば

Pφ(x，XO，z) 
8xPφ(♂，XO， z) 

or-1Pゆ(x，XO，z)

= V(x， z)φ(x，XO，z) (3.6) 
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M(xo， z) = V(xo， z) 

が得られる.特に次のことが確かめられた:

補題 1M(xo， z)の行列要素は Zの多項式である.

(3.8) 

としづ関係式が得られる.これを M(x，xo， z)の定義式から得られる関係式

Pφ(x，xo，z) 
θIXPφ(♂，xo， z) 

θr-IPφ(x，xoぅz)

コ φ(x，xo， z)M(xo， z) 

と見比べると

M(xo， z) =φ(x，xo，z)一lV(X，Z)φ(x，xo， z) (3.7) 

という等式が成立することがわかる.初期条件 φ(xo，Xo， z) = 1を思い出せば，この式を
x = Xoに制限することによって M(xo，z)の表示式

注意

1. V(x， z)の行列要素を直接に掛り算で求めることは計算法としては効率的でない (m，n

が大きくなると実行不可能).実際の計算には漸化式や母関数を利用する.特に，m=2 

の場合はソリトン理論でよく知られている(田中・伊達の本[25]参照). 
2. M(xo，のと V(x，z)の関係式を

V(x， z) =争(x，xo， z)M(xo， z)争(X，XO，Z)-l

と書き直して Z で微分すると

ax V(x， z) = [U(x， z)， V(x， z)] (3.9) 

という一種のLax方程式が得られる.ここで

o 1 

o 0 

。 。
1 

。
。1 
-U2 。

U(x， z) = axφ(x，xo，z)・争(X，XO，Z)-lヱ

nu 
nu 
z -Um -Um-l 

3.3 同時固有函数の構成

M(xo， z)と同時固有値問題の間には次の基本的関係、がある.

補題 2cが M(xo，z)の国有ベクトル，すなわち

M(xo，z)c =ωc (3.10) 

が成立すれば， ψーφ(x，xo， z)cはQ，Pに対する国有値対 (z，切)の同時固有函数となる.
逆に，任意の同時固有函数はこの形で得られる.
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証明 C を M(xo，z)の固有ベクトルとする.ψ はめの 1次結合だから明らかに同じ方
程式Qψ=zψを満たす.もう一つの方程式を満たしていることも

Pψ = (Pゆ0，・・ .，Pゆm-l)C
口(ゆ0，・…?ゆm-l)M(xo♂)c

= ω(ゆ0，・・・?似-l)C

=ωψ 

というようにして確かめられる.逆にゆを任意の同時固有函数とする.ゆoぃ・.，4Jm-lは

Qψ zψの解の基本系だから ψはそれらの定数係数1次結合で書ける.言い換えれば，
ゆ=φ(x，XO， z)Cという定数ベクトル Cが存在する.これを用いて P7t=切ゆという方程
式を書き直せば

φ(x，xo，z)M(xo，z)c=φ(x， xo， z)ωc 

となるが，ゆoぃ・.，4Jm-lは函数系として 1次独立だから φ(x，XO， z)を取り除いた等式
M(xo，z)c =ωcが成立しなければならない.これは Cが M(xo，z)の固有ベクトルで、あ

ることを意味する.(証明終わり)

系 1(Q， P)の同時国有函数の固有値対 (z，切)は固有方程式

det(ωI-M(xo，z))=O (3.11) 

を満たす.逆に回有値対はこの方程式を満たすものとして特徴づけられる.

注意

1. Xoを変えれば解の基本系仇ぃ・・ 1ゆm-lはその函数として変化するが，これは方程式

Qゆ=zψの解空間の基底変換なので，Xoが変わっても Pの作用の表現行列M(xo，z) 
は相似な行列に変わるだけで，固有多項式 det(wI-M(xo， z))は変わらない.すな

わち，det(wI -M(xo， z))はい，z)の定数係数多項式である:

det( wI -M (xo， z))εC[z，叫. (3.12) 

このことは M(xo，z) = V(xo， z)がXoについて Lax方程式を満たすことからも結論

できる.

2. 大ざっぱに言えば，固有方程式 d~j;(切1 -M(xo， z)) = 0によって定義されるのが可
換微分作用素対のスベクトノレ曲線で、ある.ただい次節で示すように，じつはこの方

程式は既約ではなく， γ重に重複している.

4 スペクトル曲線

固有多項式 det(wI-M(xo，z))の構造を z ∞の近傍で考える.この際に形式的

Baker-Akhiezer函数 ψ(x，xo， z)が利用できる(代数幾何学的には z=∞の形式的近傍
を調べることになる). 
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z 入m という関係を思い出せば， ψ(wk入)， k 0，1，・・・，m-1，はいずれも方程式
Qψ=zψの(形式的Laurent級数)解である.これらを解の基本系とみなして(つまり
解空間の基底変換)pの作用を行列表示すれば，表現行列は M(xo，z)と相似な行列にな

る.変換行列は zの形式的Laurent級数からなるが，国有多項式自体には現れない.この

新しい基本系では Pの作用は

Pゆ(x，Xo，ωk入)= p(ωk入)ゆ(x，Xo，ωk入)

というように対角化されている. したがって

det(wI -M(xo， z)) = II (ω -p(ω勺))

とし1う等式が成立する. ところで，p(入)と長(κ)の関係から

p(ωk入)=戸(ωkr;¥r) =戸(e2πikr/雨入r)

となることがわかる.したがって ω-p(ωk入)は kについて周期的で，周期仇ごとに元
に戻る.こうして前述の式は

det(ωI-M(xo，z))= II(ω _ jJ( e27rij/品川r (4.1) 

と書き直せることがわかる.これは M(xo，z)の各固有値が z=Oの形式的近傍で γ重に

縮退していることを示している.このことから次が従う.

定理 1f(z，切)を上の式の r乗根，すなわち

f(z， w) = II (ω _ jJ( e27rij/雨入r)) (4.2) 

と定義すると，f(z，ω)はz，wの多項式になる.zについての次数は先に等しい.

証明 切については明らかに多項式だから zについて多項式であることを示せばよい.

det(ω1 -M(xo， z))は (z，切)の多項式で，f(z，切)はその r乗根であるから，f(z，切)は

zについて代数函数で、ある.f(z，切)の定義式の 1次因子は z ∞の周りで多価だが，

多価性は 1次因子の入れ替えを引き起こすだけ々ので，それらを掛けたものは 1価にな

る.つまり f(z，切)は Z について z=∞の近傍で1価である.これは f(z，切)自体が

多項式であることを意味する.次数についての主張は戸(κ)の κェ∞における振る舞い

jJ(κ)=κ九十・・・からわかる.(証明終わり)

定義 方程式 f(z，ω)= 0の定める曲線(アフィン代数曲線)をスベクトル曲線という.
正確にはさらに無限遠点を追加してコンパクト化する必要がある.それと区別するときに

はアフィンスペクトル曲線と呼ぶ.
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5 正期ベクトル束

以下の議論は技術的にかなり複雑なので細部を省いて概要のみ説明する.細部について

は参考文献を参照されたい.

上に見たことによって，M(xo， z)は正確に γ重に重複した組に分かれていることがわ
かった.すなわち，スペクトル曲線の各点 (zぅ切)には r重の国有値の組飢・・・?切が付随
している.それに対応する間有空間は r次元であり，その基底 Co，・・・， Cr-1を選べば，そ

れらが定める同時国有関数系

ψk=φ(X，XO，Z)Ck， k = 0，・・・，rーし (5.1) 

は同時固有函数の空間

E(z，tu)={ψIQψ =zψ，Pψ=切ψ} (5.2) 

の基底となる.言い換えれば，階数とは固有値対 (z，切)に対する同時固有函数の空間の次

元に他ならない.

(zぅ切)平面上のスペクトノレ曲線をroとあらわそう.その各点に r次元のベクトル空間
E(z，ω)が付随しているとしづ構造は階数 γのベクトル束に他ならない.このベクトル束を

Eとあらわそう.M(いxo，z斗)の閤有べクトルはCram
からなるように選べる.対応する同時国有函数系はro上の有理型函数となり，M(xo， z) 
の固有ベクトルの成分のもつ極に由来する極をもっ.したがって Eは正則ベクトル束で、

あり，同時国有函数はその局所正貝Ij断面である.ただし，正確にいえば r重に縮退した

毘有値同士がさらにぶつかるところ，すなわちスベクトル曲線の z軸への射影の分岐点で

は状況は微妙であるが，実際にはこれらの分岐点も含めてro上の正則ベクトル東がで、き
ている.(要は，分岐点においてスベクトル曲線の局所座標を選び，それについて正則に依

存する r個の 1次独立な固有ベクトルの組があることを示せばよい.r = 1の場合にはこ
の種の議論はよく知られているので[2，付録3]，それにならって考えればよい). 

アフィンスベクトル曲線roの方程式は

f(z ， 切)口 Wñ~ 十 αl(Z)ω品-1 十・・・十 α品 (z)= 0 

という形をしている.向(z)ぃ・・?α而(z)は Zの多項式である.これを γ∞:Z=ω=∞で

1点コンパクト化したものを rとあらわす:

r = rO u {γw}，γ∞=  (∞7∞) . 

γ∞の近傍ではこの曲線は z=∞の上方でm重に分岐している.各分校は

W=長(e21rik/仇入r)口戸(e2れた/而κ)， k = 0ぅ1，・・・ 7仇 -1 (5.3) 

で与えられる.特に， γ∞の近傍の局所座標として κ-1を選べばよいことがわかる.前述

のベクトル東 Eは以下に説明するような手!績で F上のベクトル束(伺じ記号 Eであらわ

す)まで正則ベクトル束として延びる.r> 1の場合にはそこから可換微分作用素対(あ
るいは可換微分作用素環)に付随する新たなデータが現れる.
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r > 1とする.Eを γ∞の近傍まで延ばすためには同時回有函数系 ψ0，・・・ ，'ltr-lの
Z →∞での振る舞いに注目する.z →∞での振る舞いは形式的Baker四A凶iezr関数と比

較することによって調べることができる [8，11， 12]. それによれば，

03ψjlx司 o= djk (5.4) 

というように正規化した同時固有函数系(そのように選び直すことは常にできる)につ

いて

(妙。?・・・?ゆr-t)= (1 + CO，・・・?とr-t)雪。 (5.5) 

となる.ここでとoぃ・・，Cr-lはκの負べき級数

Ck = 2二CkCκ-e (5.6) 

であり，雪。=曹O(X，XO，κ)は

θIXWO = Aowo (5.7) 

とし、う行列型微分方程式の初期条件守olx=xo= 1を満たす行列解である.ここで Aoは
r-1個の函数切2(x)，・・・ 7切r(X) (これがスベクトル曲線やベクトル束などの幾何学的デー

タに加えて登場する新たなデータである)を含む次のような行列である.

Ao = 

。
。

l 

o 
0 

1 

。

。
o 0 ・・・ o 1 

κ-wr(x) 一切r-l(X) ... 一切2(X) 0 

(5.8) 

WO(X，♂0，κ)は κ平面上の整函数の行列で， κ=∞において指数関数型の真性特異点を

もっ.上の式をベクトル束の局所正即断面の基底(つまり局所枠)の間の変換関係とみな

すことによって，コンパクト化されたスベクトル曲線 Y全体で定義されたベクトノレ東が

決まる.すなわち，

1. dk，O +ふ達は γ∞の近傍における正即断面の基成(つまり γ∞における局所自明化)
2.仇達はアフィン部分roからいくつかの点 (Tyurinパラメータに関係する)を除い
たところでの正則断面の基底

3.習。はそれらの間の変換函数

と解釈する.

定理 2以上のようにして F上の正期ベクトル束Eが決まる.その局所正即断面は(Q，P)
に対する同時国有函数である.

定義 可換微分作用素対(あるいはそれに付随する可換微分作用素環)から以上のように

して決まるスベクトル曲線r，無限遠点 γ∞，その近傍の局所座標の逆数 κ，正員Ijベクト
ル東E，ならびに函数データ ω2(X)ぃ・・川r(X)の組を代数的スペクトルデータという.
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注意 直線束すなわち1'=1の場合には Q，Pの向時固有函数の空間は1次元であり 1

偲の同時富有函数 ψが決まる.この場合には z=入=κ であり，上の関係の代わりに

ψ= (1吋 )e(X-XO)入?←I:ce入-e (5.9) 

というものを考えることになる.要するにr全体でいくつかの極と γ∞における真性特異
点をのぞいて定義され， γ∞で指数函数的に振る舞う，とし、う本来の(古典的な)Baker-

Akhiezer函数である.それはゆはAbelωJacobi写像と Riemannテータ函数の組み合わせ

で直接に構成することができる [7].ソリトン方程式の準周期解の構成や有限自由度可積

分系の代数幾何学的解法[4，5]の背後にはこの事実がある.

6 Tyurinパラメータ

ここでも â~'ltk Ix=xo =んたというように正規化された同時国有函数系ψk，k = 0，・・・，7'-1
を引き続き考える(正規化の仕方はこれに限るものではないが，これが最も考えやすい). 

これらは r上の函数で，x，xoにも依存する.変数を明示するときには仇(x，xo， z， W)あ
るいは ψk(X，xo，γ) ，γ= (z，切)εf，というようにあらわすことにしよう.また，記法を
簡潔にするためこれらの向時国有函数を並べたベクトル

ψ(X，Xo，')') = (ゆ0，・・・，'ltrーt)

を導入しよう.

仇は γ∞で真性特異点をもっ他に Fのいくつかの点で、極をもっ.これら極は対応する

M(xo， z)の国有ベクトル Ck，k = 0，・・・，1'-1の極だから xに依らず一定の位置にある
(ただし Xoには依存する). genericな状況ではこれらの極はいずれも単純極と考えられ

る.これらを引い・ .，')'Nとあらわす.さらに%における同時固有函数の留数Res"Ys仇dz，

k = 0，・・・，r-1 (♂の函数となる)を考えて，これら r個の函数のうち 1次独立な組の
最大偶数を msとあらわす (Krichever[8]はこれを κsと書いているが，前述の κと紛

らわしく，またあとで κsを別の用途に用いるので，ここでは msと書くことにしよう). 

Kricheverの詳しい議論によれば(ただしミスプリがある)次のことがわかる.

檎題 3

N 

2:: ms =γg (6.1) 

としづ等式が成立する.ここで gは Fの種数である.

証明の方針 この等式を導く際には zに対する M(xo，z)の固有値の重複分を省いたも

の ω=ω1，・・川切而 (つまり Fから plへの射影 (z，切)吋 Zの逆像の切座標)から m

個の函数仇(x，XO， z，ωj) (k=O，・ぺTーし j =L・・・，m) をつくり，そのWronski行列

式の平方

F=似(伽(x，xo，z，切j)I f = 0，...， rn -1， j = 1，...， m， k = 0，バ _1)2 (6.2) 
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を考える.平方することで ωj達の入れ替えに依らなくなるので，これは zの函数とし

てwelldefinedで，結果として有理函数となる.その極は z ∞と γs達の射影の像

z(γ1)ぃ・・，z(γN)に生じる.z = z(γs)における極の位数は msに等しい.他の極や零点の
様子を調べることによって msの総和に関する上の等式が得られる(詳しくはKrichever

の論文[8]を参照されたい). 

行列因子の理論(たとえば伊達の解説[3]を参照されたし、)によれば msが大きい(言

い換えれば有理函数 Fの極の位数が高し¥)ほど退化が進んだ特殊な状況であると考えら

れる genericな状況 (Kricheverの用語では「一般の位置J)では msはいずれも 1に等

しい.以後，この状況

ms = 1 (s = 1ぃ・川1"g) (6.3) 

を仮定しよう.

このとき同時間有函数系は N= 1"g個の点 γ1，・・・，i'rgにおいて 1位の極をもっ.さら
に，そこでの留数 Res1'sψたのとして得られる Z の r個の函数のどれか一つ，たとえば
k口1"-1を選べば，他の1"-1個はそれにある定数 αs.kを掛けたものとして

hfsψ山之内，k~es 'Or・-1dz ， k = 0， . • • ， 1" -2， 
γs 

とあらわせる.このことを

αs = (αs，o，・・・?αげ _2，1)

というベクトルを用いて

(6.4) 

。eαe
ψ(X， Xo， i') = ~ (-'~~:. ¥ + 0(1) (γ→γs) (6.5) 

z -z(γs) 

とあらわすこともできる.ssはスカラーで，要するにゆr-1dzの留数に等しい.後の議論

ではこちらの表示を用いる方が便利である.ちなみに，ここでは同時固有函数系の最後の

ψr-1を基準にしたが，その留数が消えるときには別のものを基準にする必要がある.い
ずれにせよ重要なのはベクトル αsの方向のみで，スカラー倍の違いは重要でない.その

意味で αsは pr-1の要素と見なしてよい.

定義 こうして得られるデータ (γs，αs)E r xpr-t， s-1，・・・ ，1"g，の組をTyurinパラメ}夕
という.Xoを変えればこれらは変わるので，そのことを強調するときには (γs(Xo)，αs (xo)) 
と書く.

注意 これらのパラメータは正則ベクトル束 E をTyurin[26]の意味で指定するものと

みなせる.代数的スペクトルデータでは正則ベクトル束の代わりにこれらのTryurinパラ

メータを指定することもできる.実際， Krichever[8]はむしろそのような形で代数的スベ

クトルデータを定式化し汽逆問題(すなわちTyurinパラメータを含む一連のデータを与

3じつは Kricheverの論文ではそもそも正則ベクトル東として何を考えているかが唆味である(しかも二
種類の異なるベクトノレ東が登場する).前節のベクトノレ東の構成の説明は伊達の解説[3]から借りてきたもの
である.

13 



えて可換微分作用素環を復元すること)を立てている.Kricheverはこの逆問題を r上
の一種の rRiemann-Hil bert問題Jとして捉えて，積分方程式に翻訳することによって解

いている.PreviatoとWilson[20]は積分方程式の代わりに無限次元Grassmann多様体を

用いて Riemann-Hilbertを解いている.ちなみに， LiとMulase[16，14]はやはり無限次

元Grassmann多様体を用いて可換部分作用素環を扱っているが，彼らの方法はPreviato・

Wilsonと異なる考え方に基づく.特に，彼らは Kricheverの ωゎ・ぺ切r~しづ函数デー
タの代わりにベクトル束の無限遠点における局所自明化をデータとして用いる.またベク

トル東についても純代数的(スキーム論的)に構成されるものを考える.

7 もう一組のTyurinパラメータ

古典的なスカラー値のBaker-Akhiezer函数では無限遠点に真性特異点，それ以外のg個

の点(あるいは重複も考慮すると次数 gの正因子)に極をもつが，極左対をなすものとし

てg個の零点(あるいは零点からなる次数gの正因子)がある.Kricheverの定式化[7]で

はg個の極が固定され，零点が zに依存して動くようになっている.さらに， Abel-Jacobi 

写像でこの零点因子を FのJacobi多様体に写せば，その像の運動はJacobi多様体上で直

線運動する.すなわち Jacobi多様体を複素トーラス Cg/Lとして実現すれば，C
gの座

標で時間の 1次函数として動く点となる.

r > ]の場合にもこの零点因子に相当するものが考えられる.これらは前述の同時間有
函数系 ψkのWronski行列

、、..
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ψ(x， Xo，γ) 
axψ(x， Xo，γ) 

。;-1ψ(x，Xo，γ) 

/妙。

I ax妙。
ー.
一・

¥ â~-lψ ¥ x CfJO 

(7.1) 世(x，XO，')")= 

の退化するところ，すなわち det曹(x，XO，γ)の零点に関連して現れる.

補題 4det 'l!(x， XO，γ)は p= (z，切)の函数として F全体で定義された有理型函数であ
り， γs(xo)，s=lぃ・・，rg，に極をもっ以外は正則で、ある.

証明 仇達の γ∞の近傍での振る舞いをあらわす式

(妙。?・・・1ψr-1)= (1 + CO，・・・?と'r-1)守o

を微分すれば，申(x，XO，γ)に対する局所表示

00 

曹(x，XO， ')") =目。(x，Xo， "，，)， 3 =乞3lκ-l
f=O 

(7.2) 

が得られる.ここで 30は対角要素が 1の下三角行列になる.曽O(x，XO，z)を定義する微

分方程式は係数行列がtrace-freeだから det守O(x，Xo，κ) = 1である.したがって det曹は
γ∞で

det守=1 +O(κ-1 ) 
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と振る舞う.これから求める結論が得られる.(証明終わり)

det守は γs(xo)，8 1，・・・ 7切に極をもつので，対応して '('g個の零点 γs(x)，8口

1，・・・?げが存在することになる.

det曹(x，XO，γ) = 0， P =甘い)，・・・?γ'rg(X). (7.3) 

これらの極の位置は Z に依って動く.さらに，仇遠の正規化の仕方から曹Ix=xo= 1な
ので，行列式も X= Xoで 1になる.これは '('g個の極と零点が X= Xoでは全体として合
流して消滅することを意味している(これをもう少し明確に示すこともできるが，ここで

は省略する).したがって零点の番号を適当に付け替えて Z→Xoで γ's(X)→1'x(Xo)と
なるようにしておけば記号的にもつじつまが合う.以下， γ1(X)，・・・7γrg(X)が互いに異な

る(つまり det曽の単純零点である)という状況で考える.

以下，これらの点 γs(X)εFに加えて一連の方向ベクトル αs(X)を定めようというわ

けであるが，それは

A(x， XO，γ)=δIx¥[l(X， XO，γ)・守(X，XO，γ)一 (7.4) 

という行列に関係、がある.¥[1がWronski行列であることからこの行列は必然的に

。1 。 。
。。1 

A(い 0，1')= I 。 (7.5) 

。。 。1 
αr αr-l α2 α1 

という形になる.α1，・・・ 7偽は X，Xoとγ=(z，切)E rの函数であり，ゆoぃ・.，'ltr-lはこ
れらを係数とする線形常微分方程式

(死一 α1071一・・・ー αγ)ゆ=0 (7.6) 

の解の基本系に他ならない (Wronskian構成法).これらの函数あるいは行列 A(x，XO，γ) 

自体の γ=(Z，ω)の函数としての性質については次のことがわかる.

定理 3α1，・・・ ，arは γ=(Z，切)に関して F上の有理型函数であり，揮は γ∞と γs(X)， 
8=1ぃ・・ ，'('gにある. さらに， γ→γ∞において

α1 = O(κ-1 )， 
αj 一切j十O(κ-1) (j=2，・・・，'('-1)ぅ (7.7) 

αr κ一切r，

と振る舞う (ωゎ・・・ 7叫は¥[10の定義微分方程式の係数に現れた函数).また， γ→γs(X)
において

βs(X)αs(X) 
A(x， XO， 1')一 +0(1) 

z -Z(γs(X )) 
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となる.ここで lXs(X)とβs(x)は Z に依存する r次元ベクトノレで、ある.αs(x)を

αs(x)=(αs，o(x)， . .・?αげ _2(x)，1)

と正規化すればこれらのベクトルは一意的に決まる.さらに Z→Xoとするとき

αs(x)→αs(xo) (7.9) 

となる.

証明

1. 'l1(X， XO，γ)に対する γ∞での前述の局所表示から， α1ぅ・・.，arはγの函数として γ∞
ではもはや真性特異点をもたず，高々極をもつだけであることがわかる.局所表示に

基づいてきちんと計算すれば， γ∞での振る舞いは上に示したとなることがわかる.

2.γs(xo)での A(x，Xo，γ)の様子を考える.ここではん曽(x，xo，γ)は 1位の極をもっ

が， Cramerの公式によって守(♂，XO，')')-lが 1位の零点をもつことがわかるので，

A(x， xo，γ)はこの点では正別である.
3.γs(x)でのA(x，Xo，γ)の様子を調べる.ここではん守(x，Xo，γ)は正良Ijだが，守(♂，XO，')')-l

が 1位の極をもっ.しかも留数行列の階数が 1以下でなければならない.実際，階

数が 2以上だとすると， det 'l1(♂，XO，')')-lが γs(x)において 2位以上の極をもつこ

とになるが，これはその点で det曹(♂，Xo，γ)が 2位以上の零点をもつことを意味す

るので， γs(x)が det守(爪xo，γ)の単純零点であるという現在の設定に矛盾する.こ

れから A(x，♂0，γ)自体についても向じことが言える.A(x， xo，γ)dzの留数行列(階

数 1以下になる)を二つのベクトルによって tβs(x)臼s(x)とあらわせば，それが求

めるものである.

4.最後に z→Xoにおいて αs(x)がαs(xo)に近づくことを確かめる.Aの定義式から

A(xo， xo，γ) = ax曽(x，Xo，γ) Ix=xo 

とし、う等式が得られるが， γ→γs(xo)において両辺の行列の最初の行を比較すれば，
いずれもい一')'s (向))-1の項から始まり，その係数は左辺においては limx→Xoαs(x)

(極限があるとして)に比例するベクトノレ，右辺においては αs(xo)に比例するベクト

ルとなる.したがって

J担。αs(x)ααs(xo)

とならざるを得ないが，ベクトルの最後の成分は 1に正規化しであるので，結局等式

が成り立つ.

(証明終わり)

このようにして，行列 A(x，xo，γ)の極のデータから Z に依存して動く Tyurinパラメー

タ (γs(x)，αs (x))εr x pr-l， S = 1，..・ ，rg，が取り出される.これらは r= 1の場合の
Baker-Akhiezer函数の零点因子に相当するものである.r = 1の場合の Baker四Akhezer
函数の零点因子の運動はJacobi多様体の上の夜線運動に対応するが， r > 1の場合には
Jacobiの逆問題に相当する枠組は知られていない.
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そもそも r> 1の場合には，代数的スベクトルデータに函数パラメータが現れるよう
に，問題は本質的に無限自由度を内包しているので， Jacobi多様体のような有限次元的枠

組だけで話が閉じると期待するのは難しい.むしろKP的時開発展を入れたときに得られ
るのは KdV方程式自体のような無限自由度系(望むらくは偏微分方程式)であると考え

られる.

通常そのような系は零曲率方程式によって定式化される.KricheverとNovikovは実際

にそのような零曲率方程式を定式化する方向に話を進める.そこでは上の議論の途中で登

場した行列型線形微分方程式

sxw = Aw 

(これをいわゆる「補助線形問題j とみなす)に加えて時開発展を記述する方程式

。tn守=An W 
を連立させて零曲率方程式系

[δ'tk -Aわん -A] = 0， [θ'tk -Ak， st( -Ae] = 0 

を導くことを考える.その際，Acについても Aと同様の構造 (r上の有理型函数から構
成され， Tyurinパラメータで記述される極構造をもっ)を要求する.それによって矛盾

のない零曲率方程式を得る，というのがKricheverとNovikov[11，12]のシナリオである.

この考え方はKricheverの最近の論文明にも受け継がれている.

8 Tyurinパラメータの Z依存性に関する方程式

時開発展の話に進む前に，可換微分作用素環から導出される状況でもうひとつ述べてお

くべきことがある.それはTyurinパラメータの Z 依存性と Aを係数とする線形微分方

程式

sxw = Aw (8.1) 

の関係についてである.

今の場合むしろ曽が先にあって，そこから Aを定義したわけだが，改めて微分方程式

として眺めるとき，この方程式は係数がパラメータ γ=(z，切)について γs(x)に特異点
(1位の極)をもっ一方，解の方は γに関して同じ点で正則である，という特徴をもっ.

これは線形常微分方程式で「見かけの特異点j と呼ばれる状況に似ている.ただし，今は

zに関する微分方程式においてパラメータ γに関する特異点の有無を議論しているので，

常微分方程式の場合の概念と直接の関係はなし、4 そもそも γのみの函数を解に掛けるこ

とは自由にできるので，それによって解にいくらでも新たな特異点をもたせることができ

る(今はそのようなさまざまな解の中から引口町 =1という条件によって特定の解を選

んでいることになる).問題は zに依存して動く特異点である.そのような特異点を解に

4r上の行列型線形常微分方程式に対して見かけの特異点を Tyurinパラメータとして扱うことはできる.
実際， Kricheverはそのような枠組でそノドロミ一保存変形を論bている [10]・
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勝手に生じさせることはできない (xに依存するものを掛ければ一般には微分方程式の解

ではなくなる5.)
一般に，上の形の微分方程式の係数行列がパラメータ空間で zに依存して動く極をも

ち しかも行列解の方はそこに特異点をもたないならば，極の位置およびそれに付随する

いくつかの量は Z の函数としてある方程式を満たさなければならない，ということがわ

かる.このことを A= A(x，xo，γ)の場合について確かめてみよう.
まず曽の微分方程式から det守の方程式

θx10g曹 =TrA

が出てくる.P=γs(x)の近傍では左辺は

logdet喧(x，xo，(')= log(z -z(γs(x)) +0(1) 

となるが，右辺については前節で示したことから

TrA= !r( tβs(x)αs(x)1 + 0(1) 
z -z(γs(x) 

であるから，主導項を比較して

axz(γs(x)) + Tr( tβs(x)αs(x))=O 

という式が成立することがわかる.これが γs(x)の満たすべき必要条件である.ちなみに

トレースの部分は αs(りと tβs(x)の積に等しいから

。IXZ(γs(x))+αs (x) tβs(x) = 0 
と書いてもよい.
方向ベクトルαs(x)についても非自明な条件が現れる.それを見るために守，Aをγs(x)

の近くで

切(x，Xo， (') =守s，o(x)十守s，l(X)(Z-z(γs (x))十・・・?
tβs(x)αs(x) 

A(x，xo，(') = z'~~(γs(x) )十As，l(x)十・・・?

というように Laurent展開して(係数は Zの函数からなる行列である)微分方程式に代

入すると， -1次と 0次の項からそれそ三れ

tβs(x)αs(x)曹s，o(x)= 0 

および

θx¥lls，o(x)ー曹は(x)8xz(γs(x)) = As，l(♂)守s，o(x)十 tβs(x)αs(x)守s，l(X)，

という等式が得られる.これらの式から次のことがわかる.

5ちなみに，解に特別な行列を掛けて同じ形の方種式(係数は一般には異なる)の解をつくる，というのが

Schlesinger変換やBacklund変換に他ならない.
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1.第一式は αs(x)守s，o(x)=0と同値で (Aはγs(x)で実際に極をもつから βs(x)は

ゼ、ロベクトルで、はない)，αs(x)が曹s，o(x)の左零ベクトルであることを意味する.

det曹(x，xo，γ)のγs(x)における零点は 11立なので，守s，o(x)の左零空間は 1次元で
あり，したがって αs(りはその基底となる.

2.第二式に左から αs(x)を掛けると，左辺から

αs(x)(θz守s，o(x)-曹は(x)θρ(γs(x)) 

= 8x(αs(x)守s，o(x))ーんαs(x)・曹s，O(x)十αs(x) tβs(x)αs(x)守s，1(x) 

= -8xαs(x)・守s，o(x)+αs(x) tβs(x)αs(x)曹s，1(x) 

が得られる.ここですでに得た等式 θIXZ(γs(x))十αs(x) tβs(x) = 0を利用した.他
方，右辺から

αs(X)(As，1(X)申ゅ(x)十 tβs(x)αs(x)守s，1(X))

= αs(X)As，1(X)甲町O(x)+αs(x) tβs(x)αs(x)守s，1(x) 

が得られる.これらを等値して

(ゐαs(x)+αs(X)As，1(X))曽s，o(x)= 0 

が成立することがわかる.ところで，上で注意したように，守s，O(x)の左零空間はαs(x)

で張られている.したがって，あるスカラー量的(x)が存在して

8xαs(x) +αs(X)As，1(X) =κs(x)αs(x) 

が成立しなければならない.これが αs(x)の満たすべき必要条件である・ K:s(x)はこ

の方程式自体によって決まる.実際，前節で示したように αs(りを最後の成分が l

に等しいように正規化しておけば，このベクトルの方程式の最後の成分はらい)を決

める式となる.それをもとの方程式に代入すればαsの他の成分に関する方程式が最

終的に得られる.

ここまでの議論を振り返れば，そこで使っているのは局所的性質だけであり，大域的性

質や可換微分作用素対の同時固有関数系に関わることは必要ではない:

1. A = A(x， Xo，γ)は γについて γs(x)の近傍で定義された有理型函数の行列であり，
γs(x)で 1位の極をもっ.この極における Laurent展開は

という形になる.

A-tβs(♂)αs(x) 
一 +As，1(X) + O(z -z(γs(x))) z -z(γs (x)) 

2.守=曽(x，Xo，γ)は γs(x)の近傍で定義された正員IJ函数の行列であり，微分方程式

ん守 =Awを満たす.さらに，その行列式 det曽(x，xo，γ)はγs(x)で l位の零点を
もっ.
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これから二組の関係式

8x(γs(x) )十Tr(tβs(x)αs(x)) = 0， 

θzαs(x) +αs(X)As，l(X) =κs(x)αs(x) 

(8.2) 

(8.3) 

が従う，というのが上の議論の帰結である.KricheverとNovikovが示しているように，じ

つは逆も言える(逆についての証明は原論文[12，9]に譲る): 

定理 4上のような係数行列をもっ微分方程式ゐ守=A習に対して， γs(x)の近傍で正則
で，行列式が γs(x)において 1位の零点をもつような行列解があるための必要十分条件

はイ8.2)と(8.3)が成立することである.

9 時間発展

形式的Baker四Akhiezer函数の定義に登場した擬微分作用素 Sから

L = 8x + g2(x)8;1十g3(X)8;2十・・ロ S8xS-
1 (9.1) 

と構成される擬微分作用素はKP階層のLax作用素に他ならない.Q，Pはこれを用いて

Q=Lぺ P= p(L) 

とあらわされる.左辺はもちろん微分作用素なので，これはKP階層に

(Lm)<o = (p(L))<o = 0 (9勾

という拘束条件を課したものとみなせる.ここで( )<0は九の負べきからなる部分を

取り出すことをあらわす.

t= (t1，t2，・・・)を時間変数の組とする.tlは Z と同一視できるのでそうすることも多い
が，ここでは強調のため敢えて別扱いとする.以下，記号を重くしないため，x， tの函数

では，特に必要がない限り，x， t依存性を明示的に書かないことにする.LをKP階層の

Lax方程式系

。tkL= [Bk， L]， Bk = (Lk)ど0， k = 1，2，・ (9.3) 

に従って時間発展させるとき Q，Pは可換微分作用素対のまま時間発展する.ここで( )三0

はιの非負べき部分(つまり微分作用界の部分)を取り出すことをあらわす.Q，Pの時
開発展はやはり Lax方程式

。tkQ= [Bk， Q]， θ'tkP = [Bk， P] (9.4) 

に従う.なお Bkの間ではいわゆるZakharov-S h abat方程式(微分作用素に関する一種の

零曲率方程式)

{θ'tk -Bk， 8te -Bc] = 0 (9.5) 

が成立する.
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9.1 二種類の行列形式

このKP型時間発展を行列型のLax方程式系あるいは零曲率方程式系に書き直すことが

できる.これには次の二通りの形式がある.

l.mxm行列のLax・零曲率方程式系.行列要素は zの多項式である.

2. r x r行列の零曲率方程式.行列要素は F上の有理型間数である.

第一の形式はすでに導入した mxm行列 V(x，の (今の場合は tにも依存する行列
V(x， t， z)になる)に基づくもので， KdV方程式の 2x2行列形式(たとえば田中・伊達の

本[25]参照)の拡張に他ならない.Pから Qによる割り算によってこの行列 (x，tは明

示しないでV(z)と略記しよう)を得たように，Bkから問様の割り算によって行列Uk(Z)
を定めることができる.これは Q'It= z'ltの任意の解に対して

Bk'lt 
8xBk'lt 

θr-1BMY 

= Uk(Z) 

ψ 

8x'lt 

or-1ψ 

(9.6) 

とし、う等式をみたす行列として特徴づけられる.U(z)と同様にこれも Zの多項式を要素
とする行列である.これを用いて Qに対する Lax方程式を書き直して行くと，最終的に

δtk V(z) = [Uk(Z)， V(z)] (9.7) 

という Lax方程式ならびにそれに付随する零曲率方程式

[8tk -Uk(Z)， 8tl -Ug(z)] = 0 (9.8) 

が得られる.特に，スベクトル曲線の定義多項式f(z，切)の係数が tにも依らない定数で

あること(したがってスペクトル曲線はKP階層の時間発展で不変で、あること)がわかる，

以下ではこの mxm行列形式を直接に利用する場面はないので，これ以上の説明は省く.

第二の形式がTyurinパラメータに関わるもので，すでに見た行列A=A(γ)と同様の
構造をもっ(ただし γ∞では高位の極をもっ)一連の γxr行列 Ak(γ)に対する零曲率

方程式系

[8tk -Ak (γ)， 8tl -Ag(γ)] = 0 

で与えられるは(γ)はん(γ)に一致する).こちらではV(z)に相当するものはなく，零
曲率方程式のみの構成となる.以下ではこの第二の形式について説明する.

9.2 Ak(γ)の構成

mxm行列形式は Qψ=z'ltの解への微分作用素の作用を行列に翻訳するものであっ
た.r x r行列表示は同様の意味で (Q，P)の同時固有菌数への微分作用素の作用を行列で

表示することにより得られる • V(z)に相当する行列がないのはそのためである(同時間
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有函数への P，Qの作用はスカラー行列 zI，ωIで表現される).目標の行列 Ak(γ)は固

有値対 γ=(z，ω)の任意の同時間有函数ψに対して

Bk'lt 

θxBkψ 
= Ak(γ) 

ψ 
θzゆ

。;-1BKψ/¥θ;-1ψ
(9.9) 

という等式が成立するように定義される.このとき同時固有函数系ゃん(γ)を並べたベクト

ル ψ(γ)= (ψO(γ) ，・・・7ψr-l(γ))とWronski行列曹(γ)に対して

Bkψ(γ) 

axBkψ(γ) 

θ;-1BKψ(γ) 

= Ak(γ)曹(γ)

という等式も成立する.これから Ak(γ)の一意性は明らかであろう.

上のような行列 Ak(γ)が実際に存在することは微分作用素の割り算を考えればすぐに

わかる.割り算に用いられるのは

G=θ;-α1072ー・・・一αr (9.10) 

としづ微分作用素である.これは妙。?・・.，'ltr-lを向次解の基本系とする微分作用素だった

ことを思い出されたし、6 ちなみに， mxmの場合の場合には Qによる割り算を行った

が，そこで考えたのは Qの向次解ではなくて方程式 Qψ =zゅの解だから，状況は今の

場合と異なる.03BKをGで割り算したものを

ojBK2Cj，KG+玄αk，jea;

とあらわすとき，剰余項の係数を並べた行列

αk，OO αk，Ol 

Ak(γ)= 
αk，10 αk，l1 

αk，r-l，O αk，r-l，l 

αk，O，r-l 

αk，l，r-l 

αk，r-l，r-l 

(9.11) 

(9.12) 

が求めるものである.たとえば k=lの場合には， B1 = axなので，この割り算は

ax 0・G+ax，

θ;-110・G+0;-1? 

。;= 1・G+α10;-1十・・・+αT
6Previato ~ Wilson [21]はこ必弓:予の微分作用素としての GCD(operator GCD)であることを注
意している.これは興味深い見方で，その後 Lathamとの研究[13]などにも発展しているが，ここでは立ち

入らない.
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となって

A1(γ) = A(γ) (9.13) 

がわかる.おかげで今の設定でもむと zを同一視できる.

しかしこの構成法では，Ak(γ)がF上の有理型函数の行列でγ∞と γs(x，t)，s=1，・・・，rg 

(時間発展を考えているのでA(γ)の極は tにも依存する)にのみ極をもっ，ということ
はすぐわかるが，極における振る舞いなど詳しいことはもうすこし詳しい議論を経ないと

わからない.

9.3 Ak(γ)の極に関する性質

Ak(γ)を求めるためにこのような割り算を実行することは実際には不要である.同時固

有函数ゅに対して微分作用素を作用させてから，方程式 Gψ=0を用いて高階の導函数

を消去し， ψの r-1階までの導函数の函数係数1次結合であらわす，とし、う計算を行え
ばよし¥7

そこでまず吟の作用の行列表示，すなわち

8:w(γ) = Dk(γ)曽(γ)， k = 1，2，・・・ (9.14) 

という行列 Dk(γ) (その存在は上と同じ議論でわかる)の性質を調べることにする.

Do(γ)=1とおけば，Dk(γ)は

Dk+1(γ) = 8xDk(γ) + Dk(γ)A(γ) (9.15) 

という漸化式に従う.D1(γ) = A(けとなることに注意されたい.A(γ)はr上の有理型
菌数の行列で， γ∞と γs(x，t)， s = 1，・・・，rg，において極をもち他では正員IJだが，この漸
化式によって Dk(γ)も同じ性質をもつことがただちにわかる.さらに，Bkを

Bk = 8: + bk，28:-2十・+bk，k 
とあらわせば (bk，2'・・・，bk，kは x，tの函数)， Ak(γ)は

Ak(γ) = Dk(γ) + bk，2Dk-2 (γ)+・・・+bk，k (9.16) 

とあらわせる.したがって，Ak(γ)もF上の有理型函数の行列で，A(γ)と同じ位置に極
をもっ，ということががわかる.

γs(x，のにおける Dk(γ)の振る舞いについてはさらに詳しく次のことが示せる.

補題 5Dk(γ)， k = 1，2，・..，は r上の有理型函数の行列で， γ∞と γs(x，t)， k = 1，・・川rg，
に極をもち，他の点では正別である.γs(x，t)での極は 1位であり，そこで

tβDk'S(X， t)αs(x， t) 
Dk(γ)=+0(l)  

z -z(γs(x，t)) 

と振る舞う.ここで βDk'S(X，t)は x，tに依存する行ベクトルである.

(9.17) 

7m xmの行列表示の定式化に微分作用素の割り算を使う本当の目的は漸化式や母函数をつくることにあ
る(田中・伊達の本 [25}参照).今の場合には G自体が γ口 (z，ω)の複雑な有理型函数を係数に含んでいて，
手軽な漸化式や母函数をつくることが難しい.もっとも，この方向をもう少し追求する価値はあるだろう.
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証明 k についての帰納法による • D1(γ) = A(γ)についてはすで、にわかっている.さ
らに (8.2) と (8.3) が成立していることも思い出しておく • Dk(γ)まで補題の主張が成り
立っと仮定する.このとき，Dk十l(γ)= axDk(γ)十Dk(γ)A(γ)の右辺の各項はそれぞれ

γ→γs(x， t)で

九Dk(γ)

および

Dk(γ)A(γ) 

tβDk'S(X， t)αs(x， t)θげs(x，t) 

一 (z-γs(X，t))2 
十 (θxβDk，s(X，t))αs(x，t)十 tβDk'S(X，t)axαs(x， t) + 0(1) 

z-γs(x， t) 

tβDk，s (x， t)αs(x， t) tβs(x， t)αs(x， t) 

(z -γs(x， t))-2 
十 tβDk'S(X，t)αs(x， t)As，l (x， t) + Dk，s，l (x， t) tβs(x， t)αs(x，tL + 0(1) 

z-γs(x，t) 

と振る舞う.ここで Dk.s.l(x， t)はDk(γ)のγs(x，のにおける Laurent展開の定数項をあ

らわす.これらを加えると， (z一'"Ys(x，t))-2の係数は(8.2)によって打ち消しあう.また，
(z一'"Ys(x，t))-lの係数の中で列ベクトルと αs(♂，t)の積の形になっていない項同士も (8.3)

によって打ち消しあう.こうして D糾 l(γ)が期待遇りの振舞いをすることがわかる.(証

明終わり)

この結果と Ak(γ)をDk(γ)，Dk-2(γ)， ...であらわす式から，最終的に，Ak(γ)がA(γ)

と問様の性質をもつことがわかる:

定理 5An(γ)はγについて F上の有理型函数の行列で， γ∞と γs(x，t)， s = 1，・・・，rg， 

において極をもち，他では正良IJである.γs(x，t)における極は 1位であり，そこで

tβk，s(X， t)αs(x， t) 
Ak(γ) = 十0(1)

z -z(γS(X， t)) 

と振る舞う.ここで βk.s(X，t)はx，tに依存する行ベクトルである.

9.4 線形微分方程式と零曲率方程式

(9.18) 

Q，PのLax方程式から同時固有函数系仇(γ)が時間変数について満たす微分方程式を

導くことができる.まずQψ(γ)=zψ付)を tkについて微分すると

(atkQ)ψ(γ)十Qatkψ(γ)= zatkψ(γ) 

となるが，Qに対する Lax方程式 atkQ= [Bk' Q]を用いてこれを変形すれば

(Q z)(atkψ(γ) -Bkψ(γ)) = 0 

となる.同様に Pψ(γ)=ωψ(γ)から

(P -w)(θtkψ(γ) Bkψ(γ)) = 0 
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が得られる.これは θtkψ(γ)-Bkψ(γ)の各成分がやはり回有値対 (z，ω)の同時国有函

数であること，したがって同時固有関数系仇(γ)の1次結合(係数は Z に依らなし、)と

なることを意味する.言い換えれば

。tkψ(γ)-Bkψ(γ) =-ψ(γ)Mk(γ) ，九Mk(γ)= 0， (9.19) 

という行列 Mk(γ)(X以外の時間変数には依存する)が存在する.

最後の方程式を zで r-1階まで微分したものを並べればWronski行列曹(γ)に対す

る方程式

。tk曹(γ)= 
Bkψ(γ) 

8xBkψ(γ) 

。;-1BKψ(γ)
になる.右辺第1項を Ak(γ)によって書き直せば

一曹(γ)Mk(γ)

。tk曹(γ)= Ak(γ)切れ)ー守(γ)Mk(γ) (9.20) 

という方程式が得られる.さらに，守(γ)が以前のように守(γ)1出向 =1と正規化されて

いれば，この式の両辺を Z 二 Xoへ制限することによって

Mk(γ) = Ak(γ)1出向 (9.21) 

という関係が成立していることがわかる (8tk曽(γ)Ix=xo= 0に注意). 
守(γ)に対する方程式の右辺第2項がやや目障りだが，w(γ)に右から適当な行列 C(γ)
を掛けたもの

曽(γ)=守(γ)C(γ) (9.22) 

はこの項をもたない方程式

。tk曽(γ)= Ak(γ)曹(γ) (9.23) 

を満たすことがわかる.この補正行列 C(γ)の存在は Mk(γ)が次のような零曲率方程式

を満たすことから従う.

補題 6Mk(γ)は零曲率方程式

[九 -Mk(γ)， 8te -Mt(γ)] = 0 (9.24) 

を満たす.
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証明 ψ(γ)が九について満たす方程式

θtkψ(γ) = Bkψ(γ) -ψ(γ)Mk(γ) 

をむで微分し，t，eに関する同じ形の方程式を用いて変形すると

Otf.Otkψ(γ = Otf.(Bk'lt(γ)-ψ(γ)Mk(γ)) 
aBz.. ." ~ Oψ(γ)θψ(γ)θMk(γ) 
= 前 (γ)+ Bτ -ot，e 一物)-~'ß;; 
九口.
231fψ(γ)十叫んψ(γ)一ψ(γ)叫 (γ))

。Mk(γ)
一(B，eψ(γ)-ψ(γ)M，e(γ))Mk(γ) -ψ(γ)θt，e 

となる.これと k，fを入れ替えた式の辺々差をとり，Bk，B，e に対する Zakharov四Shabat

方程式を用いて整理すると

ψ(γ)(θtkM，e(γ) -Otf.Mk(γ) +M，e(γ)Mk(γ) -Mk(γ)M，e(γ)) = 0 

という等式を得る.括弧内は Zに依らない量なので，仇(γ)達の Zの函数としての 1次独

立性によって括弧内の量がゼロであること，すなわち求める方程式が従う.(証明終わり)

この零曲率方程式によって

θtkC(γ) = Mk(γ)C(γ)， k=1，2，・・・ 7 (9.25) 

という連立微分方程式の解が，たとえば C(γ)Ix=xo ，t=O = 1という初期条件のもとで存在
することが保証される.それを用いて面(γ)を定義すれば，線形方程式(9.23)が満たされ

る.特にその系として次が成り立つ.

定理 6Ak(γ)は零曲率方程式

[Otk -Ak (γ)， Otf. - A，e(γ)] = 0 (9.26) 

を満たす.

こうして，階数 rの可換微分作用素環をKP階層で時間発展させること(あるいは，同じ

ことだがKP階層に可換微分作用素環の構造を拘束条件として課すこと)によってスペクト

ル曲線上の有理型函数の γ×行列の零曲率方程式系が得られることがわかった.Krichever 

とNovikov[12]はこの形の零曲率方程式の一般的な特徴を明らかにして，可換微分作用素

環の場合に限らず通用する枠組を(当時はまだ原始的な形で、はあったが)呈示している.

そこでは後で触れるようなTyurinパラメータの満たす方程式が重要な役割を果たす.

さらに， KricheverとNovikovは特別な場合として m= 4， n = 6， r = 2の場合にこの
零曲率方程式系(実際には本来のKP方程式すなわち 1十2次元の部分だけを考えた)を

楕円菌数を用いて具体的な形で書きあらわし，そこから KdV方程式によく似た方程式

1 3 1 -C:~ 3 ~ 
Ct =一Cxxx+ 一一一主主一一c~p(2c)4 -WWW  • 8 C

x 

(9.27) 
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が得られることを示している.ここで Cは従属変数 c=c(x，t)，添字は Cx=θ'xc， Ct =θtC， 

Cxxx θI~C というように導函数をあらわす• p(z)はもちろんWeierstrassの p函数であ

る.これがいわゆる KricheveトNovikov方程式である.この方程式はり =p(c)を従属変
数として

り"..I V".."..".. .jり乞¥ 3 ， ~ 、

Vt =ーニ iニヱエーム」と i十一一(4v0 - g2υ-g3) 
4 ¥ Vx 2υ318%1/  

(9.28) 

とし、う有理的な形に書かれることも多い.右辺第1項にSchwarz微分

M222E-;安
が現れることが注目される.g2，g3はp函数の満たす方程式p'(Z)2= 4p(z)3 -g2P(Z) -g3 
の係数である.

Krichever-N ovikov方程式はこのような意味でKdV方程式の一種の f楕円的類似jであ

るが，同様のことはその後Mokhov[15Jによって m= 6， n = 9， r = 3の場合にも実行さ

れた.そこからはBousinesque方程式に類似する方程式が現れる.

9.5 Tyurinパラメータとベクトル値Baker四Akhiezer函数

上の零曲率方程式の特別な場合として一方がん(γ)= A(γ)の場合には，8t1 を8xで
置き換えてもよいので，

[8th -Ak(γ)， 8x -A(γ)J = 0 (9.29) 

という方程式が得られる.この方程式に対して Ak(γ)とA(γ)のγ=γs(x，t)における

Laurent展開の主要部を代入し，z -z(γs(x， t)の -2，-1次の部分を取り出すと(詳細は

省くが)， (8.2)， (8.3)に相当する方程式

。
tnγs( x， t) + Tr ( tβk.s(X， t)αs(x， t)) = 0， 

九αs(x，t) +αs(X)Ak，s，l(X，t) =κk，s(X， t)αs(x， t) 

が得られる.ここで Ak，s，l(X，t)はAk(γ)のLaurent展開の定数項，

tβk，s (x， t)αs(x， t) Ak(γ) = 
I r.，:; 

\~;_./ 1_0 ~.~ ~ 
-/ 

+ Ak，s，l (x， t) + O(z -z(γs(x)))， z -z(γs(り))

また κk，s(x， t)はスカラー量で， κs(x，t)と同様，方程式自体によって決まる.

(9.30) 

(9.31 ) 

Z についての線形微分方程式 8x守口 A曹の議論で触れたように，Tyurinパラメータに

対するこれらの方程式は線形微分方程式8th面=Ak長の解としての長(γ)がγs(X，のにお
いて特異性をもたないということを意味している.このことにとどまらず，この方程式の

係数行列の解析的性質から，長(γ)の解析的性質をいろいろと引き出すことができる.特に，

w(γ)を曽(γ)Ix=xo ，t=O = 1というように正規化しておけば(補正行列 C(γ)の選び方でそ

のように調整できる)，吾作)は γ∞と γs(XO，O)，S = 1，・ペザ?で特異点をもち， rの他
の点では正則となることがわかる.詳しい考察 (Krichever，Novikov[ll， 12]などに譲る)
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によれば， γmは真性特異点であり，そこで、の振る舞いは以前議論した行列守o(x，xo，κ) 

(Kricheverゐ函数データ ω2，・?切rを含む微分方程式の解として定義された)を tに依

存する形に拡張したものによって記述される.他方， γs(xo，O)は1位の極であり，そこで

の振る舞いは

t，β曹，s(xo)αs(xo，O)
曽(γ)=+0(1)

z -z(γs(xo，O)) 
(9.32) 

というようにTyurinパラメータの初期値で記述される.

ちなみに，通行)も最上行のベクトルゃれ)から z導函数を下に並べた Wronski行列

の構造をしている(補正行列 C(γ)はzについては定数であることに注意).上に述べた

解析的性質は要するにこのベクトル値函数争(γ)の性質であるが， KricheverとNov比例

はこのような性質をもっ函数を「ベクトル値Baker-Akhierzer函数j と呼んで，一般的な

概念として定式化している.これはスカラー値の古典的なBaker-Akhiezer函数[7]と違っ

てテータ函数などでは書けない(と考えられている)もので，すでに触れたように，彼ら

はその存在をRiemann-Hilbert問題[8] (積分方程式に翻訳される)の解として保証して

いる.
幾何学的に見れば，この問題には通常のテータ函数ではなくて階数 rの正則ベクトル束

に伴う「非可換テータ函数jが必要と思われるが，非可換テータ函数の理論は未だに出来

ていなし、8 もっとも， 1980年代後半以降の共形場理論の数学的理解の進展，特に一般種

数の Riemann面上のWess-ZuminoベNltten模型とベクトル束のモジュライ空間との関係
が明らかにされたこと(たとえば上野・清水の本[27]とその参考文献を参照されたい)に

よって，この古くからある問題にも新たな手掛かりが見えているとも考えられる.

8伊達の解説記事 [3]を収録している数理解析研究所講究録No.388 (1980年)はAbel函数論の拡張の視

点をそノドロミー保存変形，非可換テータ函数，ソリトン理論などに求める 1980年の研究会 f線型微分方程

式の変形理論とアーペル函数論の拡張への新しい視点jの記録である.
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