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要 旨

拡散に支配された凝集過程(DI｣A)のクラスタ成長を記述するため,連続体的かっ等方的な

微分方程式 (平均場方程式 )に角度方向の相関を現象論的に導入し,変形された平均場方程式

を得た｡そしてそれを評価した結果,種々の指数間の関係式が得られた｡これらの関係式は現

在の計算機実験と矛盾 しないが,指数の異方性がもし有限サイズ効果ならば, 〔フラクタル次

元〕<〔ユークリッド次元〕は有限サイズ効果であるという可能性を示唆している｡
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第 1章 序 論

§1-1 はじめに

拡散に支配された凝集過程 (dimISion-limitedaggregatioll :以下,DLA と略す )は,コロ

イ ド粒子の凝集モデルとして,あるいは結晶成長において拡散過程のみを取 り出した極限的モ

デルとして,Wittenと Sander(1)kよって提案されたものである｡ このモデルはその素過程の

簡単さに比べて,非常に複雑な樹枝状のクラスタを生じることが知られている(図 1参照 )｡

図1.粒子数が10000であるDLAクラスタ.C文献.t5)より振放)

そしてその性質を定量的に扱うために,計算機実験によって,フラクタル(ハウス ドルフ)吹

元をはじめとする幾つかの指数が報告されている.(1),(3)･(5)･(7)-(10) しかし,パターンの複雑さの

ために理論的解析はあまり進んでおらず,平均場的理論(2)がフラクタル次元を予想しているに

とどまっているようである｡

川崎研究室では学部4年の研究課題として,平均場方程式の一部を変えてDI｣Aに対応する

フラクタル次元が得られないかが調べられた｡我々はこの着想を出発点とし,DI｣Aのクラス

タの性質をモデル的な括像でとらえることによって,方程式の形を絞 り,指数間の関係を求め

た ｡
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拡散に支配された凝集過程の現象論

§1-2 定 義

本論に入る前に,D工JAとその指数について定義を簡単に述べておく｡

計算機を用いてI)LAのクラスタを作る過程は次のようなものである｡まず,クラスタの種

として粒子1個を固定し,座標の原点 (中心 )とする｡ 次に,でたらめな方向で中心から距離

riの点から別の粒子に酔歩運動(randomwalk)させる｡ 時間がたてばその粒子はクラスタ

粒子に衝突するか,あるいは中心から遠ざかってしまうかのどちらかであろう｡衝突した時は

粒子の運動をその時点で止め,クラスタ構成粒子とする｡中L,から遠方に行った場合,いずれ

帰って来る可能性はあるが,中心からro以上離れた時には帰って来ないものとしてこの粒子

を捨てる｡このような 〔生成〕- 〔酔歩運動〕- 〔付着または離脱〕という過程を反復 して行

なうことによって,クラスタは構成粒子を徐々に増し,やがて図 1のように大きなものとなる｡

技術的な要因である生成距離riと捨てる距離 roは

ri- r7naX+ /a (Z～5)

ro-kri (k-2)

のようにとれば良いことが知られている｡但し,㌦ α∬はクラスタ構成粒子の中心からの距離

の最大値, αは1粒子の直径である｡ また,酔歩運動の一歩はαにとるのが普通である｡

こうして得られたクラスタの定量的な側面として,次のような指数の存在が知られている｡

日) フラクタル次元D

半径 Rの球内にあるクラスタ粒子数がNである時

N(R)～RD

またはその微分から密度 p(r)を求めると,クラスタの存在する空間の次元がdの時

p(r)～ rD-a

(1･1)

(1･2)

あるいは密度相関関数 C(r)による定義も同じ指数を与える｡

C(r)-<p(r/)p(r/+r)>～ rD-a
= = ==‡コ

ここに< >は7 ′についての平均を表す｡指数Dが大きいほどRの増大に伴うNの増加が大

きくなるので,Dは粒子のまま詰まり具合 (compactness)の目安と理解される｡ また,Dの

代わりにその逆数〃もしばしば用いられる｡

ー799-



安田 敬

日日)遮蔽長 Eの指数手

E～Ny ～R石/y

遮蔽長とはクラスタの表面から内部に向かって拡散粒子が入ることのできる深さであり,

f<RがI)LAの重要な性質の一つである｡この結果を良く表した図を図2に示す｡
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図2. 50000の粒子数から成るクラスタにおいて
最後に付着した1000個のみ点で示している｡
付着が表面付近に限られているのがわかる｡
(文献(12)より転載)

(iii) 表面粒子数Niの指数 ∂

Ni-N∂

表面粒子数とは, 〃個の粒子からなるクラスタに付着過程を続けて十分に粒子が付着した後,

初めの〝粒子と直接接しているⅣ+1番め以降の粒子の数である｡ 遮蔽効果によって, 後に

付着する粒子ほど初めのN個に直接付着する確率が小さくなるので,Nに対しNiが定義でき

る｡

第2章 成長方程式

§2-1 平均場方程式

はじめに,クラスタ成長に対する連続体近似の式として知られている,次のような微分方程

式(3)にっいて簡単に説明する｡

∂β
0-V2u--

∂∠

- u〔p+▽2 p〕

ー800-
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拡散に支配された凝集過程の現象論

境界条件

LL(-,i)-uco (d>2)

u(ro,i)-u∞ (d-2)

ここに,p(r,i)は位置7,時間 tにおけるクラスタ構成粒子の密度 (数密度または質量密
==芦コ

皮 ), a (7,上目ま拡散粒子の密度である｡u∞,rotま定数で,roはクラスタの大きさより大

きくなければならない｡第 1式は反応がある場合の拡散方程式であり,酔歩運動と拡散の対応

に由来する｡ 本来なら左辺にはuの時間微分が必要である｡しかし,拡散支配の状態では反応

に要する時間は拡散に要する時間に比べて無視できるので,流入量 (▽2LL)を反応量(∂p/∂t)

に釣合わせて良い｡第 2式は反応の性質を記述するもので,成長はクラスタ粒子と拡散粒子の

両方の密度に比例するとしている｡特に第2項の▽2βによって近傍の影響も入る｡ これは,

計算機実験において粒子が大きさを持っているため直径だけずれた場所に新しく付着すること

に対応する｡ この項はクラスタの拡大を担っている点で重要である｡

簡単のために-s方近似 (7- r)をした時の(2･1)式は平均場方程式と呼ばれている｡この

時,原点で滑らかであることを保証するため境界条件 ∂u/∂rL,=0-0が加わる｡ 平均場方

程式は,βの初期条件として原点付近に局在したものをとると,時間が十分に経過した後には

rの大きいところで p(r)～ r'1 の解を生 じる.(4) (補足参照) これは(1･2)式よりD-

d-1に対応する｡2≦d≦6での計算機実験(5)ではD～5/6dなので,平均場方程式によ

って得られる密度分布は実際よりも粒子の詰まり方が小さい｡

方程式をより実際に近づけるためには,等方近似を使わず,かつ反応に確率的揺らぎを考慮

すべきことが既に指摘されているO(3)･(6) しかし我々は揺らぎや方向性を扱う困難を避けるた

めに,敢て等方的で決定論的な形のままで平均場方程式の改良を試みた｡そのかわり方程式の

中に指数がパラメタとして入ることを許し,フラクタルであることを予め仮定した｡その意味

で以下の議論は現象論である｡等方的で決定論的な方程式の対応物がD工｣Aにあるとすれば,

それは多くのクラスタについての平均量に対する方程式であろう｡

§2-2 平均場方程式の反省

まず,平均場方程式の反応の式

∂p
- - ulp+ vZpj
∂t

(2･2)

の右辺の各項の意味付けを行なう｡ 但し, P- P(r,i), a - a(r,i)である｡ 反応頻度は
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拡散粒子の密度uとその点にあるクラスタ粒子の界面の面積に比例するので,その表面積の評

価が必要である｡考えやすくするために/再ま離散的な正方格子上で定義された場であるとし,

中心からi格子間隔離れた点 (r-ri)でのpをpiと書く｡riにおける半径方向 (記号 Uで

表わす )を向いた界面の単位格子あたりの面積は, 粒子がこの方向に良くつながっている場合

S〝(ri)∝ (pi+1- Pi)+ (pi_1- Pi)

-▽2β

第1の括孤はriにおいてri+1にある粒子によってできる界面であり,第2の括孤はri_1の

粒子によるものである｡半径方向と垂直な方向 (以下横方向と呼び記号⊥で表す )には粒子の

つながりはほとんどなく,各粒子が同等の表面を持っている場合,横方向の表面積は

S⊥(ri)∝ Pi- P

矢印は連続体的な場との対応を表す｡(2･2)式は以上の見方に対応する式になっている｡

実際のクラスタ,例えば図 1を見ると粒子は枝状に集まっているので, すべての粒子が反応

に同等に寄与するという平均場近似は良くない｡そこで横方向にっいて相関を考慮し,反応を

再評価する必要がある｡枝状の固まりに対して上と同様に表面積を見積る場合,表面はフラク

タルである上,枝の中心付近の粒子は遮蔽されているので困難が予想される｡次の節ではモデ

ル的な括像によってこれらの性質を取込み,改良された平均場方程式を得る｡

§2-3 枝括像による改良

粒子の横方向の集まり具合を記述するためのモデル的な括像として,原点から円錐のような

枝が出ている,といったものを考える｡但し枝自身にも内部構造を許して横方向の相関がフラ

クタル状元D⊥で記述できるものとする｡この考えに従って次のような2つの量を導入する｡

エ(γ,≠):原点から距離 γ の位置での枝の半径

n(r,i):半径 rの球面上での単位面積あたりの枝数

どちらも等方的な関数としているので,枝の太さのばらつきや配置の異方性は入っていない｡

これらの量とpとの関係は次のようにして求められる｡一本の枝について考えると,枝の中

心軸から距離∬離れた場所での密度 β⊥は,β⊥の定義より

pl(x)∝ XD⊥-i
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拡散に支配された凝集過程の現象論

すべての枝を考慮に入れて,原点から距離 γ～ γ+』γにある粒子数を求めると,

p(r)rd-1Ar∝γd-1n(r)IL♭)dxxd-2pl (･X)ArO

であるので,次の式を得る｡

p(r)∝n(r)〔L(r)〕DIL-1 (2･3)

クラスタの先端付近の密度の小さな領域では枝上の固まり方が不十分で,上のような見方は有

効でないと思われる｡ (2･3)式は凍結領域‥,あるいはそれに近い反応領域を記述する式と解釈

すべきであろう｡

前節で見積った半径方向の表面積は,それと垂直な横方向の相関によっては影響を受けない

と思われるので,半径方向の反応 (∂p/∂t)〟 としては(2･2)式のu▽2pをそのまま用いる

ことにする｡一方,横方向の反応 (∂β/∂≠)⊥は枝の側面-の付着であり, 半径の増加に対

応するので, (2･3)式より

･詰 )⊥M LD⊥~2SiL-p器 ′L (2･4)

芸 を求めるために,我々は次のような仮定を置いたo

〔条件1〕 枝の成長は局所的に見れば独立した小さなクラスタの成長である｡

すなわち,他の枝からの影響は拡散場を減ずるのみで,成長の機構そのものには効かないと

考えた｡この仮定の下では,クラスタ半径Rの時間変化からの類推によって,Lの時間変化を

決めることができる｡

半径Rのクラスタに流れ込む全拡散流はu∞Rd-2に比例するので,粒子数Nの変化は

d_〟
- ∝ u∞Rd-2
d≠

(1･1)式より,

dR

㌃7
α u∞Rd-D-1 (2･5)

条件1に従って(2･5)式の諸量に対し,置換え:R-L,D-D⊥,u∞- a (r,i) を行な

うことによって,次の式が得られる｡

∂上
- ∝ u Ld-D了 1
∂∠

-803-
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以上の結果より,反応の方程式は次のように書ける｡

霊 - u 〔rβ'd-D⊥ ~ 2)p+▽ 2p 〕

(2･7)

ここで枝の半径の指数 βを導入した｡これは凍結した領域においてL(r)～ rJeのように定義

される｡また,比例定数は,時間 ･空間のスケールを変える意味しか持たないので省略した｡

第 5章 指数間の関係

§3-1 成長方程式の評価

方程式 (2･7)を評価することによって2つの関係式が得られる｡ 補足A-2に示すように

反応の式

∂p
- -弘rP〔p+rq▽2p〕∂よ

が導 くVと才はp,qと次のような関係にある｡

p=(dL/-2Z/- 1 )/i/

q=(4L/- 2L/)/i/

(3･1)

(3･2)

但し上式はL/<yを前提として成立っものである(補足A-2参照 )0 (2･7)式と(3･1)式

を比較してp,qを(2･7)式のパラメタで表し,それを(3･2)式に代入すれば次式が得られる｡

d-DNユ1 エー-I-11⊥
I/ 2

2(a-D〟- 1)-♂(a-D⊥-2)

(3･3)式はD〝<dである限り,I/<Vを導くので, (3･1)式の制限内に入っている｡

§3-2 指数 ∂

指数∂を他の指数で表すことを考える｡簡単な評価の方法では,反応領域にある粒子数が表

面粒子数Niと同程度だとして(7)

I
Ni～盲N-Nl+;-〟

すなわち, ♂ -1+7 - L/が得られるが,表面以外の粒子までN.に入れているので,見積 りa

過ぎであろう.この値は, むしろ上限と見なすべきである.(8)
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拡散に支配された凝集過程の現象論

我々はNiとして反応領域にある表面積を用いた.粗く見積ると,遮蔽長がEの時,枝 (辛

径 L)一本あたりfLd-2の面積が反応に有効であるが,枝にもフラクタルな性質があり, 小

さなスケールではもっと大きな表面積が見えて来るはずである｡この困難を避けるために∂に対

してもDの場合と同様に ∂〟,∂⊥の2つを導入する.この2つを使ってNiは次のように書け

る｡

Ni- N ∂〟～ RD〟∂〝～ (

β⊥ ∂⊥

Ld-1
)(Ld~2f)(nRd-1)

下段の右辺第 1括弧は枝の単位側面積あたりの反応可能な面積,第2括孤は枝の有効な側面積,

第3括弧は枝の総数である｡上の関係と(3･3)式により

D〟8〟-βD⊥ (∂⊥-1)+
3Du-a

(3･5)

枝上の反応可能な表面積としてクラスタ全体での値 RD〟∂〟 と同じ形のLD⊥∂⊥を用いた｡

すなわち,条件1を再び使っている｡

§3-3 指数間の関係

我々はクラスタの内部構造として指数D⊥, ∂⊥を持っ枝を導入し, 〟方向の指数と⊥ 方向

の指数を関係づける式を得た｡しかし枝括像とともに新たな指数βが入って来たので末だ不十

分である｡そこで,指数 βを消去するために次のような条件を設定する｡

〔条件2〕 反応領域の長さのスケールは一つである｡

具体的には次の条件で表現できる｡

(i)枝の半径 Lと枝間距離 Zは同程度である.

(ii)遮蔽長 Eと/は同程度である｡

既に得られている(3･3),(3･4)式の下では上の2つは等価で, 片方は他を導く｡

拡散場はラプラス方程式に従うので,3次元以上では枝の存在による拡散場の遮蔽はおよそ

Lの距離まで及ぶ｡そのため,枝と枝の距離がLよりも十分大きい時には拡散粒子は枝と枝の

間隙を通ってクラスタの内部まで浸透でき,Lの増加は続 く｡よって,ある場所において反応

が終るのはLが/と同じ程度になった時であると予想される｡これが条件(i)であるOまた,

条件(ii)は,ラプラス方程式の解の性質として拡散場は境界で0と定められた幅 Zのすき間に

おいて,距離 /程度で減衰してしまうことから来ている｡

条酎 i)または(ii)と(3･3),(3･4)式から,D⊥,すぉよびβはdとD〟 を用いて次の
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ように書ける｡

DIL-
d2-dD〟-2D〟

I/･JJ,･ 2

レ d-D〟

丁 =β= 1--2

さらに, (3･5)式に上の結果を代入して

Du∂〟-Di81+生 型 (a-ト D16⊥)
2

指数 ∂に対して知られている経験則(7)D∂-a-1は上式の可能な解になっている｡

(3･6)

(3･7)

(3･8)

§3-4 計算機実験との比較

我々が得たのは指数間の関係のみだが,D〟として計算機実験の値を採用すれば, 他の指数

が得られるので,数値的な比較が可能である｡その結果を表1に示す｡

D〝 ー′ D⊥ β

計井穏実数 d=21.69士.020.48土.011.59土.04 - 1
d=32.51土.060.32土.05

理 給 d=2 1/2 1.63土.030.85土.01

表 1･計算規実数 と理論の比較･ (計算横実敏の各数値は､D〟は
文献(5)､石は(8)､D⊥とβは(10)より引用 )

遮蔽長 Eの指数才とクラスタ半径Rの指数 レとの関係は,現在確立されていない問題の一

つである. R孟czとPlischke亀'は計算機実験です<yのデータを提出したが, MeakinとSa-

nder(9'は2次元の場合Rの増大とともにすが少しずつ増えていくことに着目し,R-- で

す-yであると主張した.これに対しRdcz等は,㌃の増大は2次元特有の技術的な原因によ

るもの(粒子を捨てる半径が小さい等 )かもしれないと指摘しているo(9) また,表式

D- (d2+i)/(a+1)

を導いた平均場的な理論(2)は手<y を仮定している｡我々の議論は (3･1)式の制約によって

㌃<少でのみ意味を持っが,その数値は表 1のようにR孟cz等のデータと良く合っている｡

さらに高次元 (d>3)での比較が必要であろう.

D⊥にっいては,誤差が大きいので正確な比較はできないが,少なくともD⊥<D〟 である
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拡散に支配された凝集過程の現象論

ことは一致している. D⊥にっいても高次元 (d>2)のデータとの比較が望まれる｡

計算機実験でD⊥がどのように決められるか,また,枝括像の量βを実際どのような量に対

応させたかについて少 し触れておく｡

Meakinと Vicsek (10)は,中心からの距離Rを固定し角度を変数とした密度相関関数cR(0)

を調べた｡CRによってD⊥は定義され,

cR(0)- <pR(0/+0)pR(0,)> ～ ODl d

である｡ここで,< >はβ′について角度方向の平均をとることを表す｡その結果,彼らは図3の曲

線を得た.直線的な部分はべキ的な相関の存在を意味し,その傾きからD⊥が決まる｡また,R

-425

-450

-I.75

-loo

E .･525q>
~昌一550
U
7 -5.75

-6.00

-6ヱ5

-6L50

-6.75

l l l l ー l lA l l l l 一 l

8

D

SLDftt-442

ヽヽI I .T l l T l l lヽ l l l l
-55 ･5D -I.5-I.0-35 -10-25 12.0 -1.5 ･1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15

Ln(e)

図3.lneとInCR(8)の関係.各曲練は異なったRに
ついてのデータで､A.ら,C,Dの順にR-75,150,

225,3.00である｡ (文献(10)より転載)

によらず曲線は極小を持ら,その角度はほぼ一定のように見える｡この極小点より角度が大き

くなると相関は弱まり,CRは一定値に近づいている｡このことから,横方向のつながりが切

れる角度の存在が予想されるので,この幅を枝括像の上と対応させることができる｡この角度

がAOの時,RAOは枝の直径に対応するはずであるから

2L-RAG

2次元で, 75≦R≦ 300におけるAOは,図3よりe~12-0.3なので, この領域での枝の

半径はクラスタ半径の 1ノ7程度になる｡

表1でβ-1としたのは, AOのR依存性が図3からは見出されないからである｡ さらに詳

しく決めるには,非常に多くのサンプルを取って極小点が正確に定義できるようにし,その角

度のR依存性を調べねばならない｡我々の理論のようにβ<1ならば,AOはR の増大 とと

もに減少していくはずである｡
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第4章 次元を持った種への付着凝集

種 (初期クラスタ)がds次元の場合について少し触れておく｡

図4(a-2,ds-1)のようにds≒0の場合でも, 種と垂直な方向をN方向,それに垂

直な方向を⊥方向と定めれば,遮蔽長 E,枝の半径L,枝間距離 Zはd3 -0 の場合と同様

に定義できるOクラスタ外部の拡散場の漸近解は頼 こ依存するが,実際にd逐 含めて2章の

議論をやり直すと,反応の式 (2･7)はそのまま量用することがわかる｡ よって3章の指数間

の関係はdSの影響を受けない｡
Meakinの計算機実験 (ll)によってD〟の数値は得られている｡それを表2に示す｡但し指数

の定義は次のようなものである｡

300LATTICEUN汀S

図4･d-2,ds-1の場合の凝集体.

(文献(ll)より転載)

e D〝

d=2 ds=11.30士.08 1,77 :LO5

d=3 ds=10.67士.032.SO 士.07

表 2･種が次元 を持 っている場合の

指数.(文献(ll)より引用)

クラスタ粒子が種からN方向の距離r以内に,種の単位大きさあたりN個ある時,指数Eは

r∝ 〔N(r)〕E

と定義される｡これを用いて種から距離 γの場所での平均密度を求めると,

p(r)∝〔rd一行 1〕-1旦旦 ∝ γ'1/e'-d'ds
dγ

これをD〟のpkよる定義式 (1･2)と比べることにより,1

D〟-言+ds
現在までのところ,ds≒0の場合にっいて,D⊥ や すを調べた計算機実験は無いようであ

るoこれらにっいて,表1のような比較ができれば,我々の得た指数の関係式の検証になるだ

ろう｡
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第5章 指数の異方性

§5-1 指数の異方性の存在

我々は内部構造としてD⊥ で特徴づけられる枝を持つクラスタはどのようなD〟を持つか,

という立場で議論を進め,それらの関係を得ることができた｡次の問題は,この区別がDI.A

において本質的なものかどうか,である｡ §3-4で示 したように計算機実験 (10)では明らか

にD〟>D⊥であるo Lかしこれが有限サイズ効果であり,D〟,D⊥を決めるクラスタの大き

さを大きくすればその差が縮まっていく可能性 もある｡

Meakin等 (10)は,図 5のように,半径がある大きさ以上になるとD⊥はD〟と異なったまま

でほぼ一定になることを示した｡それ故,彼 らはD〟とD⊥ の相異は有限サイズ効果ではない

R
4(:沿 200 1∞ 40

▲●qu▲r●ltttlc+ 0

oOTltLttlct

tZl

0.4

▲

▲

o o▲ooo
iAfA

0.0 0.01 0.02

R~1

図5.α⊥-d-D⊥と R の関係.粒子が正方格子上に限られ
ている場合と､そうでない場合のデータが示されている｡
矢印は､cgy-d-D〝の値である｡ (文献(10)より転載)

と予想 している｡しかし図5の左端から幾っかのデータは慣性半径付近のものであり,反応領

域に入っている可能性があるので,枝がRに見合った大きさになっていないおそれがある｡

有限サイズ効果について結論を出すには,さらに大きなクラスタを得る必要があるだろう｡

§5-2 有限サイズ効果が原因である場合

この節では一貫してD〟とD⊥の相異は方向の違いからではなく,LとRという大きさの違い

から来る有限サイズ効果であると仮定する｡そして,指数Dとそれを決めるスケールとの関係輯

(注)有限のスケールでの指数D(R)は,例えば密度相関関数 C(r)を用いて,次のように定義されるO

D(R)-
d(lnC(γ))

d(lnγ) r-R +a
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を調べ,仮定の可能性にっいて考察する｡

まず,図6-aのようにクラスタをその半径程度の長さで粗視化 して基本単位とする｡これ

がDIJA過程によって成長すると,やがてb図のように基本クラスタと同じ程度の大きさの枝

を持った大きなものになるであろう｡上の仮定に従えば,b図の枝の指数D望)は基本クラス

(a) (b)

図6.(a) クラス タの租視化 .
(b) (a)のクラスタがある程度成長 した ものを (a)と
同 じ租視化の程度で見た場含.

タの指数D(ua)と等しいはずである｡そこで,もし枝の指数D⊥と全体の指数D〟との関係がd

をパラメタとする関数fdによって,D〟-fd(D⊥)のように書けているならば,b図のクラス

タの場合

D(Hb)-fd(D望))-fd(D(ua)) (5･1)

b図のクラスタをその半径で粗祝化すれば,それを新たな基本クラスタとして上と同じ議論が

可能である｡よって,関数fdさえわかれば,上の操作を繰返し行なうことによりRの変化に

伴 うβ〟の変化を見ることができる｡

粗視化の段階をnで表すと,その時の基本クラスタに対応するD〟,RおよびLは

Dn -fd(Dn-1)

Rn-cnLL/Gn

L -R nlln

但 しcnは比例定数である｡真のフラクタル次元,すなわち無限クラスタのD〟は(5･1)式の

固定点D*として定義され,dの関数になるはずである｡

我々は関数fdとして既に(3･6)式を得ているOすなわち

D =D n_1+n

(a-Dn｣)2

a-Dn_1+2
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拡散に支配された凝集過程の現象論

これを用いて計算機実験と比較する｡計算機実験ではd-2の場合のみDのR依存性が表 3

のように調べられているo表3の, 5■≦R≦50･D-1･68のデータをn段階のものと見ると

No. 1 2 3

D(求) 1.62 1.68 1.71

表 3.有限サイズ効果についての計算規実数の結果.
(No.1,3のデータは文献(10)､N0.2は(5)より引用)

a-1段階,a+1段階のデータは上の議論から予想できて,

Dn-1- 1･62 (1<Rn-1<7)

Dn+1-1･72 (35<Rn+1<350)

但し, §3-4で求めた値 :Rn/Ln-Rn/Rn-1-7をRを見積るために使った.上の値は

表3のデータと●合っているように見える.しかし,粗視化の操作を続けていくにっれてDの値

は(5･2)式の固定点D*-dに漸近する｡ すなわち上の議論はDLAのクラスタはフラクタ

ルでないという結論を含んでいる.この真偽を調べるには,Dn.1-1･71を与えるクラスタの

7倍程度の大きさ (350<R<700)のクラスタが,D〝-Dn十2-1･75 を示すかどうかを計

算機実験で調べるのが直接的であろう｡現在までのところこのような大きなクラスタは得られ

ていないようである｡

第6章 ま と め

我々は平均場方程式に横方向の相関を考慮し,指数間の関係を導いた｡そして,これらは現

在得られている数値データと矛盾しないように見える｡しかし指数の異方性を採用したため,

それが有限サイズ効果か否かという問題が重要になって来た｡これの真偽によって多くの可能

性が考えられる｡

もし異方性が有限サイズ効果ならば,D〟とD⊥を結ぶ関数の固定点として,フラクタル次元

を決めることができる.そこで我々の関係式を用いるとD-dとなり, 計算機実験の結果

(D<d)は有限サイズ効果として理解されるべきものとなる｡あるいは,モデルに依存した

我々の関係式の代わりに厳密な表式があって,それがD<dとなる固定点を持っかもしれな

い｡

逆に異方性が無限サイズの場合にも残るのならば,DI｣Aのクラスタは,初期条件として原
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点に1粒子を置いたという情報を無限に長いスケールまで残すことになる｡

これらの問題を整理し,DI｣Aをさらに理解するためには,クラスタの成長の性質や内部の

構造を特徴づける指数 (す,D⊥等 ) について深 く調べることが今後の課題として必要であろ
う｡

お わ り に

二年間,多面にわたって御指導いただき,公私ともにお世藷になった川崎恭治先生,太田隆

夫先生,関本謙先生,その他の固体理論研究室の皆様に深 く感謝 します｡

補 足

§A-1 平均場方程式の評価

等方近似の下での(2･1)式の評価の方法をBall等(4)の考え方を用いて簡単に説明する｡

遮蔽効果が存在し,βが局在関数であるので,領域を次のように3つに分けて考えることが

できる｡

〔領域 I〕 遮蔽効果によってpが凍結した領域 (0< r<R)である｡

〔領域Ⅰ〕 反応が活発な領域 (R<r<R+f)である｡ この領域の解は近似的に,スケー

リング解 :

1
p(r･ih F exp〔弓 (= 旦)2〕E

●

u(r,i)～ 里二二旦
f i

で表せる｡時間依存性はRと打このみ入っている｡

〔領域Ⅱ〕 pが小さいため反応が無視できる領域 (r≫R)である｡この領域では近似的に

uEまラプラス方程式に従い,反応の式では u- u∞…1とできるので

γ2

p(r,i)～ exp〔t一石 ~〕

1-(里)a-2
r

a(r,i)～

(d>2)

γ

(In克)/(lnニ 虹) (a -2)R
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各領域の解が全体の解の一部分であるためには,領域間の境目で解は同じオーダーでなけれ

ばならない｡この次元解析により以下の結果が得られる｡

β(γ)～ γ~l

R(i)～ t

f(R)～ 〔p(R)了1/2- Rl/2

§A-2 変形された平均場方程式の評価

u(r,i),p(r,i)に対する次の方程式において,パラメタp,qとリ,手 との関係を求

める方法を略述する｡

0-▽2u-

∂β- -urplp+rqv2p]
∂≠

｢

:

｣ (A･1)

前節と同じ方法が可能だが, rP,rqの因子のために若干の補正が必要である｡領域 Ⅰでは

すく再 こ限って前節と類似の次のようなスケーリング解を持っ｡

1 1

p(r,i上 京 中 exp〔弓 (エゴ )2〕E
IRr-R

u (r,i)～- -
RPi i

領域Ⅱにおいては,βに対する方程式 :

∂β

∂∠
- rplp+rqv2pj

(A･2)

を直接解くのは困難である｡しかし領域 Ⅰとの整合条件のみ必要なので,R付近での解がわか

れば十分である｡よって rPをRPに置換えて良い.そして変数変換 :

- lR (i)]P

r′=r(2-q)/2

により,因子RP,rqを消去することができる｡結局,領域 Ⅱの解として次の式を得る｡
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p(r,i(t′))～ exp〔t′一 二
1 r2-q

以上の各領域の解に対し,前節と同様に整合条件を課すことによって,次の関係が得られる｡

p(r)～ r-(2p+q+2)/2

R(i)～ t2/(2-q-2p)

f(R)～ lRPp(R)]-1/2- R(q'2)/4

領域 Ⅰでは,pは(A.2)式のようにガウス関数で近似できるoこのためR付近では▽2p

<0となり, ∂β/∂王の中に負の成長が含まれることになる｡しかし(A･1) の第2式にお

いて正の項 pとの比を調べると, q<2である限り(rq▽2p)/p-Rq~2≪ 1(R 大 )なの

で,この効果は無視できる｡逆にq-2,すなわち7-yの場合, 負の成長は無視できなく

なり, (All)式でクラスタ成長を記述することは不可能となる｡
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