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1 はじめに

1.1 歴史的概観

充分発達した乱流 (以下混乱のない限り,単に,乱流と記す)の理論的研究は,慣性領域における乱雑

速度場の自己相似性の仮説に基づいたKolmogorov[1]の次元解析から始まった｡Heisenbergによる予備的
研究の後,自己相似性の破れ,すなわち,速度場における間欠性を扱う方法は主に二つの方向に発展した｡

一つはダイナミカルな方法 (表 1の字下がりの項目)であ り,もうひとつはアンサンブル的方法 (表 1の

左寄せの項目)である｡ダイナミカルな方法では,確率的NavieトStokes方程式を摂動論で直接扱う｡他方,

アンサンブル的方法では,渦がエネルギー ･カスケードを構成するものとして乱流を統計力学的に解析す

る｡アンサンブル的方法の中でもマルティフラクタルによる解析が,乱流現象解明に有力であることが最近

表 1‥Historical(DIA:DirectInteractionApproximation,RG:RenormalizationGroup)

研究のおもな展開

Reynolds

Kolmogorovspectrum

Landauequation

turbulentviscosity(Heisenberg;55Chandrasekhar)

vortextangle(Feynman)

closureproblem(C.g.,Tatsumi)

DIA(Kraichnan;64Edwards,65Novikov)

log-normalmodel(Oboukhov,Kolmogorov;66Yaglom)

RG(Forster-Nelson;86Yakhot)

Pmodel(Frisch-Nelkin)

pmodel(Meneveau-Sreenivasan)

log-Poissonmodel(She-Leveque)

re-summation(Procaccia)

Lagrangianmethod(Pope;ggReynolds,00Sawford-Yeung)

themulti-fractalanalysis(Arimitsu-Arimitsu)

明らかになって来た｡そこでは,乱流の重要な要素である間欠性を,｢特異性が実空間にマルティフラクタ
ル分布している｣として解析するもので,最近の高精度な実験やシミュレーションを高精度で再現できる｡

1880年頃にReynoldsが行った系統的な実験 (図1)以来 120年に亘る物理学における難問への,新

しい視点での挑戦である｡このマルティフラクタルによる解析は,ダイナミカルな方法に対しても実り多い

洞察を与えることが期待される｡

乱流のマルティフラクタル解析 (multifractalanalysis)とは,Tsallis型分布関数 [2,3]に基づいて構築

された,大偏差系を扱うための系統的で自己無撞着な統計力学的方法である軒 [16】｡Tsallis型分布関数は,

適切な条件下で示量的R6nyiエントロピー[17]か,あるいは非示量的Tsallisエントロピー[2,3,18】の極値

を与える定常分布である｡この解析法は,高Reynolds数におけるNavieトStokes方程式の尺度変換 (scale

transfわrmation)不変性と,この不変性に起因する特異性が実空間にマルティフラクタル分布しているとい

う仮定に基づいている｡なお,マルティフラクタル解析は,log-normalモデル[19,20,21]を一般化したも

のととらえることもできる｡実際,Boltzmann-Gibbsエントロピーに基づいてマルティフラクタル解析を

行うと,log-normalモデルが導かれる[81｡
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図 1:Reynolds'experimentalsetup

1.2 Kolmogorovスペク トル (K41)とカスケード･モデル

乱流のカスケード･モデルは,Richardsont221が初めて提唱したとされている[23]｡カスケード･モデル

の基礎にあるのは,｢乱流は,直径の異なる渦が混在して形成されている｣という措像である｡乱流では青
に同じ調子で流速場が乱れている訳ではなく,乱れの調子が時々刻々と変化し,しかも時折爆発的な乱れが

観測される｡カスケード･モデルは,この間欠現象を表現するものとして導入された様である｡格子を通過

した層流は,まず格子の網目サイズ程度の直径を持つ渦を形成し,下流に行くほどより小さい渦を形成しな

がら充分発達した乱流へと成長する (図2)｡この状況を記述するために,次々と生成される渦のサイズを

e免-ein6和 6免-6-n(免-0,1,2,-), 6>1 (1 ･1)

と置く｡ただし,兎はカスケードのステップ数を表す｡e元=｡-einは格子の網目サイズ,したがって,最大

渦の直径である｡以下では,主に∂=2を採用する｡これは,次々と生成される渦の直径が順次半分になっ

て行くことを表しているが,実際も土どうなっているかは実験結果を解析して初めて判定できることである｡

乱流のエネルギー ･カスケードは,渦の直径の逆数を波数の目安として3つの領域に分けて議論すると便

利である (図3)｡格子の網目サイズein程度の波数領域 (図3の領域Ⅰ)は,そこが乱流系へのエネルギー

注入源であるので,エネルギー注入領域 (energyinputrange)と呼ばれる｡渦の直径がein≫e元≫ 11を

満たす領域 (図3の領域ⅠⅠ)は,散逸の影響が無視できる領域で,慣性領域 (inertialrange)と呼ばれる｡

そこでは,渦のエわレギーは順次小さい渦へ受け渡されてゆく｡渦の直径が小さくなりTl程度になると散

逸の影響が無視できなくなり,乱流系のエネルギーは熱となって系外に放出される｡この領域 (図3の領域

ⅠⅠⅠ)は,散逸領域 (dissipationrange)と呼ばれる｡

さて,エネルギー･スペクト)i,の観測結果 (図4)に現れる乱流に普遍的な傾斜-5/3を説明するに当たっ

て,Kolmogorovは次のような仮説を立てた[1]｡

1.普遍的な傾斜が現れる慣性領域 (ei｡≫e元≫ r7)では,異なる直径の渦が,それぞれ,ぎっしりと空間
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図2‥Homogeneousturbulencebehindagrid[23】(PhotographedbyT.CorkeandH.Nagib).

(3次元を想定)を埋めている｡したがって,単位体積中の直径e免の渦の数は,63元の割合で増える｡

2.エネルギー注入領域 (e元～ein)で注入されたエわレギー (単位時間,単位質量あたりのエネルギー注

入率を亡とする)は,慣性領域では,順次小さい直径の渦に受け渡されて行く｡熟となって系外へ散逸

するエネルギーはない｡

3.散逸領域 (e元～Tl)では,乱流のエネルギーは流体のずり摩擦 (動粘性係数をl/とする)により熱に

変換され散逸する｡

まず,3番目の仮説より,散逸領域ではエネルギー注入率Cと動粘性係数l/が重要な働きをすると考えられ

る｡ところで,これらの物理量の次元は,

le]諸 , 障 害

である｡この2つの量で長さの次元を作ると,散逸領域の長さのオーダーを与えるりが

7-(誓)1′4

(1･2)

(1･3)

と求まる○これは,Kolmogorovスケール (Kolmogorov散逸長)と呼ばれる｡次に,1番目と2番目の仮

説より,慣性領域での物理量は,渦の直径e元とエわレギー注入率eのみに依存すると考えられる｡そこで,
単位質量あたりの流体の運動エネルギーに対して

主立 〈uα(- ),-L∞dkEk, (1･4)α=1

により定義されるエネルギー ･スペクトルEkの表式を求めてみよう｡なお,ここでの平均 (-･)は,時間

平均や空間平均など適切な平均がとられているものとする｡kは渦に特徴的な波数で,

k-左
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た

図 3:Therangesintheenergycascade.Ⅰ:Energyinputrange,II:ⅠnertialrangeandIII:Dissipation

range･

にて導入する｡運動エネルギーの次元がL2/T2なので,エわ レギー ･スペクトルの次元は

L3
lEk]- 申 (1･6)

となる｡これより,慣性領域では[1]

Ekα ｡2/3k~5/3 (1.7)

となることが分かる｡これはKolmogorovスペクトルと呼ばれ,図4の傾斜を良く再現している｡波数kの

渦に特有な時間Tkは,

Tk∝亡~1/3k-2/3 (1.8)

となることも分かる｡これより,小さい渦ほど早く消滅することが分かる｡なお,渦の寿命は,渦の歪みや

渦同士の衝突などで決まると考えられる｡

Kolmogorovスペクトルは,以下のような直感的な考えでも導出できる[24〕｡直径がe免～e兎+de免の渦
が持つ単位質量あたりの運動エネルギーを

E.ll-/nf市 dkEkC(6uZ, (1.9)

で定義する｡ただし,kh-en=1,と置いた｡また,6uhは,この渦の周辺の回転の速さの目安である｡これ

より,渦が一回転するのに要する時間の目安は

t元- 蓋 (1･10)

で与えられる｡これは･直径が～e元の渦が持つ運動エわ レギーが,直径 ～e石Tの渦へ受け渡すのに必要

な特性時間 (寿命)と解釈される｡すると,直径～e元の渦から直径～牡汀への単位時間 ･単位質量あた
りのエネルギー輸送率亡元は,

e兎～警 ～ 豊 里 (1･11)

で与えられることになる【24]｡カスケードの各ステップ (例えば,兎番目のステップと呼ぶ)で渦は2個
(6-2)に分裂するが,それにより,単位質量あたりのエネルギー輸送率e兎で,サイズe元の渦からサイ

ズe前 了の渦へエネルギーが受け渡されると考えるのである｡
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1971);130homogeneousshearflow(Champagneetal.1970);170pipeflow(Laufer1954);282boundary

layer(Tielman1967);308wakebehindcylinder(Uberoi良Freymuth1969);401boundarylayer(Sanborn

&Marshall1965);540gridturbulence(Kistler良Ⅵebalovich1966);780roundjet(Gibson1963);850

boundarylayer(CoantiC&Favre1974);2000tidalchannel(Grantetall1962);3180returnchannel(CAHI

Moscow1991);1500boundarylayer(Saddoughi&Veeravaui1994);600boundarylayer(Saddoughi&

Veeravalli1994).Theline,shiftedforbettervisibility,describesHeizenberg'senergyspectrumgivenby

(2.69)withK0-2.0.
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ところで,散逸の影響が軽視できる慣性領域 (Pin≫ e元 ≫ 77)では,定常状態の渦のエネルギーは小さ

い渦へ順次e元で受け渡されることになる｡ここで,｢e免が兎によらず一定である (e元-e)｣と仮定しよう｡

これを(1.ll)に代入すると,

6uh ～(eeh)1/3,E元～(eeh)2/3

を得る｡(1.9)より,Kolmogorovスペクトル

Ek～Ehkn=1-C2/3k-5/3

が得られる｡さらに,(1.12)を(1.10)に代入すると,

t元～e-1/3e㌘3

(1.12)

(1･13)

(1.14)

を得る｡これは特性時間Tk,(1.8),を与える｡ここで,tdhiss ～e2h/Uにより,粘性による散逸時間を定義

し,条件t元-tdhissを(1.14)に用いると,慣性領域内の最小の渦の直径の目安であるKolmogorovスケー

ル77が得られる｡

m次の速度構造関数 (速度揺らぎのモーメント)のスケーリング指数(mを

((監 )帆)-(a)'m (1･15)

で定義する｡ただし,先に述べたように,平均 (-)は適切なアンサンブル平均をとるものとする｡実は,

この平均を如何なる分布関数でとるかがこの講義の中心課題である｡(1.12)の第1式を用いると,K41で

のスケーリング指数が
1

(m=言m
で与えられることが分かる｡

(1.16)

2 発達乱流の基礎方程式

2.1 非圧縮性流体

2.1.1 実空間

一般に,流体系は,連続の方程式とNavier-Stokes(ナヴイエ ･ストークス)方程式を満たす｡連続の万

程式は,

雷 +孟 (Nap)-0, (α-1,2,･･･,a) (2･1)

で与えられる｡ただし,P-P(x)は質量密度 (massdensity),uα-uα(I)は流速場のα成分,dは空間
の次元を表す｡d+1次元ベクトルx-(x～,i)を導入した｡Navier-Stokes方程式は,

誓 +品 j;p-pfα

露β-露β(I)-puαuβ+PαP,

pαβ- pαβ(I)-256αβ一行

-341-
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Jα-fα(I)は単位質量あたりの外場,P-i(I)は流体の圧力,がま粘性率 (viscosity)であるo繰 り返し
の添え字は,和をとるものとする (たとえば,A-Bα-∑三=lAαBα)0
さて,非圧縮性流体では質量密度が一定である:〟-一定｡このとき(2.1)より

∂㍑α
- =0
∂xα

となり,Navier-Stokes方程式(2.2)は

∂uα ∂ ∂2uα

五 ･ u β芸 一房 P 小 石;両誘 ･ Jα

(2.5)

(2･6)

となる｡ただし,P-i/pと,動粘性率 (kinematicviscosity)U-射pを導入した｡ベクトル記法では,
(2.5)と(2.6)は,それぞれ

膏 ･u--o (2.7)

冨 ･(u-･i)u･-一号p･〝∇2u- (2･8)
･･･■

となる｡ただし,以下,主に外場のない場合を扱うので,I-0と置いた｡渦度 (vorticity)LJ--膏×u-Lこ
対する方程式は,(2.8)より

雷.膏 × (W-×u-)-〝∇ 2wl (2･9)

で与えられることが分かる｡

特徴的な速度場の大きさをu,速度場が変化する特徴的な距離をLとすると,対流を表すNavier-Stokes

方程式(2.8)の左辺第2項と,散逸を表す右辺第2項は,それぞれ,u2/L,Z/u/L2と見積もれる｡これら
の比

(2.10)

はReynolds(レイノルズ)数と呼ばれ,流体の状態を表す無次元量である｡

Navier-Stokes方程式(2.8)は,速度 百で動 く慣性座標系に移っても不変である｡つまり,Galilei変換

-･● -･･■
tlt'-i, 言うxJd-3-+Ut, u-ぅu'～-u.+U

の下で,(2.8)は不変である｡
また,Navier-Stokes方程式(2.8)は,尺度変換 (scaletransuformation)

(2･11)

xllx-I-入x-,u-ぅu-I-入α/3u-,tJi'-入1~α/3t,pうP'-入20/3p, l/→L,I-入1+α/31/ (2.12)

に関しても不変である｡ただし,αは任意の実数である｡この際,Reynolds数が不変であることは注意を

要する｡映画などで模型を使って特殊撮影をする際,模型の戦艦を海の水に浮かべたのではReynolds数が

変化してしまい,観客に特殊撮影が見破られてしまう｡そこで,Reynold数を不変にするような溶液 (油な

ど)に浮かべて特殊撮影をするのである｡

ところで,発達乱流の解析で利用する尺度変換は,

x-1 x-I-人x-, u-1u-′-入α/3u-, tうt'-入1- α/3t,pJp'-入2α/3p (2.13)

である[26,27]｡ここでは,動粘性係数〝を変化させない｡これは,｢発達乱流状態では,見る尺度を変えて
も流速場の様子が変わらない｣という観測事実を表現するために,尺度変換不変性を利用するからである｡

同じ流体でこの性質が観測される訳で,動粘性係数は当然同一である｡尺度変換(2.13)でNavier-Stokes方

- 34 2 -
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程式(2.8)が不変になるのは,〟-0,つまりReynolds数が無限大のときのみである｡実は,発達乱流状態

が実現するのは,Reynols数が充分大きい場合である｡したがって,尺度変換(2.13)を以下で用いる際,高

Reynolds数 (Re≫ 1)の場合を想定し,また実質的にl,-0と考えてよい慣性領域での議論に用いること

とする｡

2.1.2 Fourier空間

流速場のFourier変換を

ua(x)-/k_u:(i)e-ik-･i,/k_-/ddk
により導入する｡逆Fourier変換は

u;(i)-壷/x_ua(I)eik-･言

(2.14)

(2.15)

で与えられる｡他の物理量のFourier変換も同様に導入すると,非圧縮性(2.5)とNavier-Stokes方程式(2.6)

は,それぞれ,

kau;(i)-0, (2･16)

孟um)-一明 (f)十ikap踊 +i/p_炉 (k-守 一ql,uE-(i)榊 ･fk-a (2･17)

となる｡

(2.17)にikαをかけαについて和をとり,(2.16)を用いると,

pk-(i,--/p./_筈6(k-- ql,ug(t榊 +仰 , (2･18)

を得る｡つまり,非圧縮性流体では,圧力を流速場 (と外場)で記述できることが分かる｡これを代入して

圧力を消去すると,(2.17)は流速場のFourier成分に対する非線形微分積分方程式

孟榊 --瑚 (申 i/p_/_Mk･aP76(k～- q-,ug(岬 )十耶 (り (2･19)

となる｡ただし,

Mk･Qβ, - ;(kβD言7十kTD;P) (2･20)

D冨β-6αβ一票 (2･21)

を導入した｡kαD竺β-Oより,D冨βが横波の成分を取り出す演算子であることが分かる｡この演算子は,k
射影演算子の性質

Dk:βDET-D冨β (2･22)

を持つことが確かめられる｡(2.19)の右辺第3項では,外場の横成分だけが寄与していることが分かる｡

2.2 エネルギー収支とエネルギー輸送率

流速場の相関関数

Qαβ(I,x')-((ua(I)-Uα)(uP(3'ト Uβ))-(ua(I)uP(x'))-UαUβ,Uα-(ua(I)) (2.23)
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を考える｡ただし,(･-)は,発達乱流に適切なアンサンブル平均とする｡簡単のため,平均流速か ま空間

的にも時間的にも一定であると仮定する｡

平均流速百に乗った座標系では,発達した乱流系は一様 (homogenious)であると仮定する｡その場合,

相関関数はx--x-1の関数となる :Qαβ(g-xl/;i,t')｡このとき,

i eik-･cl'ik-'･xTlua(x)uβ(I,))Jr-Jfl

/iLeik病 ik-'･i′(Qαβ(g一柑 )+UaUP)

(ui(i)us,(t'))-毒 /
1
(27T)2d
-Q冨β(i,t')6(k-+k-I)+UαUP6(k-)6(k-I)

となる｡したがって,

Q;P(i,t')-志 くくu;(i)up-k-(t'))- UαUP6(k-)6(-k-))- 岩 戸 /ieik-･iQαP(i;i,n
である｡また,

QαP(x-･･i,畔 上e-ik-･iQ;β(i,i,)-志 /_e-ik-1i(u;(i)uP_A-(i,))-UaUβ

を得る｡平均流速の運動エネルギーを差っ引いた単位質量あたりの流体の運動エネルギーは

去(uα(函 α(輔 一幸 QUα-喜Qαα(頼 )-義 /-(ui(i)ua-k-(i/))一芸UαU α

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2･27)

で与えられる｡

ここで,｢平均速度百に乗った系では,発達した乱流系が等方的である｣と仮定する｡このとき,2時間

相関関数 (ui(i)uP_A-(t'))-UαUPEま

(u;(i)u竺k-(tI)ト UαUP-6(0)Dk!βqk(i,t')

の形に書ける｡ 1 同時刻相関関数

Q㌘(i,i)-誌 くくu;(i)up_i(i)ト UαUP)
は,

Q冨β(i,i)-Dkeβqk(i), qk(i)-qk(i,i)
で与えられるので,(2.27)より

喜〈uQ(I)uQ(I))一言UαUa-;頼 q"i)-呈 上q"i)-呈 L∞dkEk(i)
1等方的な場合,この2時間相関関数の一般系形は

(u;(i)up_A-(t')ト UQUβ-6(0)(6Qβqk(i,t′)+kαkβrk(i,t'))
で与えられる｡さらに,ここでは非圧縮性流体を扱っているので,(2.16)より

kQ(u;(i)uP_k･(t′))-6(0)kβ(qk(t･t′)+k2rk(t･t′))-0

となり,

rk(i,t′)--
qk(i,t')
k2
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(2.28)

(2.32)

(2･33)

(2.34)

(2･29)

(2･30)

(2･31)
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Ek(i)-Dkqk(i),

Dk -
7Td/2d

r(1+d/2)
kd-1

を得る｡ただし,

と置いた｡r(x)はガンマ関数である.特にnが正の整数のとき,

I'(n+1/2)-
(2n+1)!!7Tl/2
2n

(2.37)

となる｡

(2.19),(2.28)より,

孟qk(i)--2uk2q"i)･か -/p_/_Mk-aPT6(k-･pT十弼 叫 佃 (附 加 かkr(u;f二打 2･38)

となり,これより

孟瑚 )--2鵬 (i)･sHt).Ik(i) (2･39)

を得る｡ただし,

S"i)- か -/p_/_DkMk-aP76(k-I- (u;(i)ug(i)刺 ), (2･40)

･"i)-志 紀e昭 7(uiflk-) (2･41)

は,それぞれ･エネルギー輸送項とエわレギー注入項である｡前者の被積分関数(ua_A-(i)ug(i)u:-(i))は,モー
ド間の結合 (mode-modecoupling)を記述している｡なお,況e,9mは,それぞれ,実部,虚部のことで
ある｡エネルギー輸送項は

dkSk(i)-0

孟上∞dkE"i)--2〝L∞dkk2瑚 )･e

e=
､(､､

を満たすので,

を得る｡ただし,

(2.42)

(2.43)

dkIk(i) (2.44)

は,外場によって単位時間に単位質量あたり注入されるエネルギー (エわレギー注入率)である｡(2.43)は,

単位時間当たりの乱流系のエネルギー変化は,散逸によって失われる部分と外場によって注入される部分に

よって記述されることを表している｡

特に定常状態では(2.43)の左辺がゼロとなるので,外場によって系に注入されたエネルギーがすべて散

逸によって系外に放出されることが分かる｡このとき,

E=21J.(､
を満たす｡定常状態では,Ekは時間に依存しない｡

dkk2Ek

- 3 4 5 -

(2･45)
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2.3 Tbylorミクロ長Reynolds数

エネルギー ･スペクトルにおける波数の拡が りの程度を見積もる量として,Taylorミクロ長 (Taylor

micro-scale)Ai

1_Iowk2Ek
l2IIocm kEk

で定義すると,(2.45)より,

e- 3U(; ) 2

を得る｡ただし,

L∞ dkE k-言u2
と置いた｡

Taylorミクロ長Reynolds数 (Taylormicro-scaleReynoldsnumber)R人は

R入=史
lノ

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2･49)

で定義される｡R人とReynolds数Reは,以下の考察により関係づけられる｡直径L-e｡(例えば,乱流
を発生する格子の網目のサイズ)の渦の円周上の回転速度をu-6uoとする｡この渦の周辺が 1周するの

に要する時間
7TL

T= (2.50)u

は,この渦が,より小さい渦に緩和する特徴的な時間を与えるものと考えられる｡今,サイズLの渦にエネ

ルギー3u2/2が注入されたとしよう｡この渦は,特徴的な時間T-toの間に,より小さい渦へエネルギー

3u2/2を受け渡 して緩和するので,エネルギー輸送率 Cは

3㍑2/2
亡= ~

丁

と評価できよう｡これに(2.50)を代入すると

3u3
f= 一一一二
27rL

が得られる｡(2.47),(2.52)より亡を消去すると

入- (誓 ) 1′2

となるので,(2.49)からReynolds数との関係

R2̂-27TRe

が得られる｡比例係数27Tは,乱流系の入れ物の形状などにより多少変化する[28]｡

(2･51)

(2･52)

(2.53)

(2.54)

2.4 Heisenbergの乱流理論

Heisenbergの乱流理論 [29,30]とは,(2.35)のエネ)i,ギー ･スペクトルEk(i)に対する方程式 (2.39)

孟EJt)- -2uk2EHt)ISHt)
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と,Sk(i)に対する条件(2.42)のみで乱流を扱おうというものである (前期乱流理論と呼ばれることもあ

る)｡ただし,ここでは,慣性領域でのエネルギー流出,すなわち,緩和乱流としての考察を行うので,エ

ネルギー注入領域のみで利く外場項は除いてある｡(2.55)をOからkまで積分すると,

孟上kdk'Ek,(i)--2(U十L,k(i))Hk(i)
を得る｡ただし,kは慣性領域内の波数とし,

Hk(i)-
である.また,乱流粘性uk(i)を

Lksk,(i)

dklkl2Ek,(i)

--2uk(i)Hk(i)

で導入した｡Sk(i)に村する条件 (2.42)と(2.58)より,

l/∞(i)-0

(2･56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

を得る｡

ここで,乱流粘性は,kより波数の大きい領域がkより小さい波数領域に与える影響を記述するものと解

釈するOつまり,波数とエネルギー ･スペクトルのみに依存するある関数F(k',Ek′(i))を用いて,

I,A.(t)-/k∞dk'F(k/,Ek,(i))
と表せると仮定するのである｡次元解析より

lF]-冒

が分かるので,F(k/,Ek,(i))の関数形が

F(k,Ek(i))-Ak-3/2Ek(i)1/2

と判明する｡

さて,定常状態を考えるとすると,慣性領域内の波数kに対しては

孟JkdkIEk,- -e

であるので,(2.56)は

孟-2U+2A/∞dk,k,13'2EL,'2
と書き直せる｡これをkで微分し,(2.57)から得られる関係式

% -k2Ek

を利用すると,けっきょく,

塾 等 k-5Hkdk
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を得る｡(2.59)から得られる境界条件

Hk→∞-

の下にこれを解くと,

Hk-(孟 )1′3k4,3ll･品 (kq,4]-1′3

となり,(2.65)より,最終的にHeisenbergのエネルギー ･スペクトル

Ek-Ko(eu5)1′4(kn,15/3[1+響 (kn,4]-4′3

が得られる｡ただし,

Ko-(;)2'3
と置いた｡図4に,K0-2.0とした場合の(2.69)を実線で記してある｡
慣性領域ではk77≪1が成立するので,(2.69)は

Ek-Ko(eu5)1/4(kn)-5/3

(2.67)

(2･68)

(2･69)

(2.70)

(2･71)

となる｡これは,K41エネルギー ･スペクトル (1.7)と一致している｡一方,散逸領域ではkrl≫ 1が成

立しているので,(2.69)は

Ek-(言)4客 (k7,-7

となる｡

(2.69)により,定常状態での乱流粘性L,たは

uk- U ( [(a )3 計 1] 1′3 - 1)

と求まる｡

(2･72)

(2･73)

3 マルティフラクタル入門

3.1 フラクタル

図5の三幅対 (triadic)Koch曲線が占める空間の次元を調べてみよう｡初め (n-0)の線分の長さL｡
を1とする:L｡-1｡第n番目ステップでの1辺の長さ6nは

6n-6-n,6-3,

辺の数Nn は

であるので,このときの全長は

Nn-4n

Ln-Nn6n-
となる｡したがって,nJ ∞ の極限で,この長さは発散する｡
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図5:ThetriadicKochcurve.

ここで,全長がLnの ｢曲線｣が,実は,D次元の ｢体積｣1D の領域を占めていると考えてみよう｡こ

れを,1辺が6nのD次元の ｢箱｣で覆うために必要な箱の数が

･n-諺-6n-D-3nD

であると見なすのである｡(3.2),(3.4)より

D-震 -1･26

(3･4)

(3.5)

を得る｡つまり,三幅対Koch曲線は,nう ∞ の極限で,1.26次元の空間を占める存在になっていること

が分った｡nう ∞ の極限で全長が発散したのは,｢D(>1)次元の領域を巾のない直線で塗りつぶすことが

できない｣ことの現われだったのである｡

次に,図6上段のSierpinskiの三角形ガスケットを調べてみよう0Sierpinskiの三角形ガスケットの初め

(n-1)の一辺の長さを1とすると,nステップ目 (n-1,2,-)の三角形一辺の長さは

6n-6-n, 6-2,

その数は

Nn-3n

なので,面積snは

sn-NnS ま-誓 (芸)和

で与えられる｡ n1 ∞ の極限で,この面積はゼロとなる｡

-349-
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▲ ム▲▲AA
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図 6:ThetriangularSierpinskigasket(above)andtheSierpinskicarpet(below)･

ここで,面積Snの ｢黒三角形｣が,D次元の ｢体積｣lDの領域を占めていると考えてみよう｡これを,

1辺が6nのD次元の ｢箱｣で覆うために必要な箱の数が

･n-諺-6n-D-2nD

D-崇 -1･58

であると見なす｡(3.7),(3.9)より

(3t9)

(3.10)

を得る｡

図6下段のSierpinskiカーペットでは,カーペットの初め (n-1)の一辺の長さを1とすると,nステッ

プ目 (n-1,2,･･･)の四角形一辺の長さは

6n -6In, 6-3,

Nn-8n

Sn-Nn63-

その数は

なので,面積Snは

(3･11)

(3.12)

(3.13)

で与えられる｡やはり, nう ∞ の極限で,この面積もゼロとなる｡

ここで,面積snの ｢黒四角形｣が,D次元の ｢体積｣1Dの領域を占めていると考えてみよう｡これを,

1辺が6nのD次元の ｢箱｣で覆うために必要な箱の数は

1D

Nn-密 -6n-D-3nD
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である｡(3.12),(3.14)より

D- 震 -1･89 (3･15)

を得る｡

sierpinskiのガスケットとカーペットの見た目での ｢黒っぼさ｣を,フラクタル次元(3.10)と(3.15)の大

小との関係で味わってみると,フラクタル次元の有用性が分かるであろう｡

3.2 二項式乗法過程

N佃の点が線分S-[0,1]にばら撒かれているとする｡これらの点の分布を知るために,線分Sを2n個
の領域に等分する｡各領域の長さは6n-2~nである｡領域に左から順番に番号i-0,1,2,- ,2n-1を

ふっておく｡点の分布は,i番目の領域に入っている点の数Niにより,解像度 6nで特定できる｡ i番目の
領域に入っている点の数の割合

pn(i)-砦
は,規格化 2n-1

Epn(i)-1i=0
を満たし,i番目領域に点を見つける確率を与えるO集合

Jun-(pn(i)だ.-1

(3.16)

(3.17)

(3･18)

が与えられると,この解像度での点の分布を完全に知ることになる｡

二項式乗法過程 (binomialmultipricativeprocess)を例にして,マルティフラクタル手法の解説を行う

[31】｡まず,最初の過程で,Sが長さ61の2つの領域に分割される｡左側の領域には,点の総数の内pだけ

の割合の点が入るとする｡したがって,左側の領域に点を見つける確率はpl(0)-pである｡右側の領域に

は残りの点が入るので,そこに点を見つける確率は,pl(1)-llPとなる｡このとき,

Jul-(pn(i))i= ｡- (pl(0),pl(1))-(p, 1-p )

である｡乗法過程では,それぞれの領域の点の数を,次々に同様の仕方で分ける｡つまり,

(3.19)

Ju 2- tp2 (i)) ?=｡- (p l(0)pl(0),p l(0)pl (1),pl(1)pl(0),p l(1) p l(1)) (3･20)

JM 3- (p 3(i))f=｡

- (pl(0)pl(0)pl(0),pl(0) p l(0) p l(1),pl(0)pl(1)pl(0),p l(0)pl(1)pl (1),

p l(1)pl(0)pl(0),pl(1)pl(0)p l(1),pl(1)p l(1 )pl(0),pl(1)p l(1 )pl (1)) (312 1)

となってゆく｡この過程を繰り返すと,分割された領域は小さくなり,それぞれの領域の測度は少なくなっ

てゆく｡図7に,p-0･694,n-11の場合の確率pn(I)を載せた｡ただし,x-i6n(i-0,1,･･･,2n-1)
と置いた｡pn(I)は,n個の異なる値

FLn(E)-pl(0)kpl(1)n-A-lpE(1IP)11]n
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X

図7:Thecontentpn(x)ofacellasafunctionofthesegmentnumbers-i6n(i-0,1,･･･,2n-1)for
p-0.694inthecaseofn-ll.

をとる｡ただし,i-k/n(k-0,1,2,- ,n-1)と置いた｡pn(I)の値がpn(i)である個数Nn(i)は,

･n(i,-(:)-(Enn), (3･23,

である｡図7でpn(I)の最も大きい値FLn=11(10/ll)-0.0180はNn=11(10/ll)-1本,2番目に大きい値

pn=11(9/ll)-0.0079はNn=11(9/ll)-11本,などなどである｡

図8には,領域 【O,x]における累積測度Mn=11(I)を載せた｡ただし,累積測度は

諾･271

Mn(I)-∑ pn(i)
tl=1

で定義した｡確率の規格化(3.17)は,

1

Mn(x-1)-∑Nn(i)pn(E)-(pl(0)+pl(1))n-1
と-0

と書ける｡

長さFLn(E)がSに占める領域sn(E)は,単位線分の部分集合を構成する｡つまり,

S-Usn(i)
E

である｡部分集合Sn(i)のLipschitzIH61der指数α(E)とフラクタル次元f(E)を,それぞれ,

FLn(E)- 6na(E)

Nn(E)- 6n-I(e),

- 352-
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X

図 8:ThemeasureMn(I)forthebinomialmultiplicativeprocessforp-0.694inthecaseofn-ll.

にて導入する｡(3.22)と(3.27)の比較,および(3.23)と(3.28)の比較より

α(E)ニー[Elog2P+(1IE)log2(1-p)]･

f(E)ニ ー[Elog2E+(1-E)log2(1-E)],

が得られる[31]｡ただし,導出に当たって,Stirlingの公式n!-(27T)1/2nn+1/2e~n (n≫1)を利用した｡

確率pn(i)を有する小領域の位置を特定する座標x-i6nを,pl(0),pl(1)の引数0,1を利用して2進数表
示することを考える｡たとえば,(3.21)に掲げたJun=3の8つの要素pn=3(i)(i-0,1,･･･,7)の座標は,

x-(0･000,0･001,0.010,0･011,0.100,0.101,0.110,0･111) (3･31)

のように,小数点以下n-3桁の2進小数で与えられる｡これらの内,pn(I)の値がpn(i)である小領域

((3.27)より,α(i)でも区別される)の位置を与えるNn(E)個の座標点は,2進数表示の小数点以下のゼロの数

k(E-k/n)で分類されている｡これらの座標点が部分集合Sn(E)の要素を構成する｡S(E)-limn→∞Sn(E)
は,フラクタル次元f(E)の座標点を要素とするフラクタ)i,部分集合を成す｡

(3.29)と(3･30)より,フラクタル次元f(i)はαを用いると

I(α)-I(α(E))ニ ー
α+log2(1-p)._ー_α+log2(1-p)

log2(守 ) )̀b2 10g2(誓) Ilog2(誓 )▲)ら-2log2(守)
-α-log2P

.-α-log2Pl｡g2 ′.､′. (3.32)

と表せる.2αとEは(3.29)により,α-α(E)で 1対 1対応しているので,部分集合Sn(E)の性質はその
まま長さ

ILn(α)-6ncy (3.33)

2一般にf(E)とJ(ct)は異なる関数であり,本来ならば別の関数記号を用いるべきであるが,｢マルティフラクタル ･スペクトルに
関数記号 /を割り当てる｣という考えで同じ関数記号を用いることにする｡この慣習は,混乱のない限り,物理屋が日常的に使って
いるもので,その起源はおそらく熱力学にあると思われる｡本講義ノートでは,他の関数にもこの慣習を採用している｡
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0 0.5 1
f

図9:MultifractalspectrumI(i).

がSに占める領域Sn(α)へ焼き直せる｡Lipschitz-H61der指数αで分類される部分集合Sn(α)は,単位線
分の部分集合を構成する :

S-Usn(α)･ (3･34)
LI

S(α)-limn→∞Sn(α)は,フラクタル次元f(α)で単位線分に分布する座標点が構成するフラクタル部分
集合である｡また,Lipschitz-H61der指数αを持つ座標x-I(α)では

dM(I)dx = lim
Tlうくつ0
Mn(x(α)+6n)-Mn(I(α))

-nli-N6na-(OJ :;三三 (3･35)

となる｡したがって,M(I)-limn→∞Mn(I)は,α>1なる点では傾きが零,α<1の点は特異点となっ
ている｡累積測度M(I)は,Oから1への増加関数であるが (図8参照)ほとんどいたる所で傾きが零の
｢悪魔の階段 (Devil'sstaircase)｣なのである｡

1 1.5
α

図 10=MultifractalspectrumI(α)forp-0.694givingαmin-0･527andαmax-1･708.
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ここで,二項式乗法過程のn番目のステージに対する分配関数

zn,q--∑ Nn(E)pn(E)q--lpq-+(llP)qln
O≦∈≦1

を考える｡質量指数T(q-),および一般化次元 (R6nyi次元)Dq-を

zn,q-～6n-T(q-)～6tq--1)Dq-,

つまり

T(q-)-(1lq-)Dq-

にて導入すると[32,27],

･(q-)-log2lpqI+(1-p)ql

となる｡

-200 1100 0 100 200

q

図 11:GeneralizeddimensionDq-forp-0･694givingDq-=-∞-1･708andDq-=+∞-0･527･

I(α)とT(q-)は,6n10(nJ ∞)の極限で,

f(α)-αq-十T(q-)

α= -

q--

dT(ql

dqI

diii)
dα

を満たす｡(3.40),(3.41),(3.42)はLegendre(ルジャンドル)変換を構成 している｡

(3.41),(3.42)より,αとq-との関係

pqlog2P+(1-p)q-log2(1-p)
pq-+(1-p)q-

log2(1-p)+α
-log2p-α
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が求まる｡(3.29)より,p>1/2のとき,αminとαmaxが,それぞれ,

αmin- α(E-1)ニーlog2p-Dq-=+∞,

αmax- α(E-0)ニーlog2(1-p)-Dq-=-∞

で与えられることが分かる｡ただし,αminとαmaxは,

J(αmi｡)-∫(αmax)-0

により導入した｡なお,q-とEの関係は

q-=lnE-ln(1-i)
1np-1n(1-p)

of(α) lni-1n(1-E)

dα 1np-1n(1-p)

♂/(α) 1

で与えられる｡

(3.42),(3.48)より

さらにαで微分して

dck2 E(1-E)ln2

を得る｡これらより,

q-=廼更 =o
dα

なる点

E- Eo≡ 芸 , α-αo≡-log2P'1;g2(1-p)
で,∫(α)は最大値

J(αo)-丁(0)-1

をとることが分かる｡ただし,(3.38)と(3.39)を用いた｡さらに,(3.40)より

T(0)-po

であるので,(3.53)は

β0-1

(3.47)

(3.48)

(3･49)

(3･50)

(3.51)

(3.52)

(3･53)

(3.54)

(3･55)

を意味する｡一般に,部分集合β(α)のフラクタル次元J(α)の最大値かOは,測度の受け皿のフラクタル
次元を与える｡ここでは,測度は単位線分S-[0,1]全体で定義されているので,Doはその次元1となっ

ている｡ただし,部分集合S(αo)のフラクタル次元は1であるが,この部分集合に属する要素がS全体を
覆っているという訳ではなく,やはり,その部分集合を構成しているのである｡

一方,

なる点

では,(3.38)より

q-=更生=1
dα

E-p, α-α1

丁(1)-0,
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さらに(3.40)より

が成り立っている｡この点では,

より

も成り立っており,けっきょく

∫(α1)-α1

･q--一生姓 - Dq1-(1-増dq-

α1-8 1

D1--blog2P十(1-p)log2(1-p)】

(3･59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

を得る｡β1は一般に情報エントロピーと呼ばれるが,(3.62)の表式を見ると,これが二項式乗法過程にお
ける情報エントロピーを与えていることが見て取れる｡

ここで,長さ6nのある領域に注目したとき,αをα～α+dcyの範囲に発見する確率p(n)(α)daを求め

ておこう｡これは,フラクタル次元f(α(i))-I(E)の空間を埋め尽くしている長さ6nの領域の数Nn(i)と

線分Sを埋め尽くしている箱の総数6n-1との比で与えられるから,

p(n)(α)dα-∂㌃f(α(i))dα≡Pin)(E)dE

となる｡(3.30)を代入すると

pin)(i)-[2EE(1-E)llrn
と求まる｡なお,Eとαの関係は(3.29)で与えられているo

4 乱流のモデル

今考えている乱流系のReynolds数Reは,

Re-響-(箸)4′3

(3.63)

(3.64)

(4.1)

で与えられる｡ただし,申ま(1･3)に定義されたKolmogorovスケールll],Cはエネルギー注入スケールein

へのエネルギー注入率である｡これより,Re≫ 1は-ein≫Tlを意味していることが分かる｡つまり,高

Reynolds数では慣性領域が広いのである｡距離en離れた2点間での流速場ulの1成分uの揺らぎ

6un-lu(･+en)-u(･)I

が速度揺らぎの定義であるが,これを利用して

6uin-tu(･+Pin)-u(･)l

を導入した｡距離en離れた2点間での圧力差を質量密度で割った

6pn-lp(･+en)-p(･)I
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も重要な測定量である｡距離の測定は,離散的な単位

en-6neo (4.5)

で行なう｡ただし,∂n-6~n(n-0,1,2,･･･)である｡以下では,エネルギー･カスケード･モデルのときと
同様に,主に6=2として扱う｡非負の整数nを ｢マルティフラクタル深度｣と称する｡なお,実験の解析

ではnを非負の実数として扱うので,実質的には距離の測定は連続的に行われる｡ただ,ここではカスケー

ド･モデルとの概念的な整合性をとるために,便宜上,(4.5)の離散的な単位で距離を測定するとして議論を

進める｡ところで,マルティフラクタル深度nは,エネルギー ･カスケード･モデルにおけるステップ数元

と関係づけられる｡エネルギー･カスケード･モデルでは,直径rの渦のステップ数元は兎ニーlog2(r/Pin)

で定義される｡r-enを代入すると元とnの関係

元-n-log2(eo/Pin). (4.6)

が得られる｡

さて,乱流粘性に比べて動粘性 〝の影響が無視できる高Reynolds数状態Re≫1では,尺度変換(2.13)

に対して,非圧縮流体を記述するNavieトStokes方程式(2.8)は不変であった｡この尺度変換不変性より

処 =6na/3,
duo

監 -6Sa'3,

を得る｡また,(1.ll)と(4.7)より,
fp1-6nQ-1亡

も得られる｡ただし,e-tin-e｡と置いた｡なお,尺度変換に現れる指数αは任意の実数である｡

(4･7)

(4･8)

(4.9)

4.1 log-normalモデル

K41では,エネルギー輸送率enがnに依らず一定値 Eをとるものとして解析した｡乱流の間欠性を取り

入れるために,enの揺らぎを初めて考慮したのがlog-normalモデルである[19,20,21]｡慣性領域では散逸

の影響は利かないので,エネルギー保存より,エネルギー輸送率の平均値はエネルギー注入率 Eと一致する

はずである :

(en)-e･ (4.10)

それでは,如何なる分布関数で平均操作 (-･)をとるべきなのであろうか?そこで,直径がen_1の渦が受け

取ったエネルギーのうちのどの程度の割合がenの渦へ受け渡されるかを示す量en/en_1(n-1,2,-)を確
率変数として採用してみよう｡なお,この確率変数の変域は[0,∞】とする｡各nに対するこの変数が互い

に確率的に独立で,平均値が 61-6E,分散が J2の共通の分布関数を持つと仮定する｡このとき,n≫1に

対して,確率変数

去妄 lnた ま In㌢ -近(1-α)ln6CT

の分布は,中心極限定理により,正規分布 (Gauss分布)

p(n)(α)dcに
n
盲謡 e-n(a-a)2/2g2da
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となるはずである｡ただし,(4.ll)の最後の等号で(4.9)を用いた｡αの変域はト∞,∞]である｡

変数 en/Cの分布関数pE(n)(en/e)を

pe'n'(㌢)d(㌢)-P'n)(α)da
で導入すると,

pe'n'(?)-
(ln(en/e)-n(1-6)ln6)22n(Jln6)2

を得る｡

エわレギー輸送率のq-次のモーメントは

((‡)守)≡L∞d(?)(㌢)すpe'n'(ラ)
-6n-(i-丘)qLq21n(6)q12/2

(4.13)

(4･14)

(4･15)

となる｡ところで,エネルギー輸送率の平均値は,エわレギー保存則(4.10)を満たさなければならない｡ま

た,間欠性指数〃は

((㌢)2)-Sn-P
で定義される｡(4.10)と(4.16)を(4.15)に適用すると

6-1+誓 02-志
を得る｡これより,(4.15)は

((yI)-6n-Pq-'q--1''2
となる｡

(4.7)と(4.9)より

((監)m)-6n-/3((‡)m′3)

(4･16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

となることが分かるので,(4.18)を代入すると,(1.15)で導入された速度構造関数のスケーリング指数が

1
(--言m一芸m(m-3)

と求まる｡また,(1.9)より,log-normalモデルでのエわレギー ･スペクトル

Ekak-((2+1)-k-5/3-p/9

を得る｡K41からの補正が-〟/9で与えられている｡

(4.20)

(4･21)

4.2 βモデル

βモデルでは,小さい渦ほど空間 (次元をdとする)を占める体積が減少するとし,直径がenの渦の体
積密度をpn (≦1)と置くことを提案した[24]｡カスケードの各ステップ (n-1,2,･-)で,直径en_1の
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渦が直径enの渦を平均 N個発生するとしよう｡直径en_1の渦 1個が占める領域の内,直径enの渦が占
める領域の平均の体積がNeま/eま_1-N6~dで与えられるので,直径enの渦の体積密度は

pn-(N6~d)n (4.22)

と求まる｡ただし,エネルギー注入サイズの直径e｡の渦の体積密度をβ｡-1とした｡直径enの渦は直径
en_1渦に埋め込まれ付着していると仮定している｡渦が埋め込まれているフラクタル次元をDpとすると,

N は体積e禁 1中に入る体積eE'βの箱の数であるから

N=監 = 6Dβ

enDp

となり,

pn-6n(Dβ~d)

が得られる｡

(1.ll)を使ってエネルギー保存則を書き下すと

(en)-pn2 - e

となるので,

6un-(%)l'3
を得る｡(4.24)を代入すると

空也 = Gil-a+Dp)/3
61Lo

となる｡

ここで,フラクタル次元Dβと間欠性指数FLとの関係を求めておこう｡(1･11)より

(C2n)-pn(%)2-e26nDp-a
となる｡ただし,第2等号で(4.26)を用いた｡間欠性指数の定義 (4.16)との比較により

p-d-Dp

が得られる｡これより,

･-6d-p, βn-6だ, 監 - ail-p'/3

を得る｡

m次の速度構造関数は

((監)m)-βn(監)m-6S･-'1-p''3
となるので,スケーリング指数

･--喜--〟(左肘1)
を得る｡エネルギー ･スペクトルEkの傾きは

5 1

-((2+1)- 一 言 一 言P

となり,βモデルにおけるK41からの補正は-〟/3であることが分かる｡
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4.3 pモデル

pモデルでは,｢エわレギー ･カスケードの各直径の渦が,そのエネルギー輸送率enの違いによって分類
すると,同じ直径の渦どうLでマルティフラクタルに空間を占めている｣と仮定することで乱流の間欠性を

説明しようと試みた[32,27]｡その考えのエッセンスは以下のものである｡αとenは,en≠0のとき,(4.9)

より

･-篭 誓 +1 (4134)

で関連している｡空間 (d次元,体積eg)を体積ednの箱で隙間なく埋め尽くすと,その数は6n-dである｡
そのひとつの箱に注目したとき,そこでen/Eが,零と異なる,en/e～en/e+d(en/e)の範囲の値を持つ渦
を発見する確率pe(n)(en/e)d(en/e)は,

pe'n)(㌢)a(㌢)pe'nni.-P̀n)(α)da (4･35)

で与えられるとする｡ただし,pE(nn!｡は,選んだ箱がe≠Oを満たしてる確率である｡これは,en≠Oの箱

が占めている空間のフラクタル次元Doでの箱の数6n-Doとすべての箱の数6n-dとの比で与えられる:

pf(nni｡- cl軒 Do (4.36)

一方,αで特徴づけられる渦は,フラクタル次元 fd(α)で空間を占めているとする｡注目している箱に

α～α+daの範囲の値を持った渦を見つける確率は,フラクタル次元fd(α)の空間を埋め尽くしている箱

の数6n-fd(α)とすべての箱の数6n-dとの比で与えれると考えると,

p(n)(α)da-C2(α)6㌃ fd(α)dα

となる｡(4･36)と(4.37)を(4.35)に代入すると,けっきょく,

pe'n'(㌢)-芸鑑 三 6nDo-fd(α'

(4･37)

(4･38)

が得られる｡ただし,αとen/eの関係は(4.34)で与えられる｡以下,規格化係数C2(α)のα依存性は無視

できるものとして考察を進める｡

エわレギー輸送率のq-次モーメントを計算すると

( (㌢)す)≡ L ∞ d (ヨ (空 )すpE'n'(ラ)～ 6n- Td(q-'･D o- q-

となる｡ただし,質量指数Td(qlとfd(α)はLegendre変換,

fd(α)-αq-+Td(q-),

α=-

q--

dTd(q-)

dq-1

a/d(α)
dα

(4･39)

を満たす[27]｡以下,流速場 1成分の時系列データ解析を想定し,d-1の場合を考察する｡fd=1(α)-I(α),

Td=1(ql-T(昏)と置くと,Legendre変換(4.40),(4.41),(4.42)は,それぞれ,(3.40),(3.41),(3.42)とな

る○このとき一般化次元Dq-は(3･38)にて定義される｡
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確率の規格化より

丁(0)-80-∫(αo)

を得る｡また,エネルギー保存 (4.10)より

T(1)-80-1

となるが,(3.38)より一般にT(1)-0であるので,フラクタル集合の受け皿次元が

80-1

と求まる｡さらに,間欠性指数の定義 (4.16)より

FL-T(2)-Do+2-1+T(2)-1-D2

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4･46)

が得られる｡ただし,第2等号で(4.45)を代入し,第3等号ではT(2)ニー82を用いた○(4.19)に(4.39)

を用いると,m次のモーメント速度構造関数のスケーリング指数は

<--1-T (? )

で与えられることが分かる｡因みに,エネルギー ･スペクトルの勾配は

-((2+ 1)- T
(蛋)
-2

(4.47)

(4.48)

で与えられる｡

pモデルでは,P(n)(α)として二項乗法過程の(3.63),(3.64)を採用した｡つまり,質量指数は(3.39)で

与えられる｡(4.46)より,pと間欠性指数pの関係

p-(1･(2P-1)1'2)/2
が得られる｡これより,質量指数 (3.39)が間欠性指数の関数として求まる :

･(q-,- log2 [(1･ (2P- 1 )1/2)q- I (1- (2PJ ,I/2) ql - q-.

また,速度構造関数のスケーリング指数は

(4.49)

(4･50)

･--計 1 -10g2 [(1･ (2p- 1,I/2)m'3･ ( 1 - (2p- 1,1'2)m ' 3 ] (4･51)

となる｡エネルギー･スペクトルの傾斜の補正は･-1+log2[(1･(2P-1)1′2)2/3+(ト (2PJ )1′2)2′3]
である｡なお,(3.45),(3･46)より

･- in- 1 -10g2(1+ (2〝- 1 )1′2) , α-ax- 1 -10g2( ト (2〝- 1 )1/2 ) (4･52)

となる｡

なお,pモデルとlog-normalモデルとの関係を,付録Cに入れた｡
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4.4 log-Poissonモデル

カスケードのnステップの内,kステップがエネルギーを失うのに関わり,n-kステップはNavier-Stokes

方程式に従い乱流中に渦構造を形成するのに関わると仮定する[33,34】｡このとき,局所散逸率eLk)が

e禁)-eβk6n-7

で与えられ,エわレギーを失う事象の起こる確率p(k)が,n≫1では,Poisson分布

p(k)-e一入ik/k!, 入-ln6三/匿 1)

(4.53)

(4.54)

で与えられると考えるのである｡なお,パラメータ又は,エネルギー保存 (4.10)により決められている｡

以上より,

((T)q-)-6='碑 ), (4･55)

を得る｡ただし,ここでの平均 (-)は,Poisson分布(4.54)で取っている｡パラメータTとβは,k≫1

の場合での考察あるいはデータ解析で決める｡間欠性指数とは

〟-7(1-β) (4.56)

で関係している｡通常,7-2/3とβ-2/3が採用されている【33,34】｡この場合,p-0.台としたことに

当たる｡

(4.19)を利用すると,(4.55)より

･--計2[1-(;)m/3]･
が得られる｡

5 マルティフラクタル解 析

5.1 特異性指数の空間分布

スケーリング則

を満たす,ある物理量の揺らぎ

を考えよう｡このとき,

lxnl≡闇-6n4-′3

∂xn-lx(･+en)-I(･)I

6xn
lxll-elniim.7T咲nlimJ £α′3~1

(4･57)

(5.1)

(5.2)

(5･3)

で定義される空間導関数は,α<3/¢で発散する｡指数αは,その特異性の度合いを表す指標となっている｡
速度揺らぎ (¢-1),圧力揺らぎ (¢-2)に対して,スケーリング則(4.7),(4.8)が得られる｡速度導
関数と流体粒子加速度は,それぞれ

Lull-nliimuuL
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図 - 1im a｡
n一oo

で記述される｡ただし,特徴的長さenに対応する速度導関数を

6un

砿 - 甘 ,

加速度を
6pn

an=~訂

(5.5)

(5.6)

(5.7)

とした｡流体粒子の加速度alは,速度の実時間導関数 :a--∂u7∂t+(u-･膏)u-で与えられる｡速度導関数と
流体粒子加速度が,それぞれα<3とα<1.5で特異性を持つことが分かる :

lu'lcfelnilm.曾/3)ll→∞,

lal∝elnilm.eL2α/3)-1→∞･
なお,エネルギー散逸率は,α<1で特異性を持つ :

lim fA= limn一(刃 eo nJ ∝' チ
α -1
-}∞. (5･10)

マルティフラクタル解析の本質は,特異性指数αにマルティフラクタル分布を仮定するところにある｡実

空間の1点で指数αの値をα～α+daの範囲に見つける確率 p(n)(α)dαは,パラメータqのTsallis型

分布

p'n'(α)-i ll-
(α-αo)2

(△α)2

n/(1-q)

で与えられるとする[5H8](付録A参照).zin)は分配関数である｡ただし,

(△α)2-
2X

(1-q)ln2

(5･11)

(5･12)

とおいた｡αの範囲はαmi｡≦α≦αmaxである｡ここで,αmi｡-α｡-△α,αmax-α｡+△αとした｡こ

の分布は,関係

p(n)(α)∝61-I(a) (5.13)

【27,8]を踏襲している ((4.37)参照)｡この関係は,スケール不変性を表しており,指数αで特徴付けられ

た各特異点がどれ位の密度で実空間を占めているかを示している｡これより,マルティフラクタル･スペク

トルJ(α)は,

I(a)-1㌦t log2ト
(α-αo)2

(△α)2] (5･14)

で与えられる【5日8]｡なお,エントロピーが示量的か非示量的であるかに関わらず,その極値を与える分布

関数P(n)(α)は,同じ関数構造を持っている｡ 3

ところで,q-とαの関係は(4A2)により与えられる｡それを解き,qう 1の極限で有限な解を選ぶと

α~αo==
ト V'77
q-(1-q)ln2

3本論文における表式では,乱流の背景となるエントロピーがいずれであるかを決定することはできない｡
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を得る｡ただし,

である｡さらに,

Cqに1+2q12(1lq)Xln2

αmax~αo=αo~αmin=

の関係よりαm ax-α(q---∞)とαmin-α(q--+∞)が得られる｡

0.4 0.4

(5･16)

(5.17)

図 12:(a)Thep-dependenceofαoandX.Squaresandcirclesarethepointswheretheself-consistent

equationsaresolved･(b)Thep-dependenceofq･Circlesarethepointswheretheself-consistentequations
aresolved.

(4.40)に(5.14)と(5.15)を用いると,

･(q-,-1-αoす+器 +Tt [1-10g2(1･Jei)]
(5.18)

が得られる｡q≠1の場合は,大きいIq-lに対してT(qlに対数項が現れる｡
間欠性指数pの値が与えられると,パラメータα｡,X,qは3つの条件式より自己無撞着に決定される

(図12参照)｡3つの条件式は,エネルギーの保存(4.10):

T(1)-0,

間欠性指数〃の定義 (4.16):

それと,スケーリング則 (付録B参照):4

〟-1+T(2),

1 1 1

1-q α- α+

(5･19)

(5.20)

(5.21)

で与えられる｡ただし,α土はf(α±)-0を満たす｡平均 (-)はP(n)(α)でとるものとする｡

f(α)とDq--T(q-)/(ト q-)を,そjtぞれ,図13と図14に載せた.マルティフラクタル解析におけるf(α)
は負の値も取る｡負のフラクタル次元については,参考文献 [351に議論されている｡

Boltzmann-Gibbsエントロピーを出発点にして以上の手続きをとると,log-normalモデルが導かれる (付

録C参照)｡したがって,マルティフラクタル解析はlog-normalモデルの拡張と捉えることもできる｡

4文献 [36,37〕で初めて導かれたものをマルティフラクタル ･スペクトルf(ct)が負債をとる場合へ拡張したものである.
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0 1 α 2

図 13:MultifractalspectrumI(α)with/J-0.240(q-0.391).

ー200 -100 0 100 200

q

図 14‥GeneralizeddimensionDq--T(q-)/(1-q-)withp-01240(q-01391)･
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5.2 速度構造関数のスケーリング指数

物理量xnの値をxn～Tn+dxnの範囲に見つける確率吋 )(xn)dxnEま,

呼 (xn)dxn-哩 (xn)dxn+△Ilr(xn)dxn

で与えられる｡ただし,規格化を

rudxnHr(xn)-1

(5.22)

(5.23)

を課す｡(5.22)の第1項は,特異点が実空間にマルティフラクタル分布しているという仮定によるもので,

物理量 xnの異常部分からの寄与を記述している｡これは,変数変換 IxnI-6nQα/3を通じて

IITg(lxn-)dxn∝ P(n)(α)dct (5･24)

で与えられる｡他方,第2項△吋 )(xn)dxnは,Navier-Stokes方程式における散逸項や測定誤差による寄
与を記述している｡散逸項は尺度変換に基づく不変性を破るので,上記の特異性の分布に対する考察では無

視されていた｡第2項は,第1項への補正項である｡表式(5.22)の各項は2つの確率分布関数,1)2つの

独立な原因のうちの,いずれからの寄与であるかを決める確率分布関数と,2)xn～xn+dxnの範囲に
xn を見つける条件付確率分布関数,の積となっている｡特異性に起因する部分のxn の値は大きく,間欠

性にかかわる大偏差を記述する｡補正項の寄与する部分のxnの値は自分自身の標準偏差と比べて小さい｡

なお,測定された確率密度関数は,通常,左右非対称であるが,以下では,非対称性は現象の本質的な原因

によるものではないと仮定して,確率密度関数の対称部分を調べることにする｡

変数Ixnlのm次モ-メントは,

くくlxnl-》¢≡/_uudxn困 -吋 '(xn)-鴫 ･(1-275;o')a¢-か (5･25)

で与えられる｡ただし,

2鶴 -蔦dxnlxnl-△nt'(xn),

2Xm2 1
6--1lT(?)

9(1+V%)-TH [1-10g2(1+何 ]

(5･26)

(5.27)

(5.28)

である｡物理量

は速度構造関数,すなわち速度揺らぎ(¢-1)のm次モーメント《l6un/6uolm》のスケーリング指数であ

る【5H8].なお,表式(5.28)がnに依存しないのは尺度変換不変性の現れである｡

5.3 確率密度関数

標準偏差くくxま))1/2でスケールした新たな変数

En -
Xn

《x荒》 1/2
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で書かれたPDF吋 )(En)を

吋)(En)den- 吋 )(xn)dxn
により導入する｡これが実験で得られたPDFと比較されるべきものである｡新たな変数とαには

iEnl- E-n6nQa/31く2招

の関係がある｡ただし,

En-[2瀞 n一払 +(ト 27崇o')a,b]~1′2

(5.30)

(5.31)

(5.32)

である｡領域Eニ≦粍nl≦Enmaxでは,間欠的で稀な事象を記述する表式(5.22)第 1項の異常部分に比べて,
第 2項の寄与は無視できると考られる｡すると

吋)(En)den-Il器(xn)dxn

-璃 [1-憲
(3lnlen/En,｡l)2
24･2xlln6n

En,0-E-n6望αO/3-(2J2,

Enmax-i-n6nQα-in/3-く2J2

111:''-
3(1-27去n))
24,EknJ27TXlln6nI

]n''1-q'dEn (5･33,

を得る｡ただし,

である｡他方,ほnl≦E三を満たす小さな揺らぎへの寄与は,主に熱揺らぎか測定誤差によるとし,その領
域では,パラメータq'のTsallis型関数

吋 厄n)den-[昭(xn).△吋(xn)]dxn
-nsn,(1-T(1･誓 )[(5)2-1])1′̀1lq′)den (5･37,

で与えられると仮定する｡2つのPDF,(5.33)と(5137)は,E三で関数値とその傾きが一致するよう接続さ

れている｡ただし,

Eニ-i-n6望α●/3~(2J2

である｡α*は,

由 一等 +1-I(a)-02

の小さい方の解である0㍍ は,n≫ 1で吋 )(Eニ)のn依存性が最小となる点である

表式(5･37)の2番目の等号と(5133)を用いると,△吋 )(xn)が得られ,

I-1-pl::,',.-
'̂.I.::∴L･::.':,.
1+KLT.)一蹴
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0 1 2

図 15:ContributionstoPDFfromthetailpartandthecenterpartareplottedon(a)logand(b)linear

scales.Thesolidlinerepresentsthecontributionfromthemultifractaldistributionofsingularitiesin

physicalspaceduetothescaleinvarianceoftheNavier-StokesequationforlargeReynoldsnumber･The

dashedlinerepresentthecenterpartwheretheportionofthecontributionfromthesingularitiesare

representedbysolidline.

により7鳥の解析的表式も得られるoただし,

3∂nb(m+1)α'/3<2J2

4,V27TXLln6nl

3∂£mα■/3

Lldzz十 字 (1･誓 )(22-1)]1/̀1-ql' (5･41,

(Sinlz/Z61)2

Zニin-Emin/Eニ-62(αmx-α')/3,

Z.～- En,./Eニ-6nQ(αo~α■)/3

n/(1-q)

(5･42)

である｡

以上より,pDFの裾部分,(5.33),は間欠性指数FLとマルティフラクタル深度In(あるいは,距離en)

でほぼ決まり,中心部のPDF,(5.37),は主にq'に支配されることが分かる｡図15に,裾部分pDFを実

級,中心部PDFを破線で示した｡中心部分に延びている実線は(5.33)を記したもので,尺度不変に起因す

る異常性が中心部でどの程度利いているかを示したものと理解される｡なお,裾部分は異常性のみにより

PDFが決定されている｡図16には,PDFのn依存性を載せた｡nが大きいほど (したがって,enが小さ
いほど)pDFの裾が広がっているのが分かる｡PDFには2ヶ所n依存性が少ない部分のあることが見て取

れる｡裾部分と中心部を繋いでいる点は,この2点の内,Enの値が小さい方の点である｡

速度揺らぎpDFと速度導関数pDFは,規格化された変数En-βun/《(dun)2))1/2に対 して,共通の表

式 B(n)(En)≡哩 l(En)で与えられるo他方,圧力揺らぎpDFと流体粒子加速度PDFは,規格化された
変数LJn-6pn/《(6pn)2》1/2に対して,共通の表式 Å(n)(un)≡唯 2(LJn)によって与えれらる｡なお,エ
ネルギー散逸率pDFは¢-3を代入して得られる｡

なお,マルティフラクタル解析とlog-normalモデルとの関係を,付録Cに入れた｡
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20

bFll

図 16‥Then-dependenceofthePDFa(n)(En)givenbythepresentanalysiswithq-0.471(IL-0.280)
forintegervaluesnfrom5to20,fromlefttorightattheaxisi.

6 実験の解析

発達乱流中の各種の確率密度関数 (PDF)の理論的表式 (5.33),(5.37)により,以下の3つの実験で得ら

れたpDFを解析する｡

1.R入-262における速度揺らぎpDF｡これは,LewisとSwinneyによる同心円柱系でのCouette-Taylor

乱流の実験で測定されたものである[381｡

2.R入-690におけるLagrange描像での実験で得られた流体粒子加速度pDF｡この実験は,Bodenschatz

らにより,シリコン検知機を用いて空間 ･時間的測定分解能を劇的に向上させることで実現されたもの

である[39,40]｡

3.R入-380における速度揺らぎ,速度導関数,流体粒子加速度のPDF｡これは,後藤らによるメッシュ･

サイズ10243の直接数値シミュレーション (directnumericalsimulation;DNS)【41〕で得られたもの

である｡

6.1 速度構造関数のスケーリング指数

速度構造関数のスケーリング指数の表式 (5.28)と実験結果との比較を,図17,図18,図19に載せた｡

図17では,間欠性指数FL-0.238における理論表式 (5.28)を実線で示し,文献[421のR入-110での実験

データとの比較を行った｡図には,間欠性指数が同じ値での他の理論曲線も載せてある:点線はK41【11,破線

はβモデル[24],一点破線はpモデル[32,27],短破線はlog-Poissonモデ)i,[33,34],二点破線はlog-normal

モデル【19,20,211である｡

図18では,文献 【38]のSwinneyらの実験で得られた速度構造関数のスケーリング指数のデータと,実線

で示した理論表式(5･28)との比較を行った｡間欠性指数は最適な〃-0.28を採用している｡図には,K41[1]
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6

4

Zu
j

20 m 30

図 17:Comparisonofthepresentscalingexponents(mfor〟-0.238(Solidcurve)withtheexperimental

resultsplottedbycirclesatRA-110(RC-32000)[42],andwithothertheorieswiththesam evalue

ofIL.K41isgivenbythedottedline,p-modelbythedashedline,p-modelbythedotteddashedline,

log-Poissonmodelbytheshortdashedcurve,andlog一mOrmalbythetwodotteddashedcurve･

図 18‥Thescalingexponent(mofthevelocitystructurefunction.Theexperimentalresultsobtainedby

LewisandSwinney【38]areshownbycircles(Re-540000)andbytriangles(Re-69000).Thepresent

theoreticalresult(5･28)isdrawnbysolidlinefortheintermittencyexponentFL-0.28takenfromthe

experimentaldata･DottedlinerepresentsK41,whereasdashedlinelog-Poissonmodel.Theprediction

ofthelog-normalmodelisglVenbyshort-dashedlinewiththebestfitbutinconsistentvalueFL-0･270f

theintermittencyexponentfollowlngLewisandSwinney.

-371-



講義ノー ト

10 m 20 6 8 m 10

図 19:Scalingexponents(mofthevelocitystructurefunction.Thesecondfigure(b)isamagnification

ofthefirst(a)･TheresultsofDNS(RA-381)conductedbyGotohetall[41]areshownbyclosedcircles･

Thepresenttheoreticalformula(5.28)forp-0.240isdrawnbysolidline.Dottedlinerepresentsthe

predictionofK41,dashedlineoflog-Poisson,andshort-dashedlineofthelog-normalmodelforFL-0.240.

(点線),log-Poissonモデル[33,34】(破線)の理論曲線も載せた｡短破線はlog-normalモデル【19,20,21】

であるが,Swinneyらの報告に従い〃-0.27を採用してある｡

図19では,文献【41】の後藤らの実験で得られた速度構造関数のスケーリング指数のデータと,実線で示

した理論表式(5･28)との比較を行い,間欠性指数は〃-0.240であることを見出した｡図には,K41[11(点

級),log-Poissonモデル【33,34](破線),log-normalモデル[19,20,21](短破線)の理論曲線も載せた｡

6.2 確率密度関数

6.2.1 Swinneyらの実験

図20は,Swinneyら[38]がR入-262において同心円柱間に発生させたCouette-Taylor乱流で測定した

速度揺らぎpDFである｡エネルギー注入スケールeinは,実験装置の大きさ【38]によりgin-27TX19.00～～

119.32cmで与えられる｡Kolmogorovスケールは77;t50.006cm と報告されている｡これより,Reynolds

数はRe=540000と見積もられる｡

左右のPDFデータ (左側のPDFデータは自三角,右側のPDFデータは自四角)を平均 したものが黒丸

で示されている｡マルティフラクタル解析で得られた速度揺らぎpDFの理論曲線(5.33),(5.37)は,実線

で示されている｡実験データにおける距離rh7-enhlの値は,上から下へ,ll.6,23.1,46.2,92.5208,399,
830,1440である｡理論曲線におけるマルティフラクタル深度数nは,上から下へ,14,13,ll,10,9.0,8.0,

7.5,7.0である｡見易くするために,各pDFは縦軸に沿って-1ずつずらした｡なお,間欠性指数には速度

構造関数のスケーリング指数の解析で得られたFL-0.28を採用 し,それより必要なパラメータq-0.471,

α｡-1.162,X-0.334を求めた｡

図20の解析により得られた,nのrh 依存性を図21に載せた｡その8点を最小二乗法で解析すること
により,実線で示した直線

n--1･019×log2(rh)+0.901×log2Re

が抽出された【9].なお,図中の破線は,間欠性を考慮 しない場合のn-r/77依存性

n--log2rh+(3/4)log2Re.
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5 10
fn

図 20:ExperimentallymeasuredPDFofthevelocityfluctuationsbyLewisandSwinneyforR入-262

(Re-540000)arecomparedwiththepresenttheoreticalresultsA(n)(En).Opentrianglesarethe

experimentaldatapointsonthelefthandsideofthePDFtakenfromLewisandSwinney,whereasopen

squaresarethoseontherighthandside.Closedcirclesarethesymmetrizedpointsobtainedbytaking

averagesoftheleftandtherighthandexperimentaldata.Fortheexperimentaldata,thedistances

rh -enh are,fromtoptobottom:11･6,23.1,46･2,92･5208,399,830and1440･Solidlinesrepresent

thecurvesglVenbythepresenttheorywithq-0.471.Forthetheoreticalcurves,thenumberofstepsin

thecascadenare,fromtoptobottom:14,13,ll,10,9.0,8.0,7.5,7.0.Forbettervisibility,eachPDF

isshiftedby-1unitalongtheverticalaxis.
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である｡(6.1)より,e｡符877cm を得るが,これはエネルギー注入長einより大きな値である.マルティフ

ラクタル探度数nとエネルギー ･カスケー ド･ステップ数元は(4.6)で関連している｡

i o o

102 r/7 104

図21:Dependenceofnonrh,extractedfrom図20,isgivenbycircles,whichcanbefittedbysolidline

(6.1).Thedashedlineputforreferencerepresents(6･2)whichisderivedintheabsenceofintermittency･

6.2.2 Bodenschat2;らの実験

Bodenschatzらの実験 【39,40]は,乱流中に流し込んだ試験粒子の直接追跡により加速度を測定した画期

的なものである｡この実験は,マルティフラクタル解析の基礎を成している特異点の実空間分布を直接捕ら

えたものと解釈できる｡なお,Bodenschatzらは,エネルギー注入スケールei｡-0.071m,Kolmogorov

スケール11-30.3pmを公式 (4･1)に代入し,Re-31400としている｡

図22に,BodenschatzらがR入-690の実験で得た流体粒子加速度pDF (白四角と白丸)と理論pDF

曲線 (実線)を,対数と線形の両スケールで載せた[14,16]｡ただし,白四角は実験で得られたpDF左半

分のデータ,白丸はその右半分のデータである｡実験で得られた流体粒子加速度PDFが,左右対称である

ことが見て取れる｡理論pDF曲線 (5.33),(5.37)を用いる際,マルティフラクタル深度はn -17.1とし

た｡これはn-log2(eo/en)_に実験値eo-einと,測定における空間分解能en-0.5FLmを代入して得たも

のである｡理論的な解析により間欠性指数の値として〃-0.240を抽出し, これより,裾部分の決定に必

要な他のパラメータの値がq-0.391,α0-1.14,X-0.285と求められた｡中心部を決めるのに必要なパ

ラメータはq'-1.45である｡

ところで,p (あるいは,n)の値を抽出する際,主に裾部分だけで決まり中心部の影響をほとんど受け

ない流体粒子加速度pDFの尖度 (flatness)[14】

Fa'n' ≡ 〈≡(ai i'2
- - -くくLJま))-

α8hコソ′ヽヽノ

(ト 25in))a芸

2# )+(1-2骨 ))a8塘

[2研 ･(1-2酔)a｡6S4]2
658q2く4

は,有効な指標となる[43]｡なお,近似式(6.4)を得るにあたり,(6･3)の最後の公式中の分母と分子にある
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図 22:ComparisonbetweentheexperimentallymeasuredPDFofJ7uidparticleaccelerationsbyBoden-

schatzetal.atR入-690(Re-31400)andthepresenttheoreticalPDFA(n)(LJn)areplottedon(a)log
and(b)linearscales.OpensquaresaretheexperimentaldatapointsonthelefthandsideofthePDF,

whereasOpenCirclesarethoseontherighthandside.Solidlinesrepresentthecurvesgivenbythepresent

theorywithp-0･240(q-0･391),(n,q')-(17.1,1.45),Wニ-0･605(α*-1･01),andLJnmaX-2040.

2010
n

図 23‥Dependenceoftheflatnessonthemultifractalstepn.Thethinandthicklinesrepresent,respec-

tively,thedependencefortheparametersusedinthestudyoftheexperimentbyBodenschatzetal.(図

22),andoftheDNSbyGotohetal.(図27below).
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第1項が,第2項に比べて通常2桁から3桁数値が小さいことを用いた｡Bodenschatzら[39,40】の実験に

おける尖度は,Fa(n)-56.9となる｡これは,文献【39,401に報告されている値～55j=4と同程度である｡

参考のため,図23に,尖度のn依存性を載せておく｡Bodenschatzらの実験解析に関わるパラメータで

は,近似式[14]

Fa(n)- -6･872+5･216nI9･969x10-1n2

+1･075×10-1n3丁5･296×10-3n4+1･241×10-4n5,

が得られた｡図には,後藤らのDNSの解析に関わる場合の近似式[14]

Fa(n)- -7･592+5･831n-1･114n2

+1.203xlOlln3- 5.925x10-3n4+1.389x10-4n5.

(6.5)

(6.6)

も載せてある｡ILの億が同一にも拘らず (以下の図27参照)両者の曲線に多少のずれがあるのは,q/の値

が異なるためである｡

尖度に関連する量である加速度め4次モーメントの被積分関数LJまA(n)(LJn)を,図24(a)に載せて置く

[14]o

(TL"

)(",Y
J
Ja
,

00

100 101
al
JJ

(
ILO

,)(.),Y

JJa,

10-1 100 101
aT
〃

102

図24:Comparisonofthetheoreticalcurves(solidlines)fortheintegrandwまA(n)(LJn)oftheflatnessFin)

withthecorresponding(a)experimentalquantitybyBodenschatzetal.(OpeIISquaresforthedataon

thelefthandside,andopencirclesontherighthandside),and(b)DNSquantitybyGotohetal.(closed

circlesbothforthedataontheleftandrighthand)inloglogscale.Theparametersinthetheoretical

PDF'sfor(a)and(b)arethesameasthosegivenin図22and図27,respectively.
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図 25:AnalysesofthePDF'sofvelocityPuctuations(closedcircles)andofvelocityderivatives(open

circles)measuredintheDNSbyGotohetal.atRA-380bythepresenttheoreticalPDF'sA (n)(En)for

velocityPuctuations(Solidlines)andforvelocityderivatives(dashedline)areplottedon(a)logand(b)

linearscales･TheDNSdatapointsaresymmetrizedbytakingaveragesoftheleftandtherighthand

sidesdata･Themeasuringdistances,rh-en/叩,forthePDFofvelocityfluctuationsare,fromthe
secondtoptobottom:2.38,4.76,9.52,19.0,38.1,76.2,152,305,609,1220.ForthetheoreticalPDF's

ofvelocityfluctuations,FL-0･240(q-0･391),fromthesecondtoptobottom:(n,兎,q′)-(20.7,14.6,
1･60),(19･2,13･1,1･60),(16･2,lo一l,1･58),(13.6,7.54,1.50),(ll.5,5.44,1.45),(9.80,3.74,1.40),(9.00,

2･94,1･35),(7･90,1･84,1･30),(7･00,0･94,1･25),(6･10,0.04,1.20),Eニ-1.10-1.43(α*-1.07),and
Enmax -204-6･63･ForthetheoreticalPDFofvelocityderivatives,(n,兎,q/)-(22.4,16.3,1.55),

Eニ-1･06(α*-1･07),andEnmax-302.Forbettervisibility,eachPDFisshiftedby-1unitalongthe
verticalaxis.

6.2.3 後藤らのDNS

図25に,後藤ら【41]のDNSによりR入-380で求められた速度揺らぎpDF(黒丸)と速度導関数pDF

(白丸)を,対数と線形の両スケールで載せた【14,16]｡ただし,データ点~は,pDFの左右を平均 したもの

を記している｡理論pDFの表式 (5.33),(5.37)を用いる際,速度構造関数のスケJ )ング指数関数(mの測

定結果を解析して得た値,p-0.240を採用 した｡それより,q-0.391,α｡-1.14,X-0.285が決まる｡
Kolmogorovスケールは,り PSO･258×10-2と報告されている[411｡このDNSにおけるエわ レギー注入ス

ケールは,周期的境界条件を持つ格子における最長の長さein/り-7両 FY1220程度と見積もるのが適切で
あろう【44】｡実験データにおける距離r/77-en/りの値は,上から下へ,2.38,4.76,9.52,19.0,38.1,76.2,
152,305,609,1220である[161｡速度揺らぎpDFの理論曲線 (実線)に必要なパラメータは,上から下へ,

(n,元,q/)-(20･7,14･6,1･60),(19･2,1311,1･60),(16･2,10.1,1.58),(13.6,7.54,1.50),(ll.5,5.44,1.45),
(9･80,3･74,1･40),(9･00,2･94,1･35),(7･90,1･84,1･30),(7･00,0･94,1.25),(6.10,0.04,1.20)である[16]｡ 一

方,速度導関数pDFの理論曲線 (破線)に必要なパラメータは,(n,免,q')-(22.4,16.3,1.55)である
[161｡見易くするために,各pDFは縦軸に沿って-1ずつずらした｡
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図 26:Dependenceofnonrh extractedfrom 図25forvelocityfluctuations.Thecrossoveroccursat

eUl1-48.26.

速度揺らぎpDFの解析よりnのrhl依存性 :

n--0･989×log2(rh)+16･1 (forec≦r)
n--2･40×log2(rh)十24･0 (forr<ec)

(6･7)

を抽出した 掴 26)[16]｡この結果から,慣性領域が,特徴的長さe｡h-48.7で分割される2つの領域に分

けられることが分かる｡この特徴的長さは,系のTaylorミクロ長坤1-38.3に近い値であるo表式(6.7)上

は,各々の渦がカスケードステップ毎に2個に分かれるエネルギー･カスケード･モデルの描像と一致してい

る｡しかし,r<ecに対応する式(6･7)下は,各渦がカスケード･ステップ毎に実質的には6-1.33宍ゴ4/3個
に分かれることを表 している[11]｡これは,渦の構造の違いによるもので,DNSによる渦の可視化により

確認できる｡実際,直径がTaylorミクロ長人より大きい渦はどちらかと言えば丸みを帯びた形をしており,

人より小さい渦は引き伸ばされた形となっていることが報告されている【45】｡なお,(6･7)を(4.6)に代入す

るとDNSにおけるエネルギー ･カスケー ド･モデルのステップ数兎が求められる｡(6.7)にn-0を代入

して得られる長さeo/り牝63000は,einh より遥かに大きいスケールとなっている｡

速度導関数pDFl41]の解析から得られたn-22.4(免-16.3)に対応する長さr-enは,(6.7)を用いて

rh -1.61となる.この長さは,速度導関数を求めるために処理するDNSデータのうちの実質的な最短の長
さを見積もっていると考ネられる｡この長さがDNS格子のメッシュの大きさ△rh-2q/(1024×り)Fej2.38

[41]と同程度であることは注目に値する｡

図27に,同じDNSで得られた流体粒子加速度PDFl41]を対数と線形の両スケールで載せた[14,16]｡

p-0.240より,裾部分を決定するパラメータの値q-0.391,α｡-1.138,X-0.285が得られる｡尖度の

解析より (図23および図24(b)参照),n-17.5(免-ll.4)を得た｡この値を(6.7)に代入すると,対応

する特徴的長さrh-6.61[14】が得られる｡この値は,DNSデータを処理して加速度を抽出する際の実質
的な最小分解能と解釈できるだろう｡なお,後藤らのこのDNSでの尖度は,Fin)=70.0である｡

図28には,中心部PDFの形状を決めるq'のrh依存性を載せた【16]｡速度揺らぎpDFの解析で得ら
れたデータは黒丸,速度導関数PDFからのデータは白丸,流体粒子加速度pDFからのものを白三角で示

してある｡これより,経験式

q'--0･05×log2(rh)十1･71 (6.8)

を抽出した【16]｡この依存性は,各測定量の標準偏差より小さい物理量が従う何らかのダイナミックスが抽
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図27:ComparisonbetweenthePDFofβuidparticleaccelerationsmeasuredintheDNSbyGotohetal･

atR入-380andthepresenttheoreticalPDFA(n)(wn)areplottedon(a)logand(b)linearscales.Closed

circlesaretheDNSdatapointsbothontheleftandrighthandsidesofthePDF･Solidlinesrepresent

thecurvesgivenbythepresenttheorywithp-0.240(q-0.391),(n,兎,q')-(17･5,11･4,1･70),
LJニ-0.622(α*-1.01),andLJnmaX-2530･

図 28:Dependenceofq′onthedistancerhlextractedfrom theanalysesofthePDF'sforvelocity

fluctuations(closedcircles),forvelocityderivatives(opencircle)andforfluidparticleaccelerations(Open

triangle)･Thelinerepresentsq'- -0.0510g2(rh)+1.71･
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出できることを予感させる｡

7 まとめ

乱流実験で測定された各種の確率密度関数 (PDF)が,マルティフラクタル解析で得られたpDFの理

論表式 (5.33),(5.37)により高精度で再現できることが分かった｡その解析から乱流中の流れを司るメカ

ニズムに2つの異なる要素が存在することが明らかになった｡ひとつはpDFの裾部分を司るもの,もうひ

とつはPDFの中心部を司るものである｡据部分の形状は,乱流中の流れが呈する間欠性の原因となる大域

的な構造の反映である｡この構造は,特異性が実空間をマルティフラクタルに分布していることの現れで

ある｡ここで言う特異性とは,高Reynolds数でNavier-Stokes方程式が持つ尺度変換不変性に起因するも

のを指している｡PDFの特異な形状 (5.33)は,｢実空間のある点で,尺度変換に現れる実パラメータαを

α～α+dαの範囲に見つける確率がパラメータqのTsallis型分布関数で与えられる｣という仮定による

ものである.観測量とαとの関係は,尺度変換により知ることができる｡パラメータqは観測2点間の距

離などには依存することのない量で,その値は系が与えられる (あるいは,間欠性指数が与えられる)と決

まるものと考えられる｡一方,中心部の形状は,尺度不変性を破る●｢ずれ｣を反映したものである｡この

｢ずれ｣の原因は,流体中の散逸構造や測定誤差などに起因するものと考えられる｡中心部PDFの形状に

関しては,｢観測量そのものを変数とした,パラメータq'のTsallis型分布関数で与えられる｣と仮定した｡

このパラメータq'は流れ場の局所的な構造で決定されるとものと予想され,その値は観測2点間の距経に

よって異なるであろう｡ここで言う流れ場の局所的な構造とは,乱流中の渦自身のうねりや振動,渦間の相

互作用などを指している｡以上の点は,マルティフラクタル解析による結果を振り返ってみると,より鮮明

になる｡まず,熱揺らぎや測定誤差のPDFへの寄与は,領域En≦E三に限られることが分かる｡速度揺ら
ぎpDFの場合,Lweisとswinneyの実験【381ではEニ-1.10-1.32(α* -1.08),後藤らのもの[41】では
Eニ-1.10 -1.43(α*-1.07)である｡後藤らの速度導関数pDF[41]ではEニ-1･06(α* -1.07)である.
Bodenschatzらの流体粒子加速度【39,40]の場合Eニ-0.605(α*-1.01)であり,後藤らの流体粒子加速度
[41】に対してはEニ-0.622(α*-1･01)である｡Re≫ 1におけるNavier-Stokes方程式のスケール不変性

に起因する特異性指数αをマルティフラクタル分布すると仮定したことが,間欠性に関わる大偏差En≧E芸
に現れている｡いずれにしても,qによりコントロールされるPDFの裾部分とq′によりコントロールされ

る中心部を司る異なるダイナミックスを見出すことは,興味深い今後の問題である｡

エネルギー注入スケールeinと ｢系の大きさ｣e｡を現時点でのマルティフラクタル解析に組み込む余地は

ない｡前者はエネルギー･カスケード･モデルにおけるステップ数兎を決めるのに必要である｡実験装置の

構造からei｡が与えられさえすれば,兎とマルティフラクタルステップnとの関係は(4.6)で決まる｡マル

ティフラクタル解析の主な部分はスケール不変性に基づいており,したがって考えている系の大きさを無限

であると仮定していることに相当する｡その意味で,｢系の大きさ｣e｡は物理的意味を持たないと考えられ

る｡実際,LewisとSwinneyの実験による速度揺らぎpDFを解析して導かれた表式(6.1)よりe｡穴ゴ877cm

が得られる｡この値は実験装置の最大の大きさサイズein穴ゴ119.32cm と比べ大きい.後藤らのDNSによ

る速度揺らぎpDFに対して,実験式(6.7)上からeoh符63000が得られる｡これはDNS格子の最大の大
きさeinh 砧1220よりもかなり大きい｡他方,Bodenschatzの実験の解析では,eoとして積分長7.1cmを

用いて得られているが,これはe｡-einを意味する｡一方,マルティフラクタル解析により得られるPDF
は,測定される2点間距離や,測定の空間分解能,DNSのメッシュ･サイズといったnが大きい方の特徴

的長さに敏感である｡特に,後者の2つの量は,マルティフラクタル解析で正しく再現できるようである｡

実験装置の特徴的長さの情報をマルティフラクタル解析にどのように組み込むかは,今後の重要な問題の

ひとつである｡エネルギー注入項を含むNavier-Stokes方程式から議論をはじめ,マルティフラクタル解析

の背景となるダイナミックスの理論的基盤が明らかになった暁には,このことも判明するであろう｡

マルティフラクタル解析の成功により乱流の統計的側面が高精度で調べられるようになったので,特異性

-380-



｢SummerSchool数理物理 2003 -流体力学 ･乱流の数理-｣

の原因やそれがマルティフラクタル分布する理由を探る糸口ができたと言えよう｡そのための最も有力な系

は,超流動4Heや超流動3He中に発生する渦糸タングル (vortextangle)であろう｡渦糸タングルの渦度

は量子化されており,超低温下では (2流体モデルの意味での)超流動成分と常流動成分の相互作用が軽視

できるからである【46]｡もし,乱流の特異性の原因が渦の内部核にあるとすると,乱流のマルティフラクタ
ル性は通常流体乱流中の渦が有する渦度の分布と関連していると考えても良かろう｡この場合,渦糸タン

グルにおける特異性の分布はユニフラクタル (uni-fractal)となり,間欠性が観測されないことになる｡一

方,もし,特異性の原因が渦の再結合にあるとすると,乱流のマルティフラクタル性は渦の再結合点の美

空間中の分布が関与していると考えられよう｡この場合は,渦糸タングルにおける特異性の分布もマルティ

フラクタルとなり,間欠性を呈するであろう｡すでに,T～70mK以下の温度で,超流動4He中の渦が温

度に依存しない奇妙な緩和をすることが報告されている[47】｡さらに,渦糸モデルでの,摩擦のない超流動

4He中タングルのシミュレーションで,K41エネルギー･スペクトルが観測されている[48]｡マルティフラ

クタル解析で現れたパラメータq‖こ関連するタングルの局所的ダイナミックスの解析が進めば,超流動成

分と常流動成分の間に働く相互摩擦 (mutualfriction)の原因を探る手掛かりも得られるのではないかと期

待できる｡

2乗と4乗項を持つ2次元的なポテンシャル中を高速回転しているBose-Einstein凝縮相のシミュレー

ションで,円形の渦格子構造が見出されている[49】｡この配置でタングルが発生する可能性を探るのも興

味深い問題である｡もし実現するのであれば,通常流体でのTaylor-Couette乱流の量子版ということにな

ろう｡

渦糸タングルは,quLSI(quantumLSI)が実現した暁には重要な定常状態の相となるであろう｡quLSI

は,例えば,膨大な数の磁束qubitの超伝導ループ【50】から構成されることになろう｡量子コンピュータ

の稼動中にはそのループを流れる電流の向きが高速で変化するため,磁束qubitの寄せ集めが量子化され

た磁束のタングル相を生み出すと考えられるからである｡タングル相の出現が,果たして量子絡み合い状

態 (quantumentangledstate)を維持するのに有利であるのか否かを調べるのも,今後の興味深い問題で

ある｡

マルティフラクタル解析の予備的な応用をいくつか述べて,この講義ノートを締め括りとしたい｡大規模

生物圏環境 (LargeScaleBiosphere-Atmosphere;LBA)実験がアマゾン熱帯雨林で行われている｡その一

環として,雨季の林冠 (canopy)上下での乱流が気象や生態系へ与える影響を探るために速度揺らぎpDF

が観測された【51,52]｡そのPDFをマルティフラクタル解析で得られたPDFにて吟味することが始めら

れている (図29および図30参照)｡ 経済物理学 (econophysics)における株価変動時系列Y(i)の解析で

得られた価格変動 Z(i)-Y(i+△t)-Y(i)に対する定常pDFP(Z)の,マルティフラクタル解析による
予備的な調査も進めている｡図31には,Z(i)を△t-1分として解析した定常pDFP(Z)を,ボラティリ

ティー (標準偏差)Jで規格化した変数Z/Jの関数として記してある[53]｡黒丸はStandard&Poor'S500
(S&p500)指数から抽出された価格変動のPDF,実線はマルティフラクタル解析で得られた速度揺らぎ

PDF (パラメータは,p-0.28,q-0.47,n-42,q'-1.7),破線はL6vy安定分布,点線はGauss分布

である｡大偏差統計【54]とマルティフラクタル解析との関連を調べることも,今後の興味深い重要な問題
である｡

この講義で触れなかった乱流に関する話題は,例えば,日本人による参考書[56日62]等を参照されるこ
とをお勧めする｡
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図 29:PDF'SofvelocityauctuationsofcanopyturbulencemeasuredbyRamosetal.abovean Amazon

forestattheheight66m ofmicrometeorologlCaltowerareanalized,preliminarily,withthepresent

theoreticalPDF'S血(n)(En)(Solidlines),andareplottedon(a)logand(b)linearscales.Theobserved

datapointsaresymmetrized(closedcircle)bytakingaveragesoftheleft(opentriagle)andtheright

(opencircle)handsidesdata.Themeasuringdistances,r-en,forthePDFofvelocityfluctuations

are,fromtoptobottom:0.0101,0.101,1.01,10.1m.ForthetheoreticalPDF'sofvelocityfluctuations,

p-0.28(q-0.47),fromtoptobottom:(n,q')-(24.0,1.80),(20.0,1.70),(13.0,1.50),(6.0,1.20).For

bettervisibility,eachPDFisshiftedby-1unitalongtheverticalaxis.

A 一般化されたエントロピーに基づく解析

マルティフラクタル深度の各ステップは互いに独立であると仮定して,n番目の深度における分布関数

p(n)(α)∝ [p(l)(α)】n

を導出する｡P(1)(α)を決定するにあたって,確率の保存 :

/
d也p(α)-1

と ｢q分散｣qq2を一定とする条件 :

O-q2-((α-αo)2)q-
IdctP(α)q(α-αo)2

IdckP(α)q

(A･1)

(A･2)

(A･3)

の2つの制限の下に,一般化されたエントロピー (R6nyiエントロピー【17]あるいはTsallis-Havrda-Charvat

(THC)エントロピー [18,2])の極大をとる｡なお,q1 1では,一般化されたエントロピーはBoltzmann-

Gibbsエントロピーになる｡
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図30:PDF'sofvelocityfluctuationsofcanopyturbulencemeasuredbyRamosetal.withinanAmazon

forestattheheight21m ofmicrometeorologlCaltowerareanalized,preliminarily,withthepresent

theoreticalPDF'sfl(n)(En)(Solidlines),aヮdareplottedon(a)logand(b)linearscales･Theobserved

datapointsaresymmetrized(closedcircle)bytakingaveragesoftheleft(opentriagle)andtheright

(opencircle)handsidesdata.Themeasuringdistances,r-en,forthePDFofvelocityfluctuations

are,fromtoptobottom:0.0065,0.065,0.65,6.5m.ForthetheoreticalPDF'sofvelocityfluctuations,

p-0.17(q-0･19),fromtoptobottom:(n,q')-(75.0,1.95),(45･0,1.90),(35.0,1･60),(15･0,1.30).
Forbettervisibility)eachPDFisshiftedby-1unitalongtheverticalaxis･

Z/q

図 31‥AnalysisofthePDFP(Z)ofindexchangesextractedfrom S良P500(closedcircle)bythe

PDFfi(n)(En)forvelocityfluctuations(solidline)derivedbymultifractalanalysiswiththeparametars

FL-0･28,q-0･47,n-42andq'-117･TheindexchangeZisscaledbythevolatilityq･Theorlglnal

datapointsaresymmetrizedbytakingaveragesoftheleftandtherighthandsidesdata.TheLevystable

distribution(dashedline)andtheGaussiandistribution(dottedline)arealsoshownasreferences.
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A.1 R6nyiエントロピー

(A.2)と(A.3)の条件の下で,R6nyiエントロピー[17]:

sqRlp(α)]-(1-q)-1ln
/
dαP(α)q

の極大を取ると,確率密度関数

pil)(α)da-Zq- 1 [1- (ト q)♂((α-α｡)2-Jq2)]1/(1- q)d｡

-zq- i [1- (1- q)β ((α-α｡)2) ]1/(トq)da

(A･4)

が得られるoZqとzqは分配関数である｡また,βはLagrange定数,β-β[1+(1lq)βJq2｢2であるoこ
こで

/dalPil'(α)]q-zql-q (A･7)

とzq1-g-Zqトql1+(1-q)βJq2｢ 1を用いると,β/zql-q-β/Zql-qの関係が得られる｡確率密度関数(5･11)
は,2X/ln2-1/βと置くことにより与えられるoこの定常分布のときqq2-2X/[(3-q)ln2]となる｡
以上より,R6nyiエントロピーは

SqR-lnZq (A･8)

となり,Lagrange定数βは

∂sqR/∂qq2-β (A･9)

により与えられる｡これより,(A･8)は,Boltzmannの関係の一種であるといえる｡ ただし,Zqを配位数
と考えている｡また,(A.9)は,ミクロカノニカル･アンサンブルの枠内で,温度の定義であると言える｡

zq-zqe朝 を用いてFqR--(lnZq)/βとすると,FqR-qq2-βllsqRの関係がが得られるoただし,
qq2-∂(βFqR)/∂β,sqRニー∂FqR/∂β~1である｡これらの関係より,通常の熱力学と同株のLegendre変
換が得られる｡q11の極限で,これらの関係はBoltzmann-Gibbs統計や熱力学のものと一致するo

A.2 THCエントロピー

(A.2)と(A.3)の制限の下に,Tsallis-Havrda-Charvat(THC)エントロピー [18,2]:

sqHCTlp(α)]- (1 - q,-1 (/da P(α)q - 1)

の極大を取ると,分布関数

pil)(α)dα-Zq-11-(llq)P
-zq-i[ト (トq)β

(α-αo)2-qq2Zql-q ]1′(1~q'da
(α-α｡)2ll/(1-q)

]⊥ハ⊥-リノdαzql-q

(A.10)

が得られる｡ただし,Zqとzqは分配関数である｡また,βはLagrange定数であり,β-β[1+(1-
q)βqq2/Zql~q]-2であるoここで

/dalPil'(α)】q-zql-q
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とzi-q-Zql-ql1+(1-q)瑚 /Zql-q｢1を用いると,β/zq2(1~q)-β/zq2(1~q)の関係が得られる｡2X/ln2-
Zqトq/βとおくと,分布関数(5･11)が得られるoこの定常分布のときqq2-2X/[(3-q)ln2]となる｡
THCエントロピーは

SqHCT-(Zq1-q-1)/(1-q)

となり,Lagrange定数βは∂SqHCT/∂qq2-βにより与えられる｡関係

Zq1-q-Zql-q-(ト q)βJq2-zql~q
[1-2(1-q)βgq2/zqlーq]
[ト (1-q)βJq2/zql-q]2

(A･14)

(A.15)

を用いて,FqHCT--(zql~q-1)/β(llq)とすると,FqHCT-qq2-β~1sqliCTの関係が得られる｡ただ
し,Jq2-∂(βFqHCT)/∂β,sqHCT--∂FqliCT/∂β~1である｡これらの関係より,通常の熱力学と同様の
Legendre変換が得られる.qぅ 1の極限で,これらの関係は,Boltzmann-Gibbs統計や熱力学のものと一

致する｡

B マルティフラクタル性とエントロピー指数

渦を,それと同じ大きさの ｢クラスター｣とみなそう｡サイズの同じクラスターは,それを構成する ｢粒

子数密度｣に応じて,αで特徴付けられるグループに分類される[41｡パラメータαは,尺度変換 (2･13)で

導入された指数である｡カスケードの現れる領域では,その尺度変換に対して系の基礎方程式は不変であ

る.クラスターを構成する仝 ｢粒子数｣Bnは,

Bn -6n-1
/
dckP(α)Bn(α) (B.1)

で与えられる｡係数6n-1はサイズeoの領域におけるサイズenの箱の数である｡Bn(α)-6naBnはαクラス
ターに含まれる ｢粒子数｣であり,P(α)はここでの議論にふさわしい分布関数を表わす｡(B.1)はT(1)-0

と同等である｡

Bn(α)-(en/en(α))αによりαクラスター中の ｢粒子｣間平均距離en(α)を導入すると,

去 - (管 )α (B･2)

が得られる.これはen(α)αの大きさの箱にそれぞれ1個の ｢粒子｣が含まれていることを示している｡さ

らに,I(α)-0の解αj=(α-<α十)を用いると,平均距離の最大値en(cL)と最小値en(α+)との関係

# -B L'0 - 1′O･

が得られる｡

他方,αはBnに依らないと仮定すると,(B.2)のBnに関する微分から

孟 (志)-;(志)11 α

(B･3)

(B･4)

が得られる｡全粒子数Bnの増分をその連続極限をとって時間の増分とみなすと,(B.4)は平均距稚en(α)
の ｢時間発展｣を記述する式とみなせる｡これは系の背景をなすダイナミックスを反映した式のはずであ

るから,｢2点に関するeo/en(α)の ｢時間｣依存性は,αで色分けされた如何なるクラスターにおいても共
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通である｣と仮定するのが妥当であろう｡この仮定の下に,eo/en(α)-eo/e(Bn),α-1-qとおくと ｢時

間｣発展方程式 (B.4)は

孟(怠)-去(怠)q
となる｡この式の解は,△B-B_-B+≫1に対して

計 ll･ (% ) I-qAB ] 1/'1-q' - T ABl/(1- q,

(Bt5)

(B.6)

を与える｡

ある ｢時刻｣Bn における距離の比(B.3)を,異なる時刻B土間の距経の比(B.6)と同一視すると,スケー

リング関係(5.21)が得られる｡ただし,e(B+)～eoを考慮に入れた｡ここで,I(αj=)-0であることを改
めて述べておく｡このスケーリング関係は混合性の現れである｡(5.21)が文献 【37,36】で導入されているス

ケーリング関係の一般化であることに注意されたい｡今の場合,マルチフラクタル･スペクトルJ(α)は負

となる場合も含んでいる【35]｡

粒子数密度が同一のクラスターは,それに特有なフラクタル次元J(α)で空間を占めている｡αで色分け

されているすべてのクラスター (あるいは渦)の集まりを対象とするので,系はマルチフラクタル･スペク

トルJ(α)で記述されるマルチフラクタル構造を呈すると考えられる｡

C log-normalモデル再考

C.1 pモデルとの関係

pモデルにおいて,(4.37)に現れるf(α)を(α-αo)の2次まで,したがって,I(E)-I(α(E))を

f(E,-Do･ 雪 祭 (C･1,

で近似すると,

pin'(E,- 義 expl-# ], (C･2)

か -p(訂 2--n-1 (lnT㌔ )~21nl4p(ト p)】 (C･3,

となり,log-normalモデル[19,20,21]を再現することが分かる[27]｡ただし,(C･3)は,JnをE-El-P
にて特定して得られる｡なお,この点は

警 J｡=｡1-1, α1-α(El), (Ct4)

I(El)-α1- D q-=1を満たす点である｡また,(4･17)に現れるaが,d-α｡ニーlog2石和二面 を満たし
ていることも分かる｡

図32にp-0.694の場合のPtn)(i)を描いた[4]｡ Pin)(E)Cま,二項式乗法過程における分布関数(3.64)
である｡国中のPin)(i)lま,Tsallis分布関数

pin,(i,-Zn-,il1-(憲)卑詳]n''llq'
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図 32‥TheprobabilitydensityfunctionsofthedissipationofturbulentkineticenergyaSafunctionof

thedimensionlessquantityi,i.e.thelabelofeddies,forn-5.PB(E)≡pin)(i)istheonebasedon

thebinomialmultiplicativeprocess,PT(E)≡Pin)(E)onTsallisstatistics,andPG(E)≡Pin)(E)onthe
Gaussianapproximation･Theyarenormalizedbythepeakheight,andhave,respectively,thesmallest,

middleandthelargestvaluesattheorigin(i-0).Parametersareq-0･237andp-0.694.PB(i)and

PT(E)intersecteachothernearE-0.05andE-0.95.

である｡qの値は

q-1-
1+FL十log2(1+(1-2~P)1/2)･log2(ト (112~P)1/2)

log2(1+(1-21P)1/2)-1og2(1-(1-2-IL)1/2)

により,間欠性指数と関連づけられている【4]｡(C.6)と

p--2警 Iq_=｡- 2(αO-D o)--1og2b (1 lP)ト 2

に観測値IL-0.235[27,55】を代入して得た値がq-0.237とp-0.694である｡

C.2 マルティフラクタル解析との関係

｢確率の保存｣(A.2)と ｢分散‥

q昌G-((α-α0)2)-
/
dcrP(α)(α-α｡)2

を一定にする｣という2つの条件の下で,Boltzmann-Gibbsエントロピー

SBG【P(α)】ニー
/
dαP(α)lnP(α)

の極大を取ると,Boltzmann-Gibbs型の分布関数

1

pBG(α)=拓 exp

- 38 7 -
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が得られる｡(5.13)より対応するマルチフラクタル ･スペクトルは,

fBG(α)-1十
(α-αo)2

2g邑Gln ∂n

となる｡パラメータはαO-(α)BG-1十p/2,g孟G--FL/ln6nで与えられ,

fBG(α)-1-
(α-αo)2

2FL

となる｡これは文献 【27]に与えられているものと同じ表式である｡

(C･11)

(C.12)
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