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1 はじめに

本稿では，次の共通不動点問題の解の逐次近似に関する結果を報告する．

問題1.1.Nを正の整数， CをHilbert空間 Hの空でない閉凸部分集合， T1,,,.,TNを

Cから Hへの写像とするこのとき， T1,..,,TNの共通不動点を求めよ．

問題1.1の解を構成するための逐次近似法として様々なものが知られているが，本稿で

は，文献［1]および［10]で使われた，いわゆる‘‘parallelmethod"を含む逐次近似法に注

目する．すなわち， Cの点Xnが与えられたとき

IITinXn -Xnll = max{IIT1Xn -X』|,...,||TNXn -xnll} 

となるわ E{1,...,N}を選び， XnとTin を用いて丘＋1を構成する逐次近似法を用いる．

文献［1]および［10]では，parallelmethodと，いわゆる hybridprojection method 

[33,34]やshrinkingprojection method [36]を組み合わせた逐次近似法が使われている．

本稿では，parallelmethodと，［16,25]で使われたアルゴリズムを組み合わせた逐次近似

法を用いる．

2 準備

本稿では， Hを実Hilbert空間（以下， 「実」を略す．）， II・ IIをHのノルム， CをHの

空でない部分集合， IをH上の恒等写像， Nを正の整数の集合とする． Hの点列｛吐｝が

zに強収束するとき Xn→z,弱収束するとき Xn→ zと表す．
TをCから Hへの写像とする．写像 Tの不動点の集合を F(T)と表す．つまり，
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F(T) = {z E C: z = Tz}である．点 zECがTの漸近的不動点 (asymptoticfixed 

point)であるとは， Cの点列 {xn}が存在して， Xn-Txn→ 0および Xn------'-Zが成
り立つときをいう [33,35]. 写像 Tの漸近的不動点の集合を F(T)と表す．定義より，

F(T) C F(T)が成り立つことがわかる．写像Tが0でdemiclosedであるとは，｛Xn}が

Cの点列で Xn→pおよびTxn→0のとき， Tp= 0が成り立つときをいう [32].定義
より， I-Tが0でdemiclosedであるための必要十分条件は， F(T)= F(T)であること

がわかる．写像Tが擬非拡大(quasinonexpansive)であるとは， F(T)ヂ0,かつ，すべて

のxECとpE F(T)に対して IITx-PII'S llx -PIIが成り立つときをいう．擬非拡大

写像の不動点集合は閉凸であることが知られている [31,Theorem 1].写像Tが非拡大

(nonexpansive)であるとは，すべての x,yECに対して IITx-Tyll'S llx -YIIが成り

立つときをいう写像Tが非拡大のとき， F(T)= F(T)が成り立つことが知られている

[32].写像Tが堅非拡大(firmlynonexpansive)であるとは，すべてのx,yECに対して

IITx -Tyll2 :S llx -Yll2 -llx -Y -(Tx -Ty)ll2 (2.1) 

が成り立つときをいう式 (2.1)より，堅非拡大写像Tは非拡大であることがわかる．写

像Tが強擬非拡大 (stronglyquasinonexpansive)であるとは，次の 2条件が成り立つとき

をいう [7,11, 16, 19, 20, 23, 25, 27, 28, 35]. 

• Tが擬非拡大であり，

• {xn}がCの有界点列，PE F(T), llxn -PII -IITxn -PII→ 0ならば， Xn-T咋→

0である．

式 (2.1)より， Tが不動点をもつ墜非拡大写像ならば， Tは強擬非拡大であることがわ

かる．

註1.上記の漸近的不動点は，文献 [35]の漸近的不動点に基づいているが，両者の定義は

少し異なる．

註 2.強擬非拡大写像は，文献 [35]の強非拡大写像 (stronglynonexpansive mapping)に

基づいている．強非拡大写像については，［30]も参照されたい

註 3.文献［13,17,18,22,30]の強非拡大写像が不動点をもつならば，それらは強擬非拡大

である．

註 4.文献［19,23,25]のtype{sr)写像は，強擬非拡大写像の一般化の一つである．

type (sr)写像とその周辺に関しては，［21,27]および [12,Remark 2.4]も参照されたい
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註 5.文献［20]の劣勾配射影 (subgradientprojection)は強擬非拡大であるが，一般に非

拡大ではないことが知られている [21,29].

DをHの空でない閉凸部分集合とする． Hから Dの上への距離射影 (metricprojec-

tion)を砂と表す．つまり， xEHのとき， PD(x)は

llx -PD(x)II = rnin{llx -YII : y ED} 

を満たす唯一の Dの点である．距離射影PDしよ堅非拡大であることが知られている [43].

したがって，砂は非拡大であるから， F(P叫＝ F(P叫＝ Dであり， PDは強擬非拡大で

ある

｛九｝を Cから Hへの写像の列， F=几 F(Tn)とし， F-/0と仮定する．このとき，

{Tn}が強擬非拡大列 (stronglyquasinonexpansive sequence)であるとは，次の 2条件が

成り立つときをいう [12,40].

•各ねが擬非拡大であり，

• {xn}がCの有界点列，PEF, llxn -Pll-11~研n -pll→ 0ならば， Xn-T呼 n→ O 
である

点zECが｛九｝の漸近的不動点 (asymptoticfixed point)であるとは， Cの点列 {xn}
と｛咋｝の部分列 {xni}が存在し， Xn-T詞 n→ 0およびXni-----'Zが成り立つときをい
う[4,8,11].{Tn}の漸近的不動点の集合を白{Tn})と表す．定義より， FC F({Tn})が

成り立つことがわかる．

註 6.上記の強擬非拡大列は，［8,11,20,37,38]における強擬非拡大型 (stronglyquasi-

nonexpansive type)の写像列と同じであるまた，［4,16,19,25,40]のstronglyrelatively 

nonexpansive sequenceは，強擬非拡大列の一般化の一つである [20,Remark 2.5].文献

[9, 13, 17, 18, 39, 41, 42]の強非拡大列 (stronglynonexpansive sequence)が共通不動点を

もつとき，それらは強擬非拡大列となる．

次の補助定理は，次節以降の結果を得るために重要である．

補助定理 2.1.CをHilbert空間Hの空でない部分集合，｛Un}をCから Hへの写像の

列， Nを正の整数， T1,,,,,TNをCから Hへの写像とし，以下を仮定する．

• n!1 F(T.』 #0;
•任意の xEC と nEN に対して， U厄＝ Tkx となる k E argrnax{IITix -xii : i = 

1,...,N}が存在する．
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このとき，以下が成り立つ．

(1)任意の nENに対して F(Un)= n[:1 F(Ti)-よって， nnF(Un)# 0. 

(2) Ti,..., TNが擬非拡大ならばすべての nENに対して広も擬非拡大である．

(3)すべてのi= 1,...,Nに対して F(Ti)= F(~』ならば，訳{Un})= nn F(Un)-

(4) T1,..., TNが強擬非拡大ならば，｛Un}は強擬非拡大列である．

次の定理は，［16,Theorem 4.1]の特別な場合である．

定理 2.2.CをHilbert空間 Hの空でない閉凸部分集合， uEH,｛知｝を (0,1]の数列，

岱｝を Cから Hへの写像の列とし，点列｛咋｝をX1ECおよび任意の nENに対して

Xn+l = Pc（知u+(1-知）S研 n)

で定義する．さらに， F= nnF(Sn) # 0，白｛Sn})=F, {Sn}は強擬非拡大列であり，

どn知＝ ooおよびlimn叫＝ 0を仮定するこのとき，｛吐｝は PF(u)に強収束する．

次の定理は，［25,Theorem 4.1]の特別な場合である．

定理 2.3.CをHilbert空間Hの空でない閉凸部分集合， uEH, {Sn}をCから Cへの

写像の列とし，点列｛卯｝を X1ECおよび任怠の nENに対して Xn+l= S研 nで定義

する．さらに， F= nnF(Sn) # 0，由｛Sn})=F, {Sn}は強擬非拡大列であると仮定す

るこのとき，｛吐｝はlimn乃 (xn)に弱収束する．

註 7.定理2.2および2.3の仮定白{Tn})= Fは，［2-6,13-16,19,20,22,25]の条件 (Z),

[24]の条件 (Zl),および，［18,23]の条件（A)と同値である．詳しくは [4,Proposition 6] 

を参照されたい．

註 8.定理2.2および2.3の仮定を満たす写像列の例については，［8],[20, Example 4.5], 

[13, 16, 25]および [2-4,6, 14, 17-19, 22, 24-26]を参照されたい

3 問題1.1の各Tiが擬非拡大のとき

この節では，問題1.1の各刀を擬非拡大と仮定し，その解の逐次近似に関する結果を紹

介する．

補助定理2.1および定理2.2を使うと，次の定理を示すことができる．

定理 3.1([12, Theorem 3.1]). CをHilbert空閻Hの空でない閉凸部分集合， Nを正の
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整数， T1,...,TNをCから Hへの擬非拡大写像 FをT1,...,TNの共通不動点，つまり，

F = n~1 F(Ti), u EH,｛伍｝を (0,1]の数列，｛ぬ｝を (0,1)の数列とし，点列 {xn}を

X1 ECおよび任意の nENに対して

｛知 Eargmax{||T江n- X叫I: i = 1,..., N}; 

Xn+l = Pc (0:砕＋ （1 -知）（B呼 n+ (l -f3n)Ti立n)) (3.1) 

で定義する．さらに， F-::J0,任意のi= l,...,Nに対して F(Ti)= F(rふどn叫＝ oo,

lim四 n= 0, infn{3n>Oおよびsupnぬく 1を仮定する．このとき，｛咋｝は乃（u)に

強収束する．

定理3.1で各［の値域がCの部分集合であり， uECならば，式 (3.1)を

Xn+l = O:nU + (1 -O:n) (/3詞n+ (l -f3n)TinXn) 

とできる [12,Corollary 3.3]. 

4 問題1.1で各Tiが強擬非拡大のとき

この節では，問題1.1の各Tiを強擬非拡大写像， C=Hと仮定し，その解の逐次近似に

関する結果を紹介する．

補助定理2.1および定理2.2を使うと，次の定理を示すことができる．

定理 4.1([12, Theorem 4.1]). HをHilbert空間， Nを正の整数， T1,,,,,TNをHから

Hへの強擬非拡大写像 FをT1，．．．，ねの共通不動点， uEH,｛知｝を (0,1]の数列と

し，点列 {xn}をX1EHおよびnENに対して

｛知€ arg max{||T凸— x』| :'. EA}; 
Xn+l =叫u+(1-叫）TゎXn

で定義する．さらに， F# 0,任意のi= 1,...,Nに対して F(Ti)= F(~かどn 叫＝ 00 

およびlimn知＝ 0を仮定する．このとき，｛卯｝は PF(U)に強収束する．

補助定理2.1および定理2.3を使うと，次の定理を示すことができる．

定理 4.2([12, Theorem 4.2]). H, N, T1,..., TN, Fは定理4.1と同じとし，点列｛卯｝

をX1EHおよび任意のnENに対して

｛知€ arg max{||T凸— Xnll ; i ~ 1,..., N}; 
Xn+1 = T圧咋
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で定義する．このとき，｛Xn}はlimnPF（匹）に弱収束する．

註 9.定理4.1および4.2は， Hの閉凸部分集合Cを定義域とする写像の共通不動点問題

にも応用できる．実際各S:C→Hが強擬非拡大のとき， F(SPc)= F(S), SPcはH
から Hへの強擬非拡大写像であり，さらに， F(S)= F(S)ならばF(SPc)= F(SPc)で

あることが知られている．詳しくは，［23,Lemma 3.2, Lemma 3.3], [28, Theorem 5.5], 

[23, Theorem 3.4]および [12,Remark 2.6]を参照されたい

註 10.定理 4.1および 4.2は，（強擬非拡大ではない）擬非拡大写像の共通不動点問題

にも応用できる．実際，擬非拡大写像 T:H→H が与えられたとき，入 E (0,1)を
とり，ふ＝入I+(1 —入）T とおくと， F(S刈＝ F(T), ふは強擬非拡大であり，さら

に， F(T)= F(T)ならば F(S入） ＝ F（ふ）が成り立つことが知られている．詳しくは，

[27, Corollary 3.4]および [23,Corollary 3.8]を参照されたい．
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