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概要

本記事では，パラレルウェイト 0のHilbertMaass形式に対する， Jacquet-Zagier型と呼ば
れる形のレゾルベント跡公式について紹介する．また，その応用の一つとして， HilbertMaass形
式に付随する対称 2次L関数のある種の非消滅性を証明する．

1 研究の背景

1. 1 Eichler-Selberg跡公式， Zagierの公式

まずは， Jacquet-Zagier型跡公式を紹介する前に， Eichler-Selberg跡公式と，それの拡張にあたる

Zagierの公式について簡単に紹介する．

lHI={x+vゴyI x,y E恥 y>O}を複素上半平面， r= SL2(Z)とする． 4以上の偶数Kに対し
て， sk(r)を菫さ Kのrに対する正則カスプ形式全体の空間とする． sk(r)上の Petersson内積は

〈f,g〉=/ f(z)g(z)ykdx?，f,g E SK(r) 
r¥lHI y 

で定義される．

mENに対し， S凩r)上の Hecke作用素互(m)は

d-1 

九（m):S亨）ぅ f(z)M三星。~d万（azd+b) ES亭）
ad=m 

で与えられる． Tk(m)のトレースの明示公式として，次の占典的な結果が知られている

Theorem 1. 1 (Eichler-Selberg跡公式）． 4以上の偶数k,mENに対して，

疇 (m))=—；区凡(t,m)H(t2 -4m)一｝区 min{d,d'}k-l
2tEZ d,d'＞O 
t'<4m dd'=m 

＋｛胃m§-1 (mが平方数）
0 (mが平方数でない）
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ここで， H(n)はHurwitz類数であり， Pk(t,m)= ¾-号~,ただし p は炉ー tp+m = 0を満たす複
素数

Eichler-Selberg跡公式は次のようにして導出される．二変数関数hk,m:配→ Cを

hい (z,z')＝ L (czz'+dz'+ az + b)-k (z, z'EH) 
ad-bc=m 

で定義すると， hk,mはHecke作用素Tk(m)の核閲数になることが分かる．この核関数のスペクト

ル展開，幾何展開をそれぞれ考え，積分

Jい (z互）ykdxdy 
r¥H Y2 

を二通りの方法で計算することにより示される．

次に紹介する Zagierの公式 ([11]）はEichler-Selberg跡公式の 1変数パラメーター付きの一般化

にあたるものである Zagierは実解析的Eisenstein級数

1 
E(z,s)= —こ

ys 

2 |mz + n|s 
(z E]HI，Re(s) > 1) 

を用いて，積分

m,nEZ 
(m,n)-fc(O,O) 

dxdy Jい (z互）E(z,s)yk 
r¥IHI 炉

を考えた． E(z,s)はsに関して，複素平面全体に有理型に解析接続することができ， s= 1での留

数は§という zに依らない定数となるので，上記の積分の s= 1での留数はEichler-Selbergの跡

公式を復元するものになっているさらに Rankin-Selbergの方法によると，スペクトルサイドは対

称2次L閑数

L(s, f x f) = 2―s-k+l7r―}（s+K-1)r(s+ K -1)r（デ）く(2s)~ 
町(n)2

く(s）こns+k-1 
n=l 

を用いて書くことができる．ここでf(z)= ~~=1 町(n)e2バCfnz E Sk(r)は正規化された Hecke

同時固有形式である．

Theorem 1.2 (Zagier([ll])). kを4以上の偶数， mEN, {fふ~i~dim(S亭））を正規化された Hecke

同時固有形式からなる sk(r)の唐行甚底とする．このとき， 2-k<Re(s)<k-1なる sECに対

して

dim(Sk(I')) 

ck,s L 
i=l 

L(s,fi X Ii) 
afi (m) 

L(l, fix f;) 

= mk-l L { I(t2 -4m, t; s) + I(t2 -4m, -t; s)} L(s, t2 -4m) 
tEZ 

＋ ｛（一1)§二疇mk-;-1

゜
(mが平方数）

(mが平方数でない）
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主士上

が成り立つ．ここで， Ck,s=―1百2
-,-k+3 

( ） 1T 2 であり，△ ＝t2 
(k-l)r（号—）

-4m,Q(、区）／Qの判別式を D,

△ = D『 (JEN)とおいたとき， I（△，t;s)とL(s，△）はそれぞれ

I (•, t;s)=~100~dy, 
r(k) }0 （炉＋《可ty —令）パ

L(s，△） ＝ ｛く(2s-1) （△ ＝ 0） 

L(s, （か） ~dlf µ(d) （かd-sび1-2s(~) （△ ＃0) 

で与えられる．

Zagierはさらにレベル 1のMaass波動形式の場合に同様の公式を証明している ([12]).Zagierの

公式の Hilbertモジュラー形式への一般化は水本 ([6]）が行なっており，狭義類数が1の総実代数体

上のレベル 1,パラレルウェイト kE ITvE~= 2N, nebentypusが自明な場合に証明された．さらに
高瀬([8]）は，狭義類数が 1という仮定のまま一般のレベル，ウェイト， nebentypusが原始的という

条件の元で水本の公式を一般化した．

1.2 Jacquet-Zagier 型跡公式，杉山—都築の跡公式

JacquetとZagierは，一般の大域体 Fに関する GL2の Arthur-Selberg跡公式を ([11]）のア

デール類似の手法によって，ー変数パラメーター付きのものヘ一般化した ([4]）．彼らは，コンパ

クト台を持つようなテスト関数 cp: PGL2(AF)→ Cに対して， £2(PGL2(F)¥PGL2信F)）上の
右正則表現 Rから構成される作用素 R（cp)の核関数 K'P(g,h)と， Eisenstein級数 E(g,z) (g E 

PGL2(F)¥PGL2（釦）， ZE C）を用いた積分

J 応 (g,g)E(g, z)dz 
PGL2(F)¥PGL退 F)

を考えた前節の話と同様に， s=lでの留数を計算することにより， Arthur-Selberg跡公式を復元

できることが大いに期待できるが，実際この問題は難しく，長らく証明されていなかったが， 2019

年にようや<Wuにより，復元できることが証明された ([10]).

さらに， Rankin-Selbergの方法により，スペクトルサイドは， GL2の販約カスピダル表現 Tに付

随する対称2次L関数L(s,1r; Ad)の特殊値を用いて書くことができる．従って， Jacquet-Zagier型

跡公式とは，それを軌道積分の和で表す公式となっている（ここで，対称2次L関数を L(s,1r;Ad)

と書いたのは， GL2の保型表現 Tから， Gelbart,Jacquetらによって構成された Gいの保型表現

Ad(1r)の保型L関数と一致するからである ([3]).)

Jacquet-Zagier型跡公式の一つの応用として，杉山と都築による， Hilbertモジュラー形式への

Zagierの公式 ([11])の一般化が知られている ([7]）．彼らは， Hecke作用素のレゾルベント核と，

GL2（股）の離散系列表現の行列係数によって構成されたテスト関数を用いた．水本 ([6]），高瀬 ([8])

の公式と異なる点は，狭義類数に閲する仮定が一切ないという点である． JacquetとZagierが計算

した幾何サイドの公式はコンパクト台を持つような一般のテスト関数に対して計算していたので，

公式も抽象的なものに留まっている従って， Jacquet-Zagier型跡公式から既存の跡公式 (Zagier,
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水本，高瀬の跡公式）を導くことは別の難しさがあるため，既存の結果を完全に含んでいるわけで

はない．一方で杉山—都築の跡公式は，幾何サイドの積分の具体的な公式を与えており，基礎体を有

理数体とおくことでZagierの公式 ([11])を復元できるものになっている．

また，彼らはHilbertモジュラー形式に対する保型表現 71'に付随する対称2次L関数の非消滅性

を証明したこれは，彼らが証明した跡公式から従うスペクトルパラメーターの重み付きの一様分

布性から従うものである．

2 主結果

この節では，講演で述べた主結果である跡公式を明示的に与える．今回は杉山—都築の跡公式の

Hilbert Maass形式に対する類似を得た．これは，テスト関数に上半平面1HI上のLaplace作用素のレ

ゾルベント核を用いることによって導かれる．杉山ー都築の跡公式の場合と異なる点として， Hilbert

Maass形式の場合には，擬似係数が存在しないため，スペクトルサイドにおける Eisenstein級数の積

分と，指標の寄与を無視できなくなるというものがあるので，公式の形もその分複雑になっている．

主結果の説明のため，まず記号を定義する． Fを次数nFの総実代数体， 0をFの整数環とする．

Fの有限素点全体の集合，無限素点全体の集合をそれぞれsfin,SOOで表し，江？＝江finUSOOでF

の素点全体の集合を表すとする．各VEEFに対し，凡を Fのvにおける完備化，さらに v€江fin

の時は oVを凡の整数環，いを oVの素イデアル， qv= #(ov/Pv)とおく． Fのアデール環を Aで

表し，各VE幻毎のモジュラスから定義されるイデールノルム I.IA : A,_X→恥＞oを考え，その核
を虻とおく．

次に， Riemann面ぷ：＝｛C／4バ可(logqサ―1z (V E sfin)上の 1次微分形式d附 (s)を
IC (vEE00) 

叫 (s)＝ ｛ゲ(logqv)（q;『-qVデ）ds
s ds 

で定めぃ迄上の正則関数で

• a(s)=a(-s) 

(v E Elin) 

(vEE00) 

● VE瓜のとき，任意の [a,b]C股， £>0に対して |a(s)I≪a,b,e (1 + IIm(s)1)-e, Re(s) E [a, b] 

を満たすもの全体の空間を Av とし， Xs,~= = ITvESU~= ふ， As,~= = ®vESU~= Avとおく．
non-zeroなイデアル acoに対して，有限素点からなる部分集合S(a)= {v E Elin I aov =I-的｝
を定義するここから最後まで，以下を仮定する．

•素数 2 は F で完全分解する．

•イデアル nco は， non-zero かつ square-free で， S(n) n S(2o) = 0を満たす．

•ScEfin は有限集合で， SnS(n)=0 かっ SnS(2o)=0 を満たす．
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各VE:Efinに対して， K。国） ＝ {(~ ~) E GL2(0』|CEnOv}とおく． PGL2(A)の既約カスピダ

ル表現からなる集合Ilcusp(n)を

且cusp(n)= { 7r竺 R;EEF四ざ°（叫） ＃ ｛O} (v E :Efin)，硲゚ (2)/= {0} (v E芦）｝

で定義する． VE均7と擬指標 X:Fv→ CXに対して， Zv＼広の表硯I(x)を，一般主系列表現
Ind兌（違い）で定める．

既約カスピダル表現 T 竺R伍均叩 EIlcusp(n)の導手を f1rとおくと，各 VE :EF -S(f1r)に対

して，

，
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(vEI:00) 

迂＝｛□［O,27r(logqv)-1] U (｛0, 27r□(logqv戸｝＋ （o, 1)) 
、た該十 U(0, 1) 

(vE:Efin) 

(vE:E00) 

で定義される． Ramanujan-Petersson予想では，％（1fv)は全て虚軸J-.に存在するとされているが，

今日ではまだ分かっていない．

主結果の説明に入る.|Re(z)I < 1を満たす z€ Cと， a= RvESUI:= av E As,ユ~に対して，

L（号，1r;Ad) 
llcusp(aln;z) =c(zl(n) ど W炉（1r)~a(vs心 (1r)),

L(l, 1r; Ad) 
咋 Ilcusp(n)

vol（犀／戸）ー1
如 (aln;z)=~ I;__f~R ITEis,x(a;u,z)du, 

XE己
ご股

llres (aln; z)＝詞L{ll~es,x(a; z) + llres,x(a; -z)} 
XE已

ぐ＝1

とおく．ここで， Vs，芦け） ＝ （％（叩））vESUI:=E Xs,r:=, BはHecke指標X= ITvEI:p Xvの集合で，

全ての VEEfinで不分岐なもの全体， DFはF/IQlの判別式の絶対値，

c(z)（n) ＝ 
(-l)#S 
D 
z-!l 2 

2 F II (1 + qv)―19 
vES(n) 

w炉（1r)= N(f")デ rr (1 + （贔＋ q:→）(qi1+ q旦）一 (q王＋q三）2VES(nい (q〗+qv―亨― (q戸＋q；三2)
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[Eis,x (a; u, z) 

=(-1)＃ザFD}-2 
句手）丘（デ＋ u,x叫（手— u,x― 2)
応 (1+u,x叫 (1-u,x-2) 

X II [（ 
1 1 3 1 
qJ -q~万（1- 戸） + (q;;-½ + q；；り｛晶＋ q;;-½ -q；；uxv(wv)2 -q応（四）ー2}］ vES(n) 

X II 叩 (u+ 2a(xv)), 
vESU刃~

X (1 + qv)―幻Lv(l+ u,xりLv(l-u,x:;;;り

(a(xv)は， Xv(x)=士|xl~(xv),x E Fvで定まる数）

＿三

-"-—1(p(z+l) 
lires,x(a; z) =(-l)#S2dp D} rr (l -q□)(1 + qv 2) “デ） II(F（芳） vES(n) qv + l 

vESUE= 
叫デ）

としているまた，＜p(s),Lp(s,x)はそれぞれ完備化された Dedekindゼータ関数， Hecke-£ 関数で

あり，＜v(s)とム(s,x)はそれぞれ<F(s)とLp(s,x)のv-因子である． licusp,lIEis, liresはスペクト

ルサイドに現れる項であり，それぞれカスプ形式， Eisenstein級数の禎分， Eisenstein級数の留数の

寄与を表している．

幾何サイドを記述するために，以下の関数を導入する．

Re(s)＞血戸を満たす z,s E ICと， EE{0,1},8,aE冗， Cl!= IZivESU芦 O!vE As，瓜うに対して，

(i) V E I:finのとき，

• oz炉（a)＝二（臼）,la|王＋三罰万 (1+lqご）C|a|v干
ザも(s+号 )(v(s＋弓）号

• St,（z)(s; a) ＝ ｛-qv_ S+1(v(-L；認戸 □ — z+1 Z+1 
-qV 2 {ら（王?)|a|v 4 ＋竺雷，｀）鳳｝

• st,(z)(av;a) = ;,;;b t+％ご
21r✓二i
~ {+2~ st,(z¥s;a)av(s)d凡 (s)
c-2TJコ
log Qv 

(c ≫ 1, v E S) 

(lalv S 1) 

(lalv > 1) 

ここで， e6は局所類体論で凡(《i)／凡に対応する FVxの指標である．さらに，△ € FXと，分数イ

デアル llCFに対して，

B炉（a|△；a)= rr 。合炉(av)IT。t臼(av)IT茫叫叩；av)
vEEr;n-(SuS(n)) vES(n) vES 

とおく．ここで (av)vEEnnはordv(a)= ordv(a)を満たすように取っている．

(ii) VE  ~00 のとき

。；；，（zl(s;a)= ~lalvll -a-21~ 7r-½ 1-1 11 _-2 手閂＋号）r(½-~)
r(s + 1) 

~8(a > 1) 

`,0) （§＋干，ローSt輩’州気1-a―2,l-a2)

切 '(z)(s;a)= (a2 + 1) r（号）rけ＋号）r(!-号）

r(s + l)r(! + 1) 

x Fp,o) （合＋干，合—S鸞芦干， 芍±:!!;1, -a2) 
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とおく． ここで FP,o)は第 3種 Appell超幾何関数凡 (cf. ([1]）)の一般化で，パラメーター

a1, a2, a3, b1, b2, a~, c E ICに対して，

00 
FJ1,o) （叩2~:~~b~叫， y）＝こ如）m(叫（叫(b山(b2)n m n 

(aDm(c)m+n 
x y 

m,n=O 

で定義されるここで 旦四竺）, (a)m = ~) はPochhammer記号で， a1,e =I=〇,-1,-2,..．とする．

Gaussの超幾何関数の性質などを使うと， Fp,o)は各変数について C-[1,+oo）へ解析接続できる

ことが分かるまた x=lを代入している箇所があるが，この場合の収束性も保証されている．さ

らに， C≫ 1とし，

釘叫；a）＝ l fC十ご000],（z) 
2ハに］ e-ご 00

(s; a)a(s)d凡 (s)

在）（a）＝ rrl fC＋疇I―qv-T
2ハ／可 c-~ 1 _,,-s-デ

叫 s)如 (s)
VES logqv 1 -qv 

X IT 
1 re＋□DO閂＋坦）

疇~27r□ l_ご:=~ av (s)如 (s),
とおく．導入が長くなってしまったが，次が今回得た公式である．

Theorem 2.1. IRe(z)I < 1を満たすzE Cとa= RvESUE= av E As，E=に対して，

llcusp(aln; z) + lIEis(aln; z) + llres(aln; z) =』uni(aln;z)＋』hyp(aln;z) +』en(aln;z) 

が成立する右辺の 3つの閑数はそれぞれ放物元，双曲元，楕円元の寄与であり，以下で定義される．

(i) 

J { AF(-z)] 』uni(aln;z) = Dl, { AF（一z）』uni(aln;z) + AF(z)』uni(aln;-z)} 

ここで， 

｛旱土（）｝叩＿早 1 + qv 
号

＾ 』uni(aln;z) = ~ 2― 2 7f- 4 r -Z4+1 DF 4くパーz)汗）（a）II ・ 
vES(n) 1 + qv 

とおいている．

(ii) 

』hyp(aln;z) = ~汀<F(T) aEo（芦＿｛1｝面 (a|1'（a-a1)2゚）附；；（z) (av;~) 

ここで， o(S昇は総正な S単数の集合．
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(iii) 

』en(aln;z)＝抄戸互N(%）手L(z;1苫△）閲（a|△,心）
X II⑰gn（△（v)),(z)（叫；t|△|1)'

vE~= 

ここで， 

• △ =柱 -4n

•芦：大域類体論で F(《ふ／F に対応する AX の指標．

•払： F（⑮）/F の相対判別式

•仏： △O=％氏となる oのイデアル

(t; n)Fは，集合{(t,n)E F x FI t2 -4n E px -(F勺り上の同値関係

(t,n)~(t',n'）⇔ヨcE px, t'= ct, n'= c2n 

による商集合の元で，次を満たすものをわたる．

•VE ~fin -Sに対して，（t,n)E ｛（叫v,C~n) E Fv X Fv I Cv E Fvx,tv E Ov,n E吋｝

・恥の v因子芦，vが不分岐な v€刃fin に対して， ordv(nf:;,り< O 

なお，この公式は， F=IQの場合に考えると， Maass波動形式に対する Zagierの公式 ([12])を復

元できることが少しの計算でわかるしたがって，この結果はその HilbertMaass形式への一般化

とみなすことができる．

3 応用

今回得られた跡公式の応用として，スペクトルパラメーターの重み付き一様分布性， L(s,1r; Ad) 

の特殊値の非消滅性が証明できる記号は，前節と同じものを用いる．

3.1 重み付きー用分布性

以下又°+ =rr , Sぷ心 峠 SUI; 炉＋とおく．c 
V ZE [0,1)に対して， C？（疋麿伍～）上の線型汎閑数寝に(n)

を次で定義する．

3 z-1 
ーす

〈炉 (n),f〉 D―’qv  ＝ F s,X~2M(n)8(z=0) II 
vES(n) 1 + qv 手

X L w,炉('Ir)L（芳，7r;Ad)
L(l, 7ri Ad) 

f(vs,~=(7r)), 
1rEIIcu,(n) 

fEC汽認に），
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ここで， M(n)=区vES(n)~紅廿である． GL2 の Ram皿ujan 境界に関する結果 ([2],[5]) を用いる
l+qv 2 

と， W炉（1r)2 0であることが分かる以卜では，入尽に(n)が認ふ~上の Radon測度であること
を保証する次の命題を仮定する．

(P)任意の zE [O, 1), square-freeイデアルnC o, 7r E Ilcusp(n)に対して， L（芳.!,1r; Ad) 2'. 0. 

これは L(s,1r;Ad)についての一般Riemann予想を仮定すると，中間値の定理から成り立つ．なぜ

なら zE [O, 1]でL（号入1r;Ad)は実数であり， L(l,1r; Ad) > 0だからである (cf.例えば([9,2.8]) 
など）．

次に，炉＋ 上の別の Radon測度入(z)s,E~ s,E~ を次のように定義する．

喝== {2―叫デ「（で）｝nFr(z) IJ心
vESUE= 

ここで， r（z)={G(z+1) （z#0），入炉は王炉上の，虚軸を台に持つ Radon測度で，
Re!l (p(s) (z = 0) 
s=l 

叫（□y)＝｛予(1+qv王三〗 (VES) 

cos（号）T
2 

~y(e~Y-e玉） r(汀Iy＋干） （VE芦）

で与えられる．

Theorem 3.1. (P)を仮定する．この時，測度疫に(n)は，測度点ぶ～に N(n)→ ＋CXJで弱収束

する．即ち任意の f€C?（認;E=) に対して，

〈入趾(n),f〉→〈疫に，f〉 （N(n)→ ＋CXJ） 

が成り立つ．

これは，今回の主結果である跡公式を用いると証明できる． N(n)→ ＋CXJとした時に，左辺の

主要項は llcusp,右辺の主要項は』uniになることが分かる．あとは少しの計算と fの“良い’'近似

a E As,E=を考えることで示せる．この時の不等式の評価に入閏も=(n)の非負性を用いる．

3.2 L(s, 1r; Ad)の非消滅性

前節の定理の系として， HilbertMaass形式に対する対称2次L関数L(s,1r; Ad)特殊値の非消滅

性を証明できる．

Theorem 3.2. (P)を仮定する． zE [0, 1)と賊の部分区間の族 (Jv)vESU翫～で， vESに対して

Jv C [-2,2], VE瓜に対して JVC［ふ＋00）を満たすものを任意に与える．このとき，次を満た

すM>Oが存在する．

N(n) > M を満たす任意の素イデアルnに対して，
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• f1r = n 

• L（号，1r;Ad) i= 0 
匹 (To) ＿ Vo（和）

•vES に対して， qv 2 + qv 2 E JV  

● VE  ~oo に対して， 1-｀加）2 E JV  

を満たす 7rE Ilcusp(n)が存在する．
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