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A6
不均質系-の摂動論の応用

徳島大工 西 岡 - 水

原子間の相互作用ポテンシャルのうちで attraCtiveな部分を摂動とみなし,摂動論を

用いて流体の状態方程式を計算する方法が Zwanzigl),BarkerandHenderson2･3) 等に

よって発展させられているが,最近この方法が不均質流体に対しても応用され,種々の

熱力学的量の計算に用いられているので,以下に簡単にまとめてみた｡非摂動系として

は剛体球の系がとられるが,剛体球の径は実際のポテンシャルの斥力部分の`̀softness'I

を摂動とみなしたときに自由エネルギーに対する第一次補正項が零となるように選ばれ

る.3)このようにして決められた effectiverigidsphereの径は温度の関数となるが流体

の密度には依存 しない.3)effectiverigidsphereにattraCtiveポテンシャルを摂動として

加えたとき,摂動論の結果は次式となる㌔),3)

1

F-F0- 号'"i>U上 元 子 if,(甜 i"j>~<Ni>O j>)UiU'1'h･o･1
(1)

但 し,F.は非摂動系の自由エネルギー,Uいま原子間距離がRiのときに attraCtive

potentialがとる値,Niは原子間馳離がRiとRi.1との間にある原子対の数を表し,

平均は非摂動系に関して計算されるものとする｡高温では系の性質は主として斥力によ

って決定されると考えられることから,補正項は 1/Tの巾級数に展開されている｡

T｡x,｡｡rd4)は (1)式を以下のように拡張し,液体の表面張力の計算に応用した｡液

体と気体との界面では密度は連続的に変化 しているので,不均一性を考慮に入れるため

に界面の領域をも含めて系を界面に平行な薄い層に分割して考える.層の厚さをeffective

rigidsphereの半径の程度とすると,attractiveポテンシャルはそれにくらべて long

rangeであり,従って界面領域ではある層の擬熱力学量はその層のみならず隣接する層
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の状態にも依存すると考えられるので (1)式を次のように書きかえる｡

F-F｡- ∑ut∑ くNjk,iノ
IiZI

l j≦k

l
- -二 ∑
2kT i;J丑 i′;jFg{,(く-Njk ,iNj'k′,i′>~くNjk･i>T Tj'k′,i′>)

0回 十 h･o･ (2)

但し,Njk,iは j層に属する原子とk層に属する原子とによる原子対のうち,原子距

離が RiとRi.1 との間にあるものの数を表すo (2)式右辺の第一項は動径分布関数

ダ0(求)を用いて次のように表される.

- llj≡kく Njk,i> - finj誉 /vkP'zk'拍 ;p'zj)〕t'1(R'dVk1

(3)

ここに n･は j層に属する原子数, Z軸を界面に垂直にとるものとしβ(zk)はk層でJ

の原子密度,90rR;p(zj)〕は j層での密度を有する均一な非摂動系の動径分布関数,

Rは j層内のある場所に固定された原子からの距離,そして積分はk層の体積 Vkにつ

いて行なわれる｡ 第二項に対してはまず次の近似を行う｡

くNjk,iNj/k′,i′> - くNjk'i>くNj/k′,i/::I- 0unless
J- 了,k-k′,1 - i′ (4)

そして, j- 了 ,k-k′,i- i′ の場合に対しては巨視的な均一系に対するゆらぎの

理論が適用され うるものとして次のように近似する｡

∑ (くNjk…i> - くNik,i>2)ui
i;j≦k

1

-干す nj 誉̀fvkP'zk)gOCR;p'zj)〕kTL'∂p(zk)/∂p〕o
･ 〔 tJl (R)〕2d q )

但 し〔∂p(zk)/∂p〕Oはk層の密度を有する均質な非摂動系に関する量を表すo 最後
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に, (2)式における非摂動系の自由エネ′レギーF｡として,

FO-Fnj fo(zj)J
(6)

なる近似を用いるoここに fo(zj)は β(zj)なる密度を有する均質な非摂動系を考え

たとき,その-原子当りの自由エネルギーを表す｡以上の近似を用いるとF は次式で

与えられる｡

F- ? nj l fo(zj) ' fl(zj)' f2(zj)] (7)J

ここに fl(zj)及び f2(zj)は-原子当｡の自由エネルギーに対する摂動補正項で,

(3)及び (5)式から次のように求められる｡

fl(zj)- ‡ /vp(i,50lR;p(zj)〕Ul(R)d盲

f2 (zj)ニーi /v p (育)頼 R;p(z j )〕〔U l(R)〕 2 〔 ∂p(i)/∂p〕 od盲
(9)

但 し貢は j層内の-原子を基点とし,積分は系の全体積について行われる.

さて,上記の方法を表面張力の計算に応用するわけであるが,それにはまず β(Z)を

(7)式の Fが原子数一定のもとで最小になるという条件から求め,そのときのFと界

面の存在しない仮想系のそれとの差から過剰自由エネルギーを算出するという方法が用

いられる｡ Gibbsdividingsurfaceを過剰原子数が零となる場所に選ぶと,表面張力は

界面の単位面積当りの過剰-ルムホルツ自由エネルギーによって与えられ, 次式とな

る｡
h

㌃- 1im 〔′ p(Z)f(Z)dz-h(pzfz+ppfダ)〕 (10)h-cq -h

但し, dividingsurfaceをZ-0とし,i-fo + fl+f2,PL, fL及 び pP,f夕 は各々
バルクの液相及び気相に対する量で各相の化学ポテンシャル及び圧力が等しいという条

件から決められる｡ このようにして,不均質系の自由エネルギー及び液相の表面張力を

均質な剛体球系の性質のみによって表すことができた. アルゴンに対してLennard-Jones

6-12ポテンシャルを用い,剛体球均質系の性質に対しては Percus-Yevicksolutionを
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用いると,上記の方法による表面張力の値は実験値に非常に良く一致することが示され

ている04)また,摂動論による密度分布 p(Z)及び Jの値は Monte-Carloシミュレーシ
ョンによって求められた値とも良く一致することが示されている.5)

Abraham etal6)はToxvae,dによる不均質系摂動論を43原子及び87原子から成る

アルゴンの液体微粒子の密度分布及び自由エネルギーの計算に応用した｡ その結果は

Monte-Carloシミュレーション7)の結果と良い一致を示している｡

このように Toxvaerdの不均質系摂動論の有用さがいろいろと示されているが,

Ab血 am8)はさらにすすんで Cahn-H仙ard9-ll) による不均質系熱力学の考察にこれを

応用した.一例として Z軸に沿って密度が変化 している流体系をとると,Cahn-Hilliard

理論は単位体積当りの自由エネルギー β(Z)f(Z)として,次式を用いることになる｡

p(Z)f(Z)- P(Z)f+lp(Z)j + AldP(Z)/dz]2, A>0 (ll)

ここに f+〔p(Z)〕は p(Z)なる密度をもつ均質系に対する値である｡ 二成分から成る

正則溶液に対しては (ll)式の妥当性が示されているがミ)一般には仮定とみなすべきで

ある｡ そこで (ll)式の意味を不均質系摂動論の立場から考察してみる｡まず (7)式 を

次のように f+〔p(Z)〕を含む形に書きかえよう｡

F - / p(Z) ff+Cp(Z)] + f l(Z) + f2 (Z))dV
V

f'〔p(Z)〕- f｡〔p(Z)〕弓 p(Z)∫90CR;p(Z)〕Ul(R)dTV

-エ p(Z)(雪 ぎ ,. /V仙 ;p(Z)〕〔Ul(Z)〕2dT4

fl(Z)- ÷ U p(か p(Z)〕拍 ;p(Z)〕lJl(R'd盲

f2(Z)ニ ー i /V{o(i)(2 ',0-〟(Z,(等 ,.)

- F OL'R;p (Z)〕 〔 U l (R)〕2 d盲
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即ち, (ll)式の右辺第二項はβ(Z)〔fl(Z)+f2(Z)〕なる意味をもつことがわかる｡

fl(Z)は Z-Zにある-原子が不均質非摂動系において保有する平均摂動エネルギー

とβ(Z)なる密度の均質非摂動系においてもつ値との差という意味をもつ ｡ f2(Z)にっ

いては表面張力に及ぼすこの項の寄与が 1.4%経度にすぎないことが数値計算からわか

｡,8)また摂動ポテンシャルの選び方を工夫することによりこの項を無視することもで

きるので,12)以下の議論では fl(Z)のみを考える｡ 図1のように座標系をとると(14)
式は次のようになる｡

CQ

fl(Z)- 7T/ 〔p(Z+W)+P(Z-Wト 2p(Z)〕fl(W,Z)dw
O

CC

fl(W,Z)- ∫Ul(E)90〔E;p(Z)〕EdE
W

(16)

(17)

〟(Z十W)及び β(Z-W)を Taylor展開してWの三次以上の項を無視し,W に関する

積分範囲をwfで打ち切ると

fl(Z)三 方(d2p/dz2)/Wfw2fl(W,Z)dw
0

となる｡

I /x 一ヽ._

/ A, .

E_/ メ.′/

図 1. Z軸方向に不均質な系を

取り扱うための座標系
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(16)式を (18)式で近似するための誤差として Abraham は次式を与えているO

Cく:) Cく:)

/W2fl(W,Z)dw/∫ W2f-(W,Z)dw≡ wf/0
1＼r 'J

(19)

ここに Oは原子間ポテンシャルが零となる距離である｡ (19)式の意味はよく分らない

けれども,Ul(E)がすみやかに零に近づくことから臨界温度近くでは (18)式が成立す

ると思われる｡ (18)式が成立するとすれば,

f (Z) - f十〔p (Z )〕 + Klp(Z)〕(d2p/ dz2)

Klp(Z)〕- 〟/W f w2fl(W,Z)dw
0

が得られる｡

(10)式の f(Z)として (2rn式を用いると

A -

1im〔/hfp(Z)f+〔p(Z)〕+A〔∂a/∂Z〕2)dz-h(pzfz十Ppfg)〕h---h

dip(Z)亘p(Z)〕)
dp(Z)

(20)

(21)

(22)

(23)

となり,これは p(Z)∫(Z)としてCahn-Hilliard理論 (ll)式が成立することを示してい

る. (20)式そのものは Cahn-Hilliard理論と一致しないが, (22)式のように積分され

るときに被積分関数として (ll)式の形になる点に注意する必要がある｡またAの符号

についてはノ臨界温度近くでは

AニーW/Wfw2nlw,p(Z)]dM Pdip/owfw20〔W,p(Z)〕dw0

… 一打/Wfw2鉦 W,pc]dw- const>00
(24)

となりCahn-Hilliard理論と一致する｡

このi-う1.1･こしてCahn-Hilliard理論が種々の近似のもとに導かれること,定数 A の意
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味などが明らかにされたが,近似的 (18)は温度が下ると成立しないと思われるので,

その応用には十分に注意する必要がある｡Abral1am8)はまたスピノーダル分解について

も不均質系摂動論を用いて同様な考察を行なっている｡
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A7

変分法による量子固体の基底状態の扱い

東北大 ･工 広 池 和 夫

Hamiltonian が

H- - i蔓1意 芸

N N
+ ∑∑ ¢(∫;;)
i<j

(1)

で与えられる体系の基底状態のエネルギーを変分法によって計算する際には,体系が固

体であるか液体であるかを式の上で区別しなければならなくなる｡この区別の仕方につ

いて,1つの提案があるので御批判を仰ぎたい｡
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