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kを標数p>Oの代数閉体とし， X をK上のなめらかな代数多様体とする．

Aを標数がpとは異なる有限体とする． Xが 1次元のとき， X上の A加群の

構成可能層アに対し，アのオイラー数を計算する次の公式が知られている

(Grothendieck-Ogg-Shafarevichの公式 [4]): 

x(Xk,F)：＝ど（ーl)idim Hi（ふ，F)= x(Xk,A)ーと叫F)
iEZ xEX 

ここで ax(F)とはArtin導手と呼ばれる整数であり， xでの局所体の絶対Galois群の

アが定める表現の暴分岐の不変量である Swan導手を用いて

ax(F) = rankFー dim石＋SWx（F)

と定める．

この公式を Xが高次元の場合に拡張する方法のひとつとして，斎藤による特性サ

イクルの理論がある [10].Xの次元を dとする． x上の A加群の構成可能層アに対
し，特性サイクルCCFが余接束T*X上の dーサイクルとして定義される． Xが射影

的であるとき，特性サイクルと零切断との交点数はオイラー数を計算する（指数公式

[10, Theorem 7.13]) : 

(CCF, Ti X)r•x = x(X戸）．

Xが1次元のときは，指数公式は Grothendieck-Ogg-Shafarevichの公式を表してい

る． Xが2次元でアが階数 1の層であるとき，谷田川［15]により特性サイクルが分

岐の不変量を用いて計算されている．
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特性サイクルの理論を混標数の場合に考えたい． Kを標数 0の完備離散付値体

で，その剰余体Kの標数はp>Oとする． XをKの付値環 0K上の有限型正則平坦

スキームとする． x上の余接束が存在するかは知られていないが，その代わりとし
て，斎藤により閉ファイバーふ上の階数dimXのベクトル束として， FW余接束

FT*Xlxkが定義された［12]. しかし，アの特性サイクルはまだ一般的には定義され

ていない．

本稿では， Xが2次元のとき，階数が 1の層の F特性サイクルを FW余接束上に

定義し，指数公式に対応する公式として，そのサイクルと零切断との交点数が生成

ファイバーのコホモロジーの Swan導手を計算することを説明する．

2 Frobenius-Witt余接束と余接複体

特性サイクルは余接束の上に定義されるが，混標数のスキームについて余接束の概

念は定義されていない．その代わりとして，斎藤［11],[12]はFrobenius-Witt余接束と

いうベクトル束を定義した．この節では，その定義と性質について説明する．

定義 2.1.pを素数とする． Aを環， M をA加群とする．写像w:A→Mが以下の性
質を満たす時， W はFrobenius-Witt微分 (FW微分）であるという．

任意の a,bEAについて，

1. w(a + b) = w(a) + w(b) -~_伊 .w(p).

2. w(ab) = aP • w(a) +炉．w(b).

Frobenius-Witt微分の加群FD1とは，すべての A加群M について，

FWDerA(A,M)竺 HomA(F叫 M)

をみたすA加群のことである．ただし， FWDerA(A,M)とはAから Mへの FW微分

全体からなる A加群である． FQ入は A/pA加群であることが確かめられる． Aの標

数がpのとき F:A→Aをp乗写像とすると F9入竺 F*Q人が成り立つ［11,Corollary 
2.4 (2)]. F叫は適当な条件のもとで自由加群となる．ここでは，この後で必要とな

る条件について述べる（定理2.2).

Xをスキームとする． Frobenius-Witt微分の層 FQKとは， Ox加群であって，任
怠の xEXについて F碍，x竺FDもX,xが成り立つもののことである． F叫（は準連接

0xFp加群となる．ただし， XFpとは， XX Spec z Spec恥のことである．

定理 2.2([11, Theorem 3.4]). Kを完備離散付値体， 0kをその付値体， Kを剰余体と
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する． Kは標数がpの完全体であるとする． X をOK上有限型平坦な正則スキーム，

ふ＝ X Xspec('.)K Speckとする．このとき F偲は階数がdimXの局所自由な Oxk加

群である．

定理 2.2により，局所自由 Oxk加群 FQKに付随するベクトル束 FT*Xlxk= 
Spec(Sym贔(F偲）V)が定義できる．このベクトル束を Frobenius-Witt余接束と呼
ぶ Frobenius-Witt余接束は，閉ファイバーふ上の階数がdimXのベクトル束であ

る． したがって， dimFT*Xlxk= 2dimX  -1となる．

Frobenius-Witt微分の加群は余接複体(cf.[5, Chapitres II, III])と次の関係2.3があ

る．余接複体の定義はここでは述べないが，簡単に性質を説明する．

k を完備離散付値体， OKをその付値環， Fを標数がpの剰余体とする． Fは完全

体でなくてもよい． EをFを含む体とする． UEOKに対し，その Fへの像を Uとす

る．可のp乗根がEに含まれるとき， wuE H1(Le/('.)りという元が定義される．

T をKの素元（防）iEIをFのp基底とする． EがF1IP= { x E F I xP E F}を含むと

き，｛W1f,wvi}iEIがEベクトル空間Hl(LEI('.)K)の基底となる．この基底を用いて，後

に特性形式の整数性（定理3.2)を説明する．

Frobenius-Witt微分の加群と余接複体の関係は次の通りである．

定理 2.3([11, Corollary 4.12]). Aを局所環，剰余体Kは標数がpの完全体とする．こ

のとき F叫虚Ak→H1(Lk/A)は同型である．ただし，右辺の A→Kは，商写像A→K
とp乗射K→Kの合成射である．

3 完備離散付値体の分岐理論

この章では， F特性サイクルの定義で用いる分岐に関する不変量について説明

する．

kを完備離散付値体， OKをその付値環， mkをOKの極大イデアル， F=OK/mK 

を剰余体とする． Fの標数pは 0でないとする．

Kの絶対Galois群GK=Gal（K/K)に対して， Abbesー斎藤［1]により対数的な分岐

群 {G公，log}rEQ2:。と非対数的な分岐群 {G公｝rEQ2:1が定義される．分岐群は以下の性質

を持つ．

(1) 任意の r~ 0に対して G公，log,G公は GKの正規部分群であり， r< sなら

G知，logっ G知，log,G公つ G公が成り立つ．
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(2) 任意の rz 1に対し， G公っ G公，logっ G炉が成り立つ．
(3) 剰余体Fが完全体なら， Gb0g=G炉が成り立つ．

指標x:G→Q/Zに対し， xのSwan導手sw(x)及び全次元dt(x)を

sw(x) = min{r E QI x(G贔） ＝1 for all s > r} 

dt(x) = min{r E Q I x(Gり＝ 1for all s > r} 

と定める．これらは有理数として定義されるが，整数であることが証明されている．

対数的な理論を用いて，加藤［6]により，精Swan導手と呼ばれる単射

rsw: Hom(G[0g, Q/Z)→Homp(m公／m訂，得(log))

が定義される．一方，精Swan導手の非対数版として，斎藤［13]により，特性形式と

呼ばれる単射

char: Hom(Gr, Q/Z)→Homp(mふ／m応，H1（与厄K))

が定義される．ここで m公s= { X E Ks I ordK X 2 r}, mKs = { X E Ks I ordK X > r}と

し， H1(LF/OK)は余接複体の 1次ホモロジ一群を表す．

この 2つの理論を比較する． L/Kを完備離散付値体のアーベル拡大と

し， x:Gal(L/K)→Q/Zを指標とする．分岐群の性質（2)により，指標は

dt(x) = sw(x) + 1を満たすタイプIとdt(x)= sw(x)を満たすタイプIIに分けられ

る．指標がタイプIのとき（例えば， LヂKでL/Kの剰余体の拡大が分離的である

とき），特性形式は精Swan導手の像となり，次の可換図式が成り立つ：

叫／m芸＋1--------->、叫(log)

¥1 
H1(Lp10J RoK m計

一方，指標がタイプIIのとき（例えば， L/Kの剰余指数が1であるとき），精Swan

導手は特性形式の像となり，次の可換図式が成り立つ：

叫／m信 ~Hl(LFIOk)

¥1 
算（log)
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2つの図式の縦の射についての詳細は省略する．可換図式から，タイプIの指標につ

いては対数的な理論の方が多くの情報を含んでおり，タイプIIの指標については非

対数的な理論の方が多くの情報を含んでいると考えることができる．

F特性サイクルの定義では，特性形式を用いるが，その時に有理性と整数性という

性質が必要となる．これらの性質は精Swan導手については加藤により証明されてい

る．特性形式の有理性を述べる．

定理 3.1（有理性）．全次元が m の指標 XE Hom(Gr, Q/Z)に対し，特性形式

charx: m悶／m悶+1→H1(Lp11P/0K)幻 1／pFの像はH1(Lp1/v/0K)に含まれる．

簡単に証明を説明する．タイプIの指標については，特性形式が精Swan導手の像

となることからしたがう．タイプIIの指標をタイプIの指標に帰着させればよい．分

岐群の性質（3）により， Fが完全体であればタイプIの指標なので，その状況に近づ

けることを考える． Fのp基底の Kへの持ち上げをとり，その持ち上げのp乗根を

添加した体 K' を考える．特性形式が 0 でない時， Gal(LK'/K') → Gal(L/K)~ Q/Z

はタイプIになることが証明でき，これを用いると有理性の証明ができる．

二つ目は，特性形式の整数性である．

定理 3.2.Aをd次元のエクセレントな正則局所環とする． K をその商体， Kを剰

余体とし， Kは完全体で標数はp>Oとする．に）i=l,...,dをAのパラメータ系とし，

Ki = Frac(A(1r,))をAの（Hi)における局所環の完備化の商体とする．凡の剰余体を

Fj = Frac(A/町）とする． 1:::; r :::; dを満たす整数rを固定する． Diを X= SpecA 

上の Hiで定まる因子とし， UをD=UいDiの補集合とする． XEH1(U,Q/Z)に対

し，その SpecKi→ Uによる引き戻しを x|k，と書く． miを x|k，の全次元とする．

1 :::; jさ rとし，叫＞ 1のとき， x兄の特性形式を次のようにおく．

char(x因） ＝ (~ J O'.i ,jWHi）／亨•.． 7r四 E H1(Lり1/pIOK])R mJ-mJIm；叫＋1 (3.1) 
l:',だecd

ただし， ai,jE Ff!Pである．このとき，次の性質が成り立つ．
1.叶，jEA/巧・

2.各iと 1:s; j,j':s; rをみたすj,j'について， af.J心心の A/（巧） ＋ （巧）における像

が等しい．

整数性の証明は，定理3.1の証明より複雑ではあるものの，同様の方針で証明でき

るのでここでは省略する．
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注意 3.3.Kの標数がp>Oのとき，特性形式の有理性は，谷田川［14]により証明さ

れている．また，整数性については，松田［9]により証明されている． Kの標数が正

のときは，特性形式を Artin-Schreier-Witt理論を用いて計算できるので，その計算を

用いることで証明できる．一方， Kの棟数が0のときには，特性形式を具体的に計算

することは困難である．

4 特性サイクル

この章では， 2次元のスキーム上の階数 1の層の F特性サイクルを定義する．定義

を述べる前に，等標数の場合の特性サイクルの理論について簡単に説明する．

Xを標数がp>Oの完全体K上のなめらかなスキームとする． Aを標数がpとは異

なる有限体とし，アを X上の A加群の構成可能層とする． Beilinson[3]は余接束T*X

上に特異台 SSFを定義し，その存在を証明した．また，特異台のすべての既約成分

の次元は， Xの次元に等しいことを証明した．斎藤［10]は， Milnor公式を用いて，特

異台の各既約成分に対し係数を定め，余接束上に特性サイクルCCFを定義した．ま

た， Xが射影的であるとき，特性形式と零切断との交点数がオイラー数を計算する

ことを証明した（指数公式） ： 

(CCF, TlX)r•x = x(X戸）．

この公式はXが固有であるときも成立することが阿部［2]により証明されている．

混標数の場合は2章で説明したように，余接束の代わりとして Frobenius-Witt余接

束が定義されている．また，斎藤［12]により特異台が，ある性質を満たす最小の閉集

合として定義されている．しかし，その存在はまだ証明されていない．また， Milnor

公式のような適切な特徴付けも見つかっておらず，特性サイクルも定義されてい

ない．

この章では， 2次元のスキーム上の階数 1の層の F特性サイクルを，指数公式に対

応する導手公式を満たすように定義する．

F特性サイクルの定義について，閉点でのファイバーの係数を定義するために，

階数 1の層の分岐から定まる数を定義する． D をX上の単純正規交叉因子とし，

{DふEIを既約成分の集合，j:U=X-D→X を開埋め込みとする． Aを標数がp
とは異なる体とし，アを U上の階数1の局所定数A層とする．埋め込みQ/Z→AX
を固定することで，gは指標XEH1(U, Q/Z) とみなせる． Diの生成点~iでの局所体

を凡とすると， xのSpecKiへの引き戻しは，凡の Galois群の指標x因を定める．
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x 上の因子 Rx,R~ をそれぞれI:iEIsw(xlKJDいI:iEIdt(xlKJDiとし， Zxを凡の台

とする．特性形式の整数性から次の定理が得られる．

定理 4.1.大域切断char'(x)E r(Zx, FO\(pR~)lz") であって，生成点での茎 char'(x)も

が特性形式char(x因）の'’p乗＇に一致するものが存在する．ただし，特性形式のp乗

とは，特性形式を1次結合として表示した時に，その係数をp乗して得られるもので

ある．すなわち， char(x恥）が (3.1)のように表されるとき，

char'(x)~i = (ど心W叫／7r斤・・・ 7r［叫
l'.'or'.'od 

となる．ここで， FW微分の加群と余接複体の関係（定理2.3)を用いている．

対数的な場合も，加藤により証明されている，精Swan導手の整数性 [6]を用いる

ことで，大域切断rsw(x)E「(Z℃ D3c(logD)(Rx)lzx)が存在して， sw(x)eiがrsw(xlK』

に一致するものが存在する．任意の閉点XEXkについて，大域切断rsw(x),char(x) 

を用いて次の不変量を定義する．

定義 4.2.XをZxの閉点とする． xE Di C ZxをみたすiEJに対し，整数ord(x;x, D』

を

rsw(x)lvi,x Em罫吹（logD)(Rx)lvi,x 

満たす最大の整数n20として定義する．

また，整数n'20を

char'(x)lvi,x Em;'F碍(R~)lvi ,x

を満たす最大の整数として定義し， ord'(x;X'D』=n'/pと定める．

すべての XEXとxE Di C ZxをみたすiE Jについて ord(x;x,D』=0が成り立

つとき， xはクリーンであるという．加藤［7]により， Xの次元が2であるとき，任
意のxは閉点でのブローアップを有限回行うことでクリーン化できることが知られ
ている．そこで，本稿ではxがクリーンの場合のみを考える．
FTlXlxkをFW余接束の零切断，［L：ぷ］を char(xlK,)が定める Di上の直線束とし

て，j！gの F特性サイクルを

FCC虹＝ー(t[FTlXlxk]＋戸t(xlKi）［広］＋ど Pむ［F*亡Xl)
P iEI xEXK 
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によって定義する．ただし，ゎは，p倍すると整数になるような有理数であり，以下

の式で定める．

ね＝ ＃Ix -l一 Lsw(xlxJ • ord'(x, x, D』＋ L(1 -#Ix)-
疋Iw,x zEirr,x 

ここで， IxCIはXEDiとなるiの集合， Iw,xC Ixはsw(xlKJ> Oとなるiの集合，

Irr,x C IxはXIK;がタイプIIであるようなiの集合である．

注意 4.3.F特性サイクルの定義は，谷田川による等標数の場合の特性サイクルの

計算に基づく． X を標数p>Oの完全体 K上の 2次元のスキームとする．簡単のた

め，pヂ 2とする． DをX上の単純正規交叉因子とし，｛Dふaを既約成分の集合，

j:U=X-D→Xを開埋め込みとする．アを U上の階数1の局所定数A層とする．
このとき，上で定義した記号と類似のものを用いて，jグの特性サイクルは

CCj,F= [TiX]十どdt(xlKJ[L□＋どむ[T;X]
iEJ xEXk 

と計算される [15,Theorem 6.1]. 

指数公式の類似として，以下の導手公式が成立する．

定理 4.4（導手公式）． Xが0K上固有であるとき，等式

(FCC泊ーFCCj,A,FTiXlxk)FT*Xlxk = p • (SwK(X冗j,9)-SwK(X冗J.!A))

が成立する．

加藤ー斎藤［8]により，対数的な特性サイクルと零切断との交点数が生成ファイバー

のコホモロジーの Swan導手を計算することが証明されている．定理4.4は，対数的

な特性サイクルと F特性サイクルを比較して示す．
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