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重 力 多体 系 の緩 和過程

京大･基研 阪 上 雅 昭

§1 Introduction

球状星団 ･楕円銀河は互いにNewton力で相互作用している質点系と見ることができる｡これらの重力

多体系はプラズマ等の通常統計力学で取 り扱われている系と比べると1)相互作用が遠距離力である,2)

重力が引力であるためDebyescreeningがない,という著しい特徴をもっており,そのふるまいは本質

点に非線形 ･非平衡になる｡従ってこの様な系の(準)定常状態,あるいはそこ-の緩和を調べるのは非

常に興味深い問題である｡

重力多体系の緩和については2つの過程が知られている｡ひとつは星どうしの近距離での散乱,つまり

binaryencoumterによる緩和であるlo)対応する緩和時間は

3
V

Tb=
327CG2m2nlnN

(1)

で与えられる｡ここでG:重力定数, v2:速度分散,m :星の平均質量,∩:星の数密度,N:星の総数

である｡緩和時間 Tbは球状星団ではおよそ106-108年であるが,楕円銀河の場合1013年となり宇宙年

齢を超えてしまう｡つまり楕円銀河ではbinaryencounterによる緩和は起こらないことを意味する｡

ところが楕円銀河のsurfaceluminosityには ,1/4月陀 呼ばれる不変的性質があることが知られており

これはcloseencounterより速い緩和があることを示唆している｡そこで登場したのがviolentrelaxa-

tionという概念である2)Tbより短いtimescaleでは重力多体系の時間発展はcollisionlessBoltzmarm
方程式 (Vlasov方程式 )に従 う｡

∂tf(x,V)+∨･∂xf(x,V)+∂x¢･∂vf(x,∨)-0 (2)

binaryencounterによる(1)の計算ではポテンシャル¢はゆるやかに変化する平均場と考え,2体散乱に

よる緩和だけをとり扱った｡しかし重力が遠距離力でしかもDebyescre飢ingがないことを考慮すると,

この仮定は正しくない｡系が定常状態に近 くない限り¢は個々の星の運動の影響を強く受け非常に速く変

動する｡そのため一粒子のエネルギーが保存しなくなりphasespaceでの激しいmixingが生じる｡この

phasemixingにより生じる緩和をviolentrelaxationという｡

上の議論からviolentrelaxationのtimescaleは個々の星の運動のtimescaleつまりfreefalltime

Tf-(4wGp｡V)-1/2 (3)

のorderになることがわかる｡しかし残念ながらviolentrelaxationに関してこれ以上詳細な議論は現在

のところ存在 しないといってよい｡唯一つLynden-Bellがphasemixingが充分に進み粗視化されたエ

ントロピーが極値をとると仮定してLynden-Bell統計と呼ばれる分布を導いているが,重力多体系の力学
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的進化において上の仮定の正当性は明らかではないo実際,一次元重力多体系の数値シミュレーションで

は初期条件によって終状態が大きく異なり,限られた初期条件のときにLynden-Bell統計が実現 される

ことが示されている,3)

このようにviolentrelaxationに関する精密な理論はないが,phasemixingという立場で重力多体系

の緩和過程を一般的にとり扱 うことは非常に有用であると思われる｡phasemixingの過程を理解 し,そ

れにより重力系の終状態の分類,あるいはLynden-Bell統計の基礎づけ,さらにそれらの状態に緩和する

timescaleを議論するという立場が,violentrelaxationの理論 を精密化する最っとも有望な方法 と考

えられる｡そこでまず第2章ではphasemixingのtimescaleを与えると期待される2つの物理量, リ

ヤプノフ数とgeodesicdeviationについて紹介する｡第3章では1次元重力多体系での数値シミュレー

ションの結果を報告する｡

§2 TimeScalesforPhaseMixing

2-1 リヤプノフ数

まず直観的なリヤプノフ数の説明から始めよう｡N体重力系の時間発展は6N次元 phasespace(一次

元重力系なら2N次元 )内の軌道 uα(t)-(qα(t),pα(t)),α-1,3Nで表わされる｡時刻 t-Oにphase

spaceで非常に近 くにある2つの軌道 ua(t),訂α(t)を考えよう.この系がchaoticな場合,2つの軌道

間の距離 ∂u(t)-lITα(t)-ua(t)侶ま時間とともに指数函数的に増大する.

∂u(t)∝ ext (t→∞ ) (4)

この指数 xをリヤプノフ数 という｡従って系がchaoticでなく∂uが高々 tの巾乗でしか大きくならない
時はリヤプノフ数はzeroである｡

軌道が近くにあるという表現はあいまいなので,もう少しきちんと定義 しよう｡正確には∂uは2つの
軌道間の距離ではなく,ある軌道 uα(t)を考えた時のそのまわりのperturbationである｡つまりある初

期条件を与え運動方程式 を解いて軌道 uα(I)を求めながら,運動方程式 をuα(t)のまわりのperturbation

∂uについて線形化 したlinearizedeq.を解き∂uの時間発展を調べるわけである｡この∂u(t)について
(4)式でリヤプノフ数を定義する｡

ここまでの直観的なリヤプノフ数の定義を数学的に整理しておこう｡まず力学系(M,〟,¢t)を考える｡
Mはphasespace,pはLiouvillemeasureそしてQtはmeasurepreservingI-fRrametermaPつま

り時間発展を表わすmapである｡まずphasespaceの各点 Z∈MでTangentspaceTzMを用意する｡

これはphasespaceの各点でIinearperturbation∂uのはる6N次元空間を考えることに対応する｡次

にmapz- ¢t(Z)に対応してtangentmap

D頼 TzM→ TQt(Z)M
(5)

を定義する｡このtangentmapがline肝 perturbationの時間発展を表わす｡つまりlinearizedeq.を解

くことにあたる｡
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T)ヤプノフ数はほとんどすべてのZ∈M'a)∈TzMに対 して存在する,4,5)

x(Z,a')-lim tJJllntIID¢2(a,)‖/lla'Hit→Cく) (6)

ここで日日はtangentspaceTzMでのEuclideannormである｡(6)式 からわかるようにリヤプノフ数

は軌道およびperturbationに対する初期条件 Z,Wを引数 としてもっ｡tangentvectora)を変えることに

よってリヤプノフ数は一般に6N個の異なった値をとる｡ これを大きい順に並べたものをリヤプノフスペ

クトルという｡ リヤプノフスペクトルの特徴は, 1)運動の方向およびエネルギー保存に対応 してzeroに

なるものが2つ存在する,2)phasespaceの体積を一定にするため(Liouvilleの定理 )大きさが同じで

符号が逆のリヤプノフ数が対で現われる,という2点である｡従って一般にリヤプノフスペクトルは

txk(Z))- txl(Z),･･･,X3N_1(Z),0,0,-x3N_1(zl,･･･,-Xl(Z)) (7)

となる.5)

さて,ここまでのリヤプノフ数の定義からわかる様にリヤプノフ数が正であるとphasespaceで局在し

ている分布があっても,それを拡散させるように働くO従ってリヤプノフ数はphasemixingの情報をも

っていると思われる｡力学系の理論ではphasemixingの度合を表わす物理量 としてK-Sエントロピー

(Kolmogorov-Sinaientropy)が知られており,これは単位時間あたりのエントロピーの増分を示 して

いる60)さらにこのK-Sエントロピーh(Qt)は正のT)ヤプノフ数を用いて

3N-1
h(¢t)-Idp(Z) ∑ xi(Z)i=】

(8)

と表わせる5.,7)(8)式からphasemixingのtimescaleとリヤプノフ数が密接に関係 していることがわかる｡

2-2 GeodesicDeviation

Geodesicdeviationによる緩和時間の評価 も基本的な考え方はリヤプノフ数の場合と同じで,近接す

る軌道が互いに離れていくtim｡scal｡と緩和時間を対応させるe)この方法は力学を幾何学化することに

ょり統計力学の基礎づけ,エルゴー ド性の証明をしようとしたKrylovの試みに始まるものである90)

全エネルギーが

E-i!1喜(di)2+U(q,
で与えられるとき,この系の運動方程式はmetric

M

ds2 -W ∑ (dqi)2
i=1

M

- (E-U(q))∑ (dqi)2
i=1

(9)

はOE

から導かれるG｡｡d｡si｡として表わすことができる2,10)従って軌道のまわりのperturbationのふるまい

はgeodesicdeviationのみたす式
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D2

謡 ∂q1 - -R;kZf l∂qk93ids
日用

で記述されるometric(10)から求まる曲率 RijkJの性質からgeodesicdeviationの時間発展さらに緩和時

間を知ることができる｡リーマン多様体上のgeodesicflowの研究によれば,負曲率ならgeodesicは互

いに指数函数的に離れ,この系は強い統計性をもつことが示されている010,ll)

3次元N体重力系の場合を考えよう｡r逆乗則に従 うポテンシャルを用いてmetric(10)から曲率を計算

すると残念ながらnegativedefiniteではない.8)しかしNが充分大きく,pertu,bationやvelocityの球対

称性が仮定できるならgeodesicdeviationのふるまいは

d2 R
- 1∂ql2--- 1∂q12
ds2 9N2

とスカラー曲率Rできまる｡さらにこの系はスカラー曲率はnegativedefiniteなので緩和時間は

T～曇旦(-RW2)1/22

-6×108year(義 )(憲 )12'3(i )｣

(12)

(13)

で与えられるe)従ってここで述べたgeodesi｡d｡viati｡nによる緩和時間の評価が正しければ,重力多体
系にはfreefalltimeよりおよそ1ケタ遅い程度の緩和が存在することになる｡

§5 NumericalSimulationinOne-dimensionalGravitationa一Systems

第2章ではphasemixingのtimescaleを示すと思われる物理量として1)リヤプノフ数,2)Curva-

tureの2つを紹介したoともにphasespaceで分布の非一様性が軌道の指数函数的不安定性により緩和

するという考え方である｡しかし緩和時間を導く処法はまったく違っている｡(6)式からわかるようにリヤ

プノフ数はt--で定義されておりphasespaceの大域的な情報をもっている｡ただし数値計算をしない

でリヤプノフ数の情報を得るのはほとんど不可能である｡geodesicdeviationについても(ll)式を数値的に

解いて∂q(t)のふるまいを調べるならリヤプノフ数 と事情はまったく同じである｡しかし2-2で紹介し

たRef.8のように,力学を幾何学化し曲率の性質から緩和時間を求めるのが geodesicdeviationのやり

方である｡従ってphasespaceの局所的な情報しか反映していない可能性がある｡

ここまで述べてきたphasemixingによる緩和過程のとり扱いで不明な点は

1) リヤプノフ数と観測量の関係

2) curvatureと観測量の関係

3) I)ヤプノフ数 とcurvatureの関係

が挙げられる｡特に2)は2-2章で紹介した様にgeodesicdeviationの方法で非常に速い緩和の存在が

示唆されているので,これがviolentrelaxationと関連しているか?,どの様な物理量の緩和として見え

るか調べるのは非常に興味深い｡従って2)について一次元N体重力系のsimulationの結果を報告する｡

一次元N体重力系の-ミルトニアンは
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H-号i;uf･2打G-2∑ zxi- Xjli>j
(14)

で与えられ,一次元的に並んだsheetの運動を表している｡Xi,uiはithsheetの位置と速度,mは面密度,

Gは重力定数である｡このモデルはsheetの衝突と次の衝突の間の解が時間 tの2次式で表わせるので,

衝突の時にsheetを入れ換え解をつないでゆくことにより非常に高い精度で時間発展を追いかけることが

できる.12)

代表的な時間発展のようすを第1図に示す｡初期

条件は図にあるようにphasespaceの領域 Ⅰ(o<

Ⅹ< Xo,0<Ⅴ<vo又は-Ⅹo<Ⅹ<0,-vo<

･<o),領域 Ⅰ(0< Ⅹ< Xo, -vo<,<0又は

- Xo< Ⅹ<0,0<,<vo)でのphasedensity

がそれぞれ一定で,領域 Ⅰのphasedensityf丑が

領域 Ⅰのそれ fIの2倍

RI-fV/fI-2 潤

になるように設定してある｡又 t-0でのvirial

ratioは1(VR-2Ekin/E｡｡t-1att-0),

sheet数 N-300そして時間はfreefalltimeを挙

位としている｡図からphasespaceでのまきこみが

I

-〓U
O
一
山>

･コ.00 -100 100 100
EULER COqRO.×

T = 0 丁 = 20

-10l ･lOC 10B 1.00S.81)
EULEFICロOF10. I

T= q5 T = 90

第 1図

起こっていることがわかる｡領域 Ⅰ,Ⅱは互いに交

差せず,まきこみによって面積を変えず引き伸ばされている｡これはVlasov方程式による時間発展と定

性的に一致している｡まきこみによりphasemixingが進んでいると思われる｡

violentrelaxationにより実現すると期待されるLynden-Bell統計では,第1図のように初期にphase

densityが一定で値の異なる2つの領域があると,それぞれの領域がphasedensityに逆比例する異なっ

た温度をもつ.2)従って,それぞれの領域の粒子の速度分散の比はviolentrelationが完了すれば

K-<v2>Ⅰ/<v2>Ⅱ-2 仏罰

となる｡Kをmixingratioという｡第2図にN-36,90の場合のKの時間発展を示す｡ 両方 とも初期

のmixingratioKの激しい振動が t-60のあたりでK-2あたりに落ちついているのが判る｡これは

phasespaceでのまきこみによるphasemixingつまりviolentrelaxationの結果であると考えられる｡

しかしK-2は終状態ではなく過渡的状態である｡mixingratioはその後しだいにK-1に近づいてい

く｡ここでK-2に近づく過程つまりviolentrelaxationのtimescaleはsheet数Nに依らないが,K

-1に近づくtimescaleはNとともに長 くなっていることに注目しなければならない,

(12)式では対称性を仮定してスカラー曲率から緩和時間を導いたが,(ll)式からわかるようにリーマン曲率
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を速度について縮約 して得られるNXN行列

Si1--RikJZ
dqkd qJ

ds ds
(17)

が軌道の局所的な拡大率の情報をもっている｡従って

Sijの固有値,固有ベクトルを調べればよい｡数値計

算の結果によれば sijの固有値は負,ゼロがそれぞれ

一つづっある以外はすべて正になっている｡緩和時間

の逆数に対応するSiJの固有値の平方根J7iを第3図

に示すOこれはN-36,t-10での√石 を大きい順

に並べたもので,固有値が負の場合はゼロにとってあ

る｡第3図からわかる様にノ石 の値は大きさがほとん

ど変わらず,しかもこれらから導びかれる緩和時間は

freefalltimeのorderで,残念ながらmixingratio

の時間発展で現われたいずれの timescaleよりもか

なり短い｡他の時刻で調べてもSiJの固有値の分布はほ

とんど変わらない｡これはgeodesicdeviationの方

法で曲率の値から直接導かれるtimescaleは物理量

の緩和時間と無関係であること,従って2-2章で紹

介した3次元重力系の非常に速い緩和も存在しないこ

とを意味していると思われる｡

次に固有ベクトルについて考えよう｡N-36,t-

oST
TL
oom

f-↓td

0〓tltJDN〓

N = 36
VRI= 1.ロoo
RI=2.000

ヨ
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割TT7u]

○〓tJLJ9N[rLLJ

tJ)叫L】OD□t▲000之叫OC:lt旭08】■0.04tZ000118.qOSヽObOlot†111E
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○
●
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IもEtI
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第3図

15での大きい方から1,10番目の固有値に対応するベクトルを第4図に示す｡ 1番目のベクトル(a)は

phasespaceの内側でのmixingを表わしている｡10番目(b)はphasespaceの巻きこみのため外側の

腕の部分が引き伸されているが,同時に腕の部分とphasespaceの内側の間でもmixingが起こっている｡

この固有ベクトルで見たphasemixingのようすがmixingratioKのふるまいを説明する鍵になる｡

Lymden-Bell統計の基礎にはVlasov方程式に従 うphasemixing,つまり第1図からわかるように領

I

.-1TUDT山>

.i.80 -1.00 -I.00 】.00 3.00 5.00

EULER 〔DE)R【I. X

(a)

一与.00 1300 11.OO I.00
EULER COORO. X

(b)

第4図
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域 I,廿がphasedensity,面積 を変えず,互いに交差することなくそれぞれ巻きこみのため引き伸ばさ

れてmixingが進むという考えがある｡数値計算の結果を見れば t-60まではこの見かたが正しくLynden-

Bell統計に近い状態が実現されていると思われる｡Vlasov方程式に従 う場合phasedensityが変化しな

いので,領域 Ⅰ,Ⅰはphasedensityで区別される｡ところがsheet数Nが有限であるため, まき込みに

よる引き伸しが進むとこのような区別ができなくなる｡第4図 (b)を見てみよう｡最っとも上および下で

横に3つ並んだ○で表わされたsheetはもともと領域 Ⅰにあったが,それをphasedensityから示すこと

は困難で,それぞれ自分が領域 Iにあったことを忘れてphasespaceの内側の別のsheetとの間でmix-

ingを起こしている｡このphasespaceでの引き伸ばしによりどちらの領域に属していたか忘れる過程は,

それぞれの領域の境界付近で起こる｡これからmixingratioKが1に近づ′くtimescaleがNとともに

長くなることが理解できる｡

§4 SummaryandDiscussion

phasemixingという立場でviolentrelaxation等の重力多体系の緩和過程をとらえようとするとき重

要になると期待される2つの方法(1)リヤプノフ数,(2)geodesicdeviationについて説明した｡また第3

章では1次元重力系での数値シミュレーションの結果を報告した｡

初期条件としてphasedensityの異なる2つの領域からなる状態をとると,mixingratioはt-60あ

たりでLynden-Bell統計で予想されるのに近い値をとり,その後1に近づいてゆく｡これは,mixing

ratioに関しては,violentrelaxationの他にtimescaleの異なる緩和が存在することを示している｡

geodesicdeviationがこのmixingratioの時間発展のtimescaleを導びけるか調べたが,残念ながら

曲率を対角化して得られる固有値は,いづれのtimescaleよりもかなり短いものばかりであった｡これ

はgeodesicdeviationの方程式に現われる曲率がphasespaceの局所的情報しか持っていないためだと

思われる.この事情はgeodesicdeviationとリヤプノフ数の関係を調べるとよくわかる｡第5図を見て

みよう｡これはリヤプノフ数の定義式(6)でt--の

極限をとる前のもの,いわば有限時間でのリヤプノ

フ数の時間変化である｡最初に現われる最っとも高

いpeakの値が, 曲率を対角化した時の固有値の大

きさにほぼ等しい｡第5図は軌道のまわりのpertur-

bationが最初は曲率に対応する速さで成長しても,

eEe
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成長する方向が時間とともに変化し相殺しあう等の
第5図

理由でリヤプノフ数は1桁位小さな値に落ちつくこ

とを示 している｡これはgeodesicdeviationにおける曲率が直接 リヤプノフ数に関係するのではなく,

何らかの平均操作が必要であることを意味している｡mixingratioの緩和時間と曲率の関係についても

同様である｡

この様にgeodesicdeviationの方法で曲率の値から直接に緩和時間も評価するのは現在のところ困難

である｡しかし第3章で示した様に曲率を対角化して得られる固有ベクトルの情報は,緩和過程を定性的
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に理解するのに役立つ｡

Phasemixingという立場で重力系の緩和過程をとらえるという試みは最近始まったばかりであまり成

果は上がっていないが,重力系のDymamicsの性質を一般的に理解するのに有用であると思われる｡その

ためにも,まずリヤプノフ数,geodesicdeviationが表わしている軌道の指数函数的不安定性が緩和過程

にどの様に効くのか明らかにしなければならない｡
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