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離散Kirchhoff弾性棒の分類について
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ピアノ線のような一次元弾性体の数理モデルについては， 17世紀末以来，膨大な研究が

なされており ([1],[20], etc.),代表的なものとして， Eulerの弾性曲線 ([9])やKirchhoff

弾性棒 ([16])がある． Eulerの弾性曲線は曲げの効果のみを考えたもので，最も簡単なモ

デルである．一方， Kirchhoff弾性棒はもう少し複雑で，曲げと捩れの両方の効果を考慮し

たものであり，これら 2つの効果を組み合わせたエネルギーが臨界になるような枠付き曲

線として定義される．

Kirchhoffは［16]において，今日， Kirchhoff弾性棒と呼ばれているモデルと Lagrange

のコマの運動との等価性を発見した．この等価性は Kirchhoffの運動学的類似と呼ば

れており，弾性棒の弧長パラメータがコマの運動の時間パラメータに対応する．一方，

Lagrangeのコマの運動方程式は可積分系の代表的な例としてよく知られている(cf.[2], 

etc.). このことから， Kirchhoff弾性棒の方程式も何等かの意味で“解ける方程式’'である

ことが期待され，様々な観点から多くの研究がなされてきた．例えば， Langer-Singer([18])

はKirchhoff弾性棒の変分問題を Hamilton系として定式化し，その Liouville可積分性を

示している．また， Tsuru([25]),Shi-Hearst([23]), Langer-Singer([19])はKirchhoff弾性

棒の中心線をJacobiの楕円関数，楕円積分によって明示的に表した．

本稿では R3内の Kirchhoff弾性棒の離散化について考える．一般論として，微分方程

式を単純に離散化しても，保存量を持つ（さらに明示的な解を持つ）といった良い性質は

保たれない．そのため，そのような良い性質を持つ差分方程式を得るためには（即ち‘‘可
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積分離散化’'を行うためには）個々の方程式毎に工夫が必要である． Bobenko-Suris([5])

はLagrangeのコマの運動方程式を可積分離散化し， Kirchhoffの運動学的類似を通して，

Kirchhoff弾性棒の可積分離散化を行った．一方，［5]では特殊関数による明示的な解の構

成や解の分類などは行われていない．本稿では， Bobenko-Surisによって定義された離散

Kirchhoff弾性棒の離散曲率と捩れ角をJacobiの楕円関数で明示的に表し，その表示式を

用いて解の分類を行う（定理28).

本稿の以下の構成は次の通りである．第2節では滑らかな Kirchhoff弾性棒について述

べる．第 3節ではまず離散曲線，離散曲率などの定義を復習した後，枠付き離散曲線，法平

行移動，ツイスト焦などを導入し，離散Kirchhoff弾性棒の定義を述べる．第 4節では離

散Frenet枠，及びその欠点を補うためのものとして，それを少し変形したものを 2種類定

義する．まず 4.1では離散Frenet枠，捩れ角を定義する．次に 4.2では拡張離散Frenet

枠，拡張捩れ角を定義する．最後に 4.3では，定捩れ角の離散曲線を定義し，それに対して

一般化離散 Frenet粋及び符号付き離散曲率を定義する．第 5節では離散Kirchhoff弾性

棒の分類定理（定理28)を述べる．

2 Kirchhof門単性棒

この節では通常の Kirchhoff弾性棒（即ち離散ではなく滑らかなもの）について復習す

る．本稿では，弾性棒が入っている空間としては R3のみを考える． R3の標準的な内積

を〈＊，＊〉，ノルムを |*I,外積を Xで表す．特に断りがない限り，曲線，ベクトル場等はすべ
て coo級であると仮定しておく．

まず“捩れ’'という言葉に関する注意を述べておく．空間内の曲線に対して，その捩率

(torsion)の概念は非常に良く知られているが ([24],etc.),これは“平面曲線からのずれの

度合’'を表す概念である．一方，一次元弾性体（即ちピアノ線のような曲線状の弾性体．な

お自然な状態は直線状であると仮定する．）を考え，その“物質的な捩れの度合’'を考える

と，これは捩率とは別の概念であることが分かる．実際，直線の状態の一次元弾性体を持

ち，両端の位置は固定したままで，両端に力を加えて捩ると，“中心軸は直線だが，物質的に

は捩れている一次元弾性体’'ができる．このことからも“捩率（平面曲線からのずれの度

合）”と“物質的な捩れの度合’'は全く別の概念と考えなければいけない．（もっとも，捩

れをどんどん加えていくとある時点で弾性体は不安定となり，数学的にはともかく実際に

は直線の状態を保っていられなくなって，捩率が発生してしまうことになる．その意味で

は“物質的な捩れ’'が“捩率’'の原因となり得るわけだが，両者は概念としてはあくまで別

のものである，ということである．）
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以下で述べるように，曲線と枠の組を考えることによって両者の概念を数学的に明確に

区別することは容易にできるが，“捩れ’'という言葉に関しては，これらのどちらの概念に

対しても使われてしまうことが多く，しばしば混乱の元になる．そこで以下では言葉使い

を厳密にするため，“捩れ”(torsion)という言葉は前者（即ち平面曲線からのずれの方）に

対してのみ使うこととし，後者（即ち物質的な方）に対しては“ツイスト’'(twist)という

言葉を用いることにする．

Kirchhoff弾性棒を定義しよう． 1:[a, /3]→ R汽s→ 1(s)を区間 [a,(3]で定義された

弧長径数曲線とする． T(s)= 1'(s)（ここで＇は sによる微分）で点1(s)における 1の単

位接ベクトルを表す．ツイストの度合を表すため，次のようなものを導入する．

M:[a,(3]→ S0(3), s→ M(s) = (T(s), M1(s), M2(s)) 

をァに適合した正規直交枠場とする．ここで巧に適合した’'の意味は3次行列M―(s)の

第 1列がァの単位接ベクトルT(s)に一致している，ということである．本稿では，この

ような 1とM の組（'Y,M)を枠付き曲線とよぶことにする．枠付き曲線('Y,M)に対し

て，ァを（'Y,M）の中心線という．（'Y,M)で一次元弾性体の一つの状態を表す．

枠付き曲線('Y,M)に対して，その曲げとツイストの両方の効果を考えたエネルギーを

定義したい．K,(s)= l1"(s)Iで中心線1の曲率を表す．これが曲げの度合を表すもので

ある．

次にツイストの度合を表すものとしてツイスト率を定義する．まずァに適合した正規

直交枠場

P: [a,(3]→ S0(3), s H P(s) = (T(s), P1(s)だ (s))

で▽；炉＝ 0,▽;戸＝ 0を満たすものを一つとる．ここで▽上は曲線1に沿う法束の

法接続を表す．即ち▽；戸＝（Pj)'-〈(Pり',T〉Tである． 1に対してこのような Pは
必ず存在し， 1の自然枠，あるいはBishop枠とよばれる ([4],etc.).すると M(s)はある

関数0(s)を用いて

1 0 0 

M(s) = P(s)(] :悶：鳳―e:isnO言））
と表せる．関数a(s)をa(s)= 0'(s)により定義する．（なお a(s)は自然枠P(s)の選び方

に依らずに定まる．）この関数a(s)を枠付き曲線('Y,M)のツイスト率という．

v>Oを定数とする．これは考えている一次元弾性体の材質により決まるもので，本稿

では完全に固定して考える．枠付き曲線('Y,M)に対して，その曲げとツイストの両方の
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効果を考えたエネルギー勾を次で定義する．

/3 (3 

叩 M))= 1゚;;,(s)2ds+ 2v 1P a(s)2ds. (1) 

右辺第一項が曲げのエネルギー，右辺第二項がツイストのエネルギーを表しており，エネ

ルギー勾はそれらを糾み合わせたエネルギーとなっている．なお，右辺第一項は7のみに

よって決まり，？の弾性エネルギーともよばれる．

ァの両端点及び両端点での枠 (T,M1,M2)を固定した変分に関して文の第一変分公式

を計算し， Euler-Lagrange方程式を導くと次のようになる ([13],etc.). 

I 

（好”+(31,叩— µ+2va叩— 4va11 x,")'= 0, 
a(s) = a. 

(2) 

(3) 

ここでμ,aは定数である．なお (3)は，エネルギーが臨界ならばツイストが弾性体の一部

に集中することはなく，全体に一様に分布することを示している．

定義1.ある定数μ,aが存在して，（2)と(3)が成り立つとき，枠付き曲線 (,,M)

をKirchhoff弾性棒という．定数 aは一意的に定まるが，この aをKirchhoff弾性棒

(1,M)のツイスト率という．

本稿では定義 1のように， Kirchhoff弾性棒を 4階常微分方程式の解として定義するが，

次のような言い換えが可能である．なお，証明には様々な方法がある．例えば局所誘導

階層の再帰作用素（［17],[14], etc.)を用いれば見通しよくできるが，ここでは詳細は省略

する．

命題 2.枠付き曲線 (,,M)がKirchhoff弾性棒であるための必要十分条件はある aER  

及びI,WE  R3が存在して次の(i)'(ii)が成り立つことである．

(i) T x T'+ 2vaT = 1 x I+ W, 

(ii) a(s) = a. 

この時，定数aをKirchhoff弾性棒（,,M)のツイスト率という．

なお， Kirchhoff弾性棒の“良い離散化'’，いわゆる可積分離散化は微分方程式 (2)の単

純な離散化によっては実現できそうにない．次の章で Bobenko-Suris([5])による離散

Kirchhoff弾性棒の定義を述べるが，これは命題 2による特徴付けを離散化したものとみ

なせる．
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3 離散 Kirchhoff弾性棒

この節ではまず離散曲線の碁本的事項について復習する(cf.[10], etc.).その後，枠付

き離散曲線，法平行移動，ツイスト角，ツイスト率などを導入し，離散Kirchhoff弾性棒を

定義する ([5]).

以下， l> Oとし，本稿では固定する． lはセグメント長（離散曲線の隣接頂点間の距離）

を表すものである．

定義 3([10], etc.).写像'Y:z→ R汽n→'Ynをbn+l-'Y』 =l(vn E Z)を満たすも

のとし， Tn= bn+l -'Yn)/lとおく．任意の nEZに対して TnヂーTn-1が成り立つ時，

1を離散曲線という．

次に離散曲線の曲がり方を表す量を定義する．

定義 4([10], etc.).'Y : Z→ R3を離散曲線とする．九と Tn-1のなす角を如(E

[O, 1r))とおき，離散曲線ァの点'Ynにおける曲がり角 (curvatureangle)とよぶ．また

知＝~tan 竺とおく．知(~ 0)を，離散曲線ァの点'Ynにおける離散曲率 (discrete
l 2 

curvature)という．

注5.曲がり焦叫に対して離散曲率知をどのように定義するかについては，上の定義以

外にも様々な流儀があり(cf.[7], [10]),例えば仰＝色:([8], [12]), 叫＝~sin色:([21]) 
2 

2. ¢ 
などがある．仰＝— sin 二！は 3 頂点'Yn-1, 'Yn, 'Yn+l を通る円の半径の逆数を表し ([10],

l 2 
etc.),ある意味で最も素朴な曲率の離散化とも言えるが，この定義ではK,nに上限値l/2が

存在し，滑らかな曲線の曲率とは大きく性質が異なることになる．一方，定義 4のように

定義すると，叫→ Tの時，K,n→ CX)となり，このような上限は存在しない．

注 6.定義4の知もある円の半径の逆数と考えることができる．実際， 3頂点'Yn-1,'Yn,

"fn+lを通る平面内にある円で，線分'Yn-1'Ynにその中点で接し，かつ線分'Yn'Yn+lにその

中点で接するような円を考えればよい ([10],etc.). 

次に，法接続に関する平行移動の離散版として，離散曲線に沿った法平行移動を定義す

る（定義 7). これは [3]の “discreteparallel transport"と基本的に同じものであるが，［3]

の定義では離散曲率が正の点と零点で場合分けをしなければならない．一方，滑らかな曲

線の法接続に関する平行移動の概念は曲率の零点には全く無関係だから，離散の場合にも
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離散曲率の零点に無関係な定義にするのが自然である．そこで次のように定義する．以

下，ベクトルw（ヂ 0)E R3に対して， Sw:R3→応で平面 (Span{W})..lに関する鏡
映変換を表す．即ち， YE正に対して

Sw(Y) = Y -2〈Y,I間〉1閲
と定義する．

定義 7.1 : Z → R3を離散曲線とする．写像 IIn: R3 → R3を IIn(Y)= 

Sun (Srn-i (Y)), Y E正で定義し，離散曲線1に沿った点'Ynでの法平行移動という．

ただし

Un= 
Tn-1 + Tn 
ITn-1 + I',川

とおいた（即ち広はTn-1と九の＝等分線方向の単位ベクトルである）．

Yが点'Yn-1での法ベクトル（即ち〈Y,Tn-1〉=0となるベクトル）ならば， IIn(Y)は

点'Ynでの法ベクトルとなることが容易に確かめられる．イメージ的には IInは点咋ー1

での法ベクトルを点 /nでの法ベクトルに（滑ることなく）“接続’'させる写像であり，滑ら

かな曲線の時の法接続▽上に関する平行移動の離散化と考えられる．

なお，写像IInは，K,n> 0なる点ではTn-1X Tn方向を軸とするような角r/Jnの回転と

なり，仰＝0なる点では恒等写像となることが確かめられる．

次に枠付き曲線の離散化として，枠付き離散曲線を定義する．離散化する際の注意点と

しては，滑らかな場合とは異なり，正規直交枠に“正則性条件’'をつけなければならないと

いう所である．以下，次の記号を用いる．

疇＝｛RE S0(3) ; tr R # -1} 
={RE S0(3); det(R + E) # O}. 

定義 8.,:Z→ R3を l,n+l-1nl = l (¥/n E Z)を満たす写像とし，写像 M:Z→

S0(3), n→ Mnをァに適合した正規直交枠場（即ち Mnの第 1列がTnに一致するよう

—-な正規直交枠場）とする．任意の nEZに対して (Mn-1)-1Mn E S0(3)が成り立つ時，

組 b,M)を枠付き離散曲線という．この時， 1をb,M)の中心線という．

一―→一

注 9.もし(r,M)が枠付き離散曲線ならば，正則性条件 (Mn-1)-1Mn E S0(3)から

TnヂーTn-1が成り立つことが確かめられ，従って写像1は定義 3の意味で離散曲線に

なる．
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次に枠付き離散曲線（,,M）のツイスト角及びツイスト率を定義する． Mnの第2列を

叫，第3列を叫とおく． Mn=(Tn,M』,M訂及び(IIn(Tn_i),IIn(Mい），IIn(Mい））

は正の王規直交碁であり， IIn(Tn-1)= Tn であるから，ある叫€ ［一7r,1r)が一意的に存

在して

Mn= (IIn(Tn-1),IIn(Mい），IIn(M:-1))(] ::ns:nn _c:ison心心nn)

—-が成り立つ．ここで正則性条件 (Mn-1)-1Mn E S0(3)を用いると，如＃一Tが成り立

つことが確かめられる．そこで次のように定義する．

定義 10. 枠付き離散曲線（,,M) に対して，角匹€ （一7r,1r)を点rnにおける(r,M)の
2 心

ツイスト角という．また an=~tan二2と定義し，点 rnにおける（,,M)のツイスト率
l 2 

という．

注 11.ツイスト率匹ばソイスト角島を用いずに表すこともできる．実際， Cayley変換

—--g: S0(3)→o(3), 

g(R) := (E -R)(E + R)―19 
・―→一ー・・

RE S0(3), 

を用いると
2 

伽＝yg((Mn-1)―口）の（2,3)成分

と表せる．なお，［15]ではこの方法でツイスト率を定義している．

注 12.ツイスト率anは点/nにおいて枠M がどの程度ァの周りにツイストしているか

を表す星と解釈できる．なお，ゆn→土Tの時， an→士ooであることに注意する．このこ

とより，固定した離散曲線1に対して， M をうまく取り付ければ，ツイストの量がいくら

でも大きい枠付き離散曲線(r,M)を作れることが分かる．

次にエネルギーを定義する．滑らかな枠付き曲線に対して，曲げと捩れの効果を考えた

エネルギー Sを（1)を定義したが，これを離散化したエネルギーeを次のように定義する
([5]).即ち，枠付き離散曲線(,,M)に対して

<!:"(('Y, M))=『苫og(：叶＋ 1)+2v筵： log (~a~+ 1), 
と定義する．なお [5]では，離散的な Lagrangeのコマの運動の Lagrangianにおいて，離

散的時間変数を弾性棒の離散変数nとみなすことによって得られるエネルギーとしてe
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を導出しており，本稿で述べたような法平行移動やツイスト角などの概念は用いられてい

ない．

エネルギーeの第一変分公式を計算し， Euler-Lagrange方程式を導出すると

2 Tn-1 X Tn. ~ Tn-1 +Tn 
+ 2va ~ = rn X I + W, 7 1 +〈Tn-1,Tn〉 1+〈Tn-1,Tn〉

an= a, 

(4) 

(5) 

となる．ここで aER, I, WE  R3である．そこで離散Kirchhoff弾性棒を次のように定

義する．

定義 13([5]). (,, M)を枠付き離散曲線とする．ある aER及びI,WE  R3が存在し

て，任意の nEZに対して（4),(5)が成り立つ時，（,,M)を離散Kirchhoff弾性棒とい

ぅ．ァを離散Kirchhoff弾性棒（,,M)の中心線， M を物質枠という．定数aは一意的に

定まるが，これを離散Kirchhoff弾性棒（,,M)のツイスト率という．

(4)の前進差分を計算することにより次が分かる．枠付き離散曲線 (,,M)が離散

Kirchhoff弾性棒であるための必要十分条件は，ある aER及びIER3が存在して，任

意の nEZに対して

2rn.. (Tn+l,  Tn-1 

7九 x(1 +〈Tn,Tn+1〉+1 +〈Tn-1,Tn〉)

+2ua(1 +Tǹ/;：：り― 1+Tn〈;n-+1/;n〉)=lTnXI, 

(6) 

及び(5)が成り立つことである．なお，ァが離散直線ではない時は， aばかりでなく Iも一

意的に定まることが容易に確かめられる．

さて，もし離散曲線'Y:z→ R3とaERの組で，あるJE R3に対して（6)を満たす
ものが見つかったとすると，ツイスト率が定数 aになるように枠M を取り付けることに

より，離散Kirchhoff弾性棒（'Y,M)が得られる．正確に述べると，次の命題が成り立つ．

命題 14.'Y:Z→応を離散曲線とし， aERとする．もしあるJE R3が存在して，任

意の nEZに対して（6)が成り立つとする． M:Z→ S0(3),n→ Mnを以下のように

定める．まず， M。ES0(3)を第 1列がT。に一致するようなものとし， M。の第 2列，第

3列を MJ,M名とおく． Mn=(Tn,M』,M訂ES0(3), n E Zを次の関係式によって帰
納的に定義する．

Mn= (IIn(Tn-1), Hn(Mい）， IIn(Mい） （］ ：□ -c：:n心ゅ） • (7) 
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la 
ただしゅ＝ 2Arctan ~ (E (-1r, 1r))である．このように M を定めると，（r,M)はツィ

2 
スト率aの離散Kirchhoff弾性棒になる．

従って全ての離散 Kirchhoff弾性棒を求めるには，離散曲線 1と実数 aの組で，ある

J E R3に対して（6)を満たすものを求めれば良い，ということになる．

4 離散 Frenet枠，拡張離散 Frenet枠，一般化離散 Frenet枠

この節では，滑らかな曲線の Frenet枠及び捩率の離散化について述べる． 4.1では，離

散曲率が至る所正である離散曲線に対して，離散Frenet枠及び捩れ角を定義する． 4.2と

4.3では離散 Frenet枠の欠点を補うためのものとして，これを少し変形したものを定義

する．

4.1 離散 Frenet枠

この小節では，離散曲率が至る所正である離散曲線に対して，離散Frenet枠及び捩れ角

を定義する．

定義 15([11], etc.). 1 : Z→R3を離散曲線で，任意のnEZに対して知＞ 0を満たす
ものとする．

Bn = 
Tn-1 X Tn 

ITn-1 X Tnl' 
Nn = Bn X Tn 

と定義し， Bnを点rnにおけるァの離散陪法線ベクトル， Nnを離散主法線ベクトルとい

う．また，正の正規直交枠Fn:= (Tn, Nn, Bn) (E S0(3))を点Inにおける離散Frenet

枠という．

ァの捩れ方を表す量として，捩れ角を定義する． An= Bn X Tn-1とおくと，

(Tn-1, An, Bn)は正の正規直交枠であるから，ある μnE [-1r, 1r)が一意的に存在して

(Tn-1,An,Bn) = (Tn-1,Nn-1,Bn-1) (] ::nsμμnn _c:isonμμnn) (8) 

が成り立つ．

定義 16([11], etc.). 1 : Z→R3を離散曲線で，任意の nEZに対して叫＞ 0を満
たすものとする．上で定義された μnE [-1r, 1r)を離散曲線 1の点冗における捩れ角

(torsion angle)という．
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注 17.離散曲率と同様に“離散捩率’'を定義することも可能ではあるが，本稿では，捩れ

角さえあれば特に議論に支障はないため，離散捩率は定義しないことにする．本稿では

離散曲率をr;,n= ~ tan竺ッィスト率を an=~ tan竺どと定義したので，離散捩率を
l 2 'l  2 

2 

l 2 
-tan 巴と定義したくなる．しかし，捩れ角が—T となる離散曲線は自然に現れるため，
これが排除されてしまうような定義は適切とは思われない．例えば“ジグザグ型’'の平面

離散曲線（曲がり角が一定だが，九の回る向きが時計回りと反時計回りを交互に繰り返す

もの）がそのような例となっている．もし敢えて離散捩率を定義するならば色！が妥当か

もしれない．

Tn = cos叫Tn-1+ sin伽心であるから

Fn= (Tn-1,An,Bn) (::nso:nn -c:isn¢¢nn ]) 

が成り立つ．よって凡と Fn-1は次の関係式を満たす．

凡＝ Fー（：悶□三仁悶：：s：nn：仁―c:ls]μμnn)
関係式 (9)は離散Frenet公式とよばれる．

(9) 

なお，滑らかな曲線の場合の曲線論の碁本定理に相当するものが離散の場合にも成立す

るが，これについては次の小節で少し拡張した形で述べる．

4.2 拡張離散 Frenet枠

この小節では離散曲率が零点を持ちうる場合を考える． 4.1で定義した離散Frenet枠

や捩れ角は離散曲率の零点上では定義できず，計算を行う上で大変不便なので，これらの

定義域を Z全体に拡張することを考える．具体的には，離散直線ではない任意の離散曲線

に対して，拡張離散Frenet枠，拡張捩れ角とよぶものを定義する．これらの定義は非常に

便宜的なものではあるが，z全体の上で一意的に定まり，離散曲率の零点を気にすること
なく計算が行えるので，離散Kirchhoff弾性棒の計算においても有効に使われる．

以下，次の記号を用いる．

C=b:Z→R凡1は離散曲線｝， び＝ ｛, EC; 1は離散直線｝．

また，連続した整数の集合を表すため，添え字集合Aを

A= {(p,q); p E {-oo} U Z, q E Z U {oo}, (p,q)-/= (-00,00), q-p ~ 2} 



56

と定義し，（p,q)EAに対して Z(p,q)(CZ)を

z(p,q) = z n (P, q) 

によって定義する．なお，右辺の(p,q)は Aの元ではなく，開区間(p,q)CRを表してい

る．（同じ記号(p,q)に 2つの意味を持たせるが，混乱は起こらないであろう．）すると，

任意の X（£;Z)に対して， Aのある部分集合Qが一意的に存在して次の (10),(11)が成

り立つことが分かる．

X = LJ Z(p,q), (10) 
(p,q)Erl 

(Pt, q1), (P2, q叫 E0, (Pt, q1) -/: (P2, q2)ならば (Pt,q1) n (P2，q2) = 0. (11) 

なお，条件（11)により (10)の右辺の和は非交和である．

, EC＼ひとする．K,n> 0なる nに対しては定義 15と同様にして離散 Frenet枠

Fn = (Tn, Nn, Bn)が定義できる．また叫＞ 0かつ ""n-1> 0なる nに対しては，定義

16と同様に捩れ角 μnが定義でき，離散Frenet公式 (9)も成立する．以下， Fn,μnを任

意の nEZに対して拡張し，（9)も任意の nEZで成り立つようにしたい．

ふを離散曲率K,:z→Rの零点集合，即ち

ふ＝｛nE Z;仰＝ O}

とする． X＝ふに対して (10),(11)を満たすO(cA)が定まるが，これをQK と書くこ

とにする．

ふ上で凡を定義するには，各(p,q)E 0氏に対して Z(p,q)上で凡を定義すればよい．

P, qの値によって 3つに場合分けをする．

Case 1. p, q E Zの時

この時は z(p,q)= {P + 1,..., q -1}である．K,p> 0, K,q > 0であるから， Bp,Bqは既

に定義されており， Bpと Bqは共に九(=Tp+l = • • • = Tq-t)に垂直である．ょってあ

る―1r~ cp <1r が一意的に存在して Bq = -sin cpNP + cosゃ凡が成り立っ．ここで角ゃ

をq-p等分することにより Bp+l,...,Bq-1を定義する．即ち

._ (n -p)cp 1¥T,  ___ (n -p)cp 
Bn = -sin ~NP+ cos ~Bp, n E Z(p,q) 

q-p - q-p 

と定義する．

Case 2. p E Z, q = ooの時
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Z(p,oo) = {n E Z; n ~ p + 1}であり，K,p> 0である．この時は

Bn = Bp, n E Z(p,oo) 

と定義する．

Case 3. p = -oo, q E Zの時

Z(-oo,q) = {n E Z; n:,;; q -l}であり，因＞ 0である．この時は

Bn = Bq, n E Z(-oo,q) 

と定義する．

Case 1, Case 2, Case 3の全ての場合について， Nn= Bn X Tn, Fn = (Tn, Nn, Bn)と

定義する．以上により X氏上で凡が定義され，従って任意の nEZに対して Fnが定義

された．

次に μnを任意の nEZに拡張する．“知＞ 0かつK,n-1> 0"を満たす nに対しては

既に μnは定義されているので，この条件を満たさないような nについて考える．次の3

つに場合分けできる．

(i) n E Z(p,q) U {q}の時．ただしp,q E Z, (p, q) E 0. 

(ii) n E Z(p,oo)の時．ただしpE Z, (p, oo) E 0. 

(iii) n E Z(-oo,q) U { q}の時．ただしqE Z, (-oo,q) E 0. 

(i), (ii), (iii)の何れの場合も BnE Span{Nn-1, Bn-1}が成り立つから， An=Bn X 

Tn-1と定義すれば，（8)を満たす μnE [-1r, 1r)が一意的に存在することが分かる．具体

的には，

(i)の時はμn= ____J!__, (ii)の時はμn= 0, (iii)の時は μn= 0, 
q-p 

となる．以上により，任意の nEZに対して μnが定義できた．

定義 18.1 EC＼びとする．上のように定義された Fn= (Tn, Nn, Bn) E S0(3), n E Z 

を離散曲線？の点rnにおける拡張離散 Frenet枠と言う．また上のように定義された

伽 E［一1r,1r),n E Zを離散曲線1の点rnにおける拡張捩れ角と言う．なお，K,n> 0な

るnに対しては FnIま通常の離散Frenet枠と一致し，K,n> 0かつ応n-1> 0を満たす n

に対しては μnは通常の捩れ角と一致する．

,EC＼びとし， Fn,如， μnを1の点rnにおける拡張Frenet枠，曲がり角，拡張捩れ
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角とすると，任意の nEZに対して離散 Frenet公式 (9)が成り立つことが容易に確かめ

られる．

次に， C＼ぴ内の離散曲線に対する‘‘基本定理’'について述べる（命題 19).離散曲線の同

値関係の定義についてはいくつかの選択肢があるが，滑らかな曲線の時と同様に， R3の向

きを保つ運動で写りあえるものを同値と定める．即ち次のように定義する．名9EC¥ cs 

とする．ある SES0(3), b = t(b1, b公妬） ER3が存在して::Yn= S,n + b, ¥/ n E Zが成

り立つ時， 1~＋うと書き，？とうは E+(3)同値であるという．～＋はC¥ cs上の同値関

係となり， 1を含む同値類を［1にと書く．

商集合 (C¥ Cり／～＋に対応する‘‘離散曲線の形を表すデータの集合’'を定義しよう．集

合M C Map(Z, [O, oo)) x Map(Z, [-1r, 1r))を

M = {("', μ); "': Z→[O, oo)ば恒等的に零でない関数，また μ:Z→[-1r,7r)は次の
(i), (ii), (iii)を満たす関数．

(i) (p, q) E 0"'(p, q E Z)ならば， Z(p,q)U {q}上で閲数µは一定(~ 0). 

(ii) (p, oo) E 0"'(p E Z)ならば， Z(p,oo)上で関数μは恒等的にo.
(iii) (-oo, q) E 0"'(q E Z)ならば， z(-oo,q)u {q}上で関数μば恒等的に O.}

と定義する． ,EC＼びに対して， 1の離散曲率K,: z→[O, oo)と拡張捩れ角 μ:Z→
［一7r,7r）の組(t.,,μ)はM の元となる． ,EC＼びに(t.,,μ)EMを対応させる写像を

g : C＼ぴ→M

とおく．このとき，次の命題（曲線論の碁本定理の離散版）が成り立つ．

命題 19.名 9E C ¥ csとする．もし 1~＋うならば，g（7)=g（9)が成り立つ．
従って，写像り： （C＼び）／～＋ →M, り（［吋＋）些g(1)が誘導される．さらに，写像
り (C¥ Cり／～＋ →M は全単射である．

4.3 一般化離散 Frenet枠，符号付き離散曲率

あるクラスの滑らかな曲線，例えば“捩れ方が一定’'な曲線（平面曲線を含む）を扱う

場合，通常の曲率と Frenet枠よりも符号付き曲率及びこれに付随する一般化 Frenet枠

(generalized Frenet frame (cf. [6], [13], etc.))を使った方が便利である．ここでは，こ

れらの離散化として符号付き離散曲率及び一般化離散恥enet枠を定義する．なお，こ

れらの概念は以下で述べるよりも一般の状況で定義することが可能であるが，ここでは
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離散Kirchhoff弾性棒の議論に必要な“捩れ方が一定’'の場合に限定した定義を述べる．

より一般な定義については，［12]（第3節の “amodified version of the ordinary Frenet 

frame’')を参照せよ．

以下，九を軸とする角ゆ(ER)の回転を

応（心）： R3→R3

と表すことにする．

定義 20.1: Z→ R3を離散曲線とし，μ E [-1r, 1r)を定数とする．もし，ある B:Z→

炉(={XER3; IXI = 1}), n r-+ Bnで，次の(i),(ii)を満たすものが存在する時，ァを定

捩れ角μの離散曲線という．

(i)〈Tn-1，瓦〉＝〈Tn，瓦〉＝ 0,vn E Z, 

(ii)瓦＝ Rn-1(μ)(Bn-i),Vn E Z. 

注 21.“定捩れ角μの離散曲線’'と‘‘拡張捩れ角 μnがμn=μ('<In E Z)を満たす離散

曲線’'とは全く別の概念である．

,:Z→ R3を定捩れ角μの離散曲線とする．知＞ 0であるような nに対しては，通

常の離散陪法線ベクトル Bnが定義されているが， Bnと瓦tは関係式 En＝土Bnを満た

すことが（i)より容易に分かる．ただし，複号が＋になるかーになるかは nに依存する．

,:Z→ R3を定捩れ角μの離散曲線とする時，（i),(ii)を満たす写像B:Z→炉が

存在するが，これは一意的ではない．具体的には次が成り立つ．ァが離散直線の場合，（i)'

(ii)を満たす写像Bは無限個存在する．？が離散直線ではない場合，（i),(ii)を満たす写像
Bはちょうど2つ存在し，その内の一つはもう片方のー1倍となる．

定捩れ角μの離散曲線,:Z→ R3に対して，一般化離散 Frenet枠，符号付き曲がり
~ー→ ~ 

角，符号付き離散曲率を定義しよう．まず(i)'(ii)を満たす Bを一つとる．

-- • ~——~ ~—•. -→  ~ 

Nn = Bn X Tn, An= Bn X Tn-1, 

とおくと，（ii)により

1 

(Tn-1，ふ瓦）＝ （Tn-1，いい（。

゜
μ
μ
 

o

s

n

 

o
i
 

C

S

 

¥
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μ
 

μ
 
n
 

0
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l
o
s
 

-

C

 

(12) 
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が成り立つ．また，ある嘉nE (-1r,1r)で

cos如

(Tnふ瓦）＝ （Tn-1，ふ瓦）（sinぷ
゜
-sin伽；）
cos叫

゜
(13) 

を満たすものがただ一つ存在することが分かる．注意すべきことは，必ずしも尻 E[O, 1r) 

は成り立たないということである．一方，通常の曲がり角伽は<PnE [O, 1r)を満たす．

定義 22.1: Z→応を定捩れ角μ(E [-1r, 1r))の離散曲線とし， B:Z→炉を定義

20の(i),(ii)を満たすものとする． Nn= Bn X Tn, Fn = (Tn,J心」五）とおく．写像

F:Z→ S0(3), n→凡を 1の (Bに付随する）一般化離散 Frenet枠という．また，

(13)によって定義される写像¢:Z→ （一1r,1r),n→叫を 1の (Bに関する）符号付き

曲がり角という．また，元n= 竺tan 色とと定義し，写像 ~:Z → R,n → ~n をァの(iiに
l 2 

関する）符号付き離散曲率という．

注 23.上の定義において，ーB:Z→ S2,n→ -Enも定義20の(i)'(ii)を満たすことに

注意する．？の—B に付随する一般化離散 Frenet枠は n → (Tn,-Nn,-Bn), rのーB
―-

に関する符号付き曲がり角はnH -¢n, r のーB に関する符号付き離散曲率は n →—元n

となる．

(12), (13)により次を得る（定捩れ角μの離散曲線に対する離散Frenet公式）．

¥
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次に定捩れ角μの離散曲線に対する“基本定理’'を述べる（命題 19).命題を明確に述べ

るため，次の集合上で考える． μE［一1r,1r),m E Zに対して

Cμ,m := {,: Z→ R凡1は定捩れ角μの離散曲線で知mcf 0を満たす｝

と定義する． 1E Cμ,mに対して，その符号付き離散曲率ii:z→ Rは一意的には定まら
ず，土1倍だけの自由度があるので，それら 2つを区別するため，次の用語を使うことにす

る．'iim > 0 (resp.元m く 0)の時，元はmで整合的（resp.反整合的）であるという．

商集合Cμ,m／～十に対応する“データの集合’'を次のように定義する．

Map(Z,R)m:={'ii:Z→ R;心＞ O}.
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1ECμ,mに対して， mで整合的なァの符号付き離散曲率を元とおくと，元 EMap(Z,R)m 

が成り立つ． 1ECμ,,mにiiE Map(Z,R加を対応させる写像を

1-l: Cμ,,m→ Map(Z,R)m 

とおく．すると，次の命題（曲線論の基本定理の定捩れ角離散曲線版）が成り立つ．

命題 24.名デ ECμ,,mとする．もし'~+,*ならば，1-l(,)= 1-l（ア）が成り立つ．従っ

て写像甘： C,,,,m/~+→ Map(Z,R)加社（［小）哲 H（,)が誘導される．さらに，写像

刃： c,,,,m/~+→ Map(Z,R加は全箪射である．

5 主結果

この節では離散Kirchhoff弾性棒の分類定理（定理28)について述べる．

以下， K=K(p)を楕円母数 0:::;p:::;; 1に対する第一種完全楕円積分， F= F(¢,p)を

第一種不完全楕円積分，即ち

K(p) = latご三写' ¢ dcp 
F(cp,p) = 1'1'~戸言

とする．以降，単に K と書けば常に K(p)を意味するものとする．また sn(u,p),

cn(u,p)をそれぞれJacobiの sn,en関数，即ち sn(u,p)= sin(am(u,p)), cn(u,p) = 

cos(am(u,p))とする．ここで am(u,p)は振幅関数，即ち関数¢→ u= F(¢,p)の逆関数

である．また，次の記号を用いる．

e, = {(,,M);(,,M)は枠付き離散曲線｝，

K, = {(r,M) E £,;(,,M)は離散Kirchhoff弾性棒｝，

に＝｛（1,M)EK;,は離散直線｝ ＝ ｛（1,M) EK;叫＝ 0,vn E Z}. 

2つの枠付き離散曲線が合同であることを以下のように定義する．

定義 25.(,, M),（ぅ紅） E£ とする． ここでMn=(Tn,M』,M訂，恥＝ （九，恥，祀）

である．ある SE0(3), b = t(b1, b2, b3) ER汽ゃ E[-1r, 1r)が存在して

9n = S,n + b, 

向応）＝ （SMい，（detS)SMり（：：ns¢¢ -c:isnや;), vnEZ 
が成り立つ時，（,,M) ~（ぅ紅）と書き，（,,M)と（う，訂）は合同であるという．

上の同値関係となる．（,,M)を含む同値類を［（,,M)]と書く．

(15) 

～は£
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さて，（,,M)E K,¥K,S とし，（,,M)のツイスト率を aとする．するとあるJE R3が

一意的に存在して方程式 (6)が成り立つ． 1の拡張離散 Frenet枠を (Tn,Nn, Bn),離散

曲率を邸，拡張捩れ角を μnとし，（6)をTn,Nn,凡で表して計算することにより，次の

補題が示せる．以下，式を簡単に表すため次のようにおく．

dn = cos四＋valsinμか勿n= sin μn -val cos μn, 

補題 26.ある hERが一意的に存在して，任意の nEZに対して

I = (K研 n+2l“n+1_ h□ -2) Tn 

叫＋1szfn+l-K,n 叫＋1!16n+1-val叫
+ Nn+ Bn 

l l 

が成り立つ．さらにK,,μは方程式

h凶＋尻a叩K,n+l
叫必n+1十知＋2“n+2= l2 2 

1+ ~凡＋1
k砧砂n+l —叫＋2勿n+2 = 0, 

(16) 

、
~
‘
.
~
7

8

 

1

1

 

（

（

 

を満たす．

パラメータ hが零か否かで議論が大きく異なるので場合分けをする．

炉＝｛（1,M)E K¥K八h-::JO}, Ke= {(r, M) EK¥ K八h= O}, 

とおく． k＝炉u応 UK刈非交和）が成り立つことに注意する． Ke及びJ(Sの元の分類
は比較的容易にできるが，これらは例外的な対象なので，簡単のため，本稿では K9の元の

分類のみを述べることにする．

炉の合同類全体のなす集合 K釘～に対応するパラメータ空間を定義しよう．集合

炉 cR5を次で定義する．

V9 = {(TJ,d1,h,d3,s) ER凡次の(i),(ii), (iii), (iv)を満たす｝ （19) 

(i) (d1, h)は次を満たす．
h2 

"O < lhl ~ 2 and d1 > h2 + 2" or "lhl > 2 and d1 ;?:— +2lhl"-
2 

(ii) d3は次を満たす．

く（入叫~ d3 ~ ~(1) (~ ~（入1)).
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ただし，必＝ー炉とおき，関数f(x),g(x), ~(x) を

J(x) = -8企＋2d1x+ d2, 

g(x) = -2企＋d1x十d2,

~(x) = -
4d2丑＋ （d1x十d2)2
4x2 

(20) 

(21) 

(22) 

と定義する．また， 3次方程式g(x)= 0の解を入。<0くふく入2とおく．（条件

(i)によりg(x)= 0がこのような解を必ず持つことが示せる．）なお，入。，ふ，心

は次のように表せる．

(iii) sは次を満たす．

入。＝ー2]os(}Arccos 

ふ＝ー2ficos (~ Arccos 

入2= -2汀cos(}Arccos 

恥）＜ d3くく（ふ）の時， sE [o,よ），
d3＝く（ふ）の時， sER, 

d3 = (（入2)の時， s= 0. 

言；＿下），

言3＋予）•

ただしqは以下のように定義する．まず条件(i),(ii)より，

((B) = d3, ふ ~B~ 入2

を満たす実数Bがただ一つ存在することが分かる．（Bの表示式については下の注

27を見よ．） G,D,p, qを

G=  
砂B 十必一 ✓16d如＋（2d1B+ d疋

8B2 
(23) 

D=  
叫B 十必十 ✓16d如＋（2d直＋必）2

8B2 
(24) 

1, J(B) /D-B 

p=っ＋勾f(B)2+32B切(B)= ̀ : (25) 

q＝記（A,ccos(—`]い）—]， (26) 
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と定義する．（なお， G,B,DはO<G:::;;B:,:;;Dを満たす方程式e(x)= d3の解で

あり，また 0:,:;;p:,:;; 1が成立する．）

(iv) T/は次を満たす．

d3 < e(1)の時，nE R, 
d3 = e(1)の時，T/?0. 

注 27.Bはd1,d2, d3を用いて次のように表せる．まず， d3= e（ふ）の時， B=ふであ
り， d3＝応）の時， B=入2である．また，e囚） ＜d3 < e（ふ）の時，

である．ただし

とおいた．

B=-2西 cos(} Arccos ¾,一塁）— df`42d3

a = i ([+d24d3)2 —摩，
1 (dr + 4d3 ¥ 2 d1 dr + 4d3'd2 
9=西( 4d2 )—豆 4d2 十百'

この時，次の定理が成り立っ．定理の中に出てくる複号は全て同順である．（なお，複合

の上側から作られる離散Kirchhoff弾性棒を (15)の変換（ただし Sは向きを変える直交

行列）で写すと複合の下側から作られる離散Kirchhoff弾性棒となり，これら 2つは合同

である．）

定理 28.任意の(TJ,d1,h,d3,s)E炉をとる．定数a,及び数列邸， nEZを

a=土y, 仰＝ ：ヽ ご万，

と定義する．ただし Vnは以下の通りである．

Case 1. ~（入叫＜必< (（ふ）の時

Vn = (D-B)国（r(n-s),p) + B, 

ここでr=4Kqである．

Case 2. d3 = ~（ふ）の時(“孤立波型')

d1 -6入i_,2  
Vn = ~ sech"(r(n -s)) + B, 
4ふ
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l d1 -4砕十 ✓(d1 -6碍）（d1-2碍）
ここで r=-log である．

2 2碍

Case 3. d3 = ~（心）の時（“常螺旋型＇）

Vn = B. 

さて，枠付き離散曲線（,,M)を以下の(i),(ii)により定義する．

(i) "Case. 1かつ B> l"または Case.2または Case.3の時（なお，この時はK,n> 

0, vn E Zとなる．）

数列 μn(E[-1r, 1r))を以下によって定義する．

饂Sμμnn::)=ん研n+1(11十尻a叩）（ulal -~al) (~n), 
ただし

丸＝ 4｀し（VnVn+1-~),
b=士4り：／凶訂了二五，

である． ,:Z→ R3を離散曲率がK,n,拡張捩れ角がμnであるような離散曲線と

し，（,,M)を枠付き離散曲線でツイスト率が定数aになるようなものとする．

(ii)“Case. 1かつ B= 1”の時

数列元n,n E Zを次で定義する．

2'115コ
元n= ~ cn(r(n -s),p), 

l 

ここでr=4Kqである．また定数ゃ E[-1r, 1r)を次により定義する．

ー ー

(::ns：） ＝ ｛三［al'’
v'1十尻a叩 val 1' 

if h > 0, 

if h < 0. 

"f: z→応を定捩れ角ゃの離散曲線で，符号付き離散曲率がK,nであるようなも
のとし，（"f,M)を枠付き離散曲線でツイスト率が定数aになるようなものとする．

この時，（"f,M) E炉が成立する．さらに，（TJ,d1,h,d3,s)E炉を（"f,M)の合同類

［（"f,M)] E炉／～に写す写像は初から炉／～への全単射となる．
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（明示公式の求め方の概略）．

定理 28の証明の詳細は省略するが，（,,M)E K¥K8が与えられた時，邸， COSμn+l,

sinμn+lの明示公式をどのように求めるかについて，概略を述べておく．ここでは簡単の

ため，叫＞ 0,Vn E Zが成り立つと仮定する．

まず上で述べたように補題26が成り立つ．以下，

f!IJn =叫叫＋1dn+l, fin= K,研n+l勿n+l,

とおく．方程式 (18)の両辺にK,n+lを掛けることにより，ある bERが存在して

En=lb, vnEZ 

が成り立つことが分かる．

(27) 

また定数しを l:= IIIで定義する．性を (16)の右辺の長さの 2乗を計算することに

よって求め，これに (27)を代入することにより

少n＝よ（心＋ Kに＋］心に）

+ h三（（h三ー2)2-l2_l2b2 -2vab) (28) 

を得る．従って &nはKのみで(μは用いずに）表せた．次に方程式（17)の両辺に叫＋1

を掛けると

hV1 ＋尻a叩K,;+1
f!l)n＋グn+l = ~ 

T凡n+1

となるが，左辺に (28)を代入することにより K の差分方程式を得る．これを Vn:= 
l2 
ー叶＋ 1とおいて整理すると， Vnの差分方程式
4 

d1叫＋d2
Vn+ 1 + Vn-1 = ~ 

V n 

を得る．ただし d1,必は nに依らない定数である．

(29) 

差分方程式 (29)はQRT系 ([22],etc.)として知られている形をしており，一般論を

使って保存量を求めることができる．さらにこの保存量を用いて計算することにより， Vn

をJacobiの楕円関数で明示的に表せることが分かる．従って叫もJacobiの楕円関数で

明示的に表せる．次に，クか辺れの定義より

(::nsμμ:：：） ＝仰叫＋1（11十尻a叩） (v~l -~al) (:::)' 
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であるが，（27),(28)を代入すれば， cosμn+ 1, sin μn+ 1もJacobiの楕円関数で明示的に

表せることが分かる．以上により屁， COSμn+l, sin μn+lの明示公式が得られた． ロ
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