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Abstract 

An efficient method for computing the structure of Jordan blocks of a matrix of integers or rational 

numbers by exact computation is proposed. We have given a method for computing Jordan chains 

of a matrix with exact computation. However, for deriving just the structure of Jordan chains, the 
algorithm can be reduced to incre邸 eits efficiency. We propose a modification of the algorithm for 

that purpose. 

1 はじめに

種々の問題において，線形変換または正方行列の構造を知りたい場合がある．ここでいう構造とは，行列

のある固有値aに附随する Jordan細胞のうちランクがいくつのものが何個ずつ存在するかという情報であ

り，つまりはaに関する Jordan鎖の情報と思ってよい．いま，ある固有値aに注目しその固有値に関する

構造を調べるという問題を考える．本稿では，この問題を効率的に解くアルゴリズムを提案する．

我々はこれまでに，レゾルベントの留数解析に基づき，行列の最小消去多項式や最小消去多項式候補を用い

て行列の固有空間，一般固有空間，スペクトル分解等を効率的に行うアルゴリズムを提案している ([1]-[13]). 

論文 [3]では正方行列に対しすべての Jordan鎖を計算する効率的なアルゴリズムを与えた．これにより本質

的には行列の構造が完全に得られている．しかしながら，すべての Jordan鎖を計算してしまうことは本稿

の目的からすると不必要であり計算景的に不利である．したがって，本稿では，ある固有値のみに関する構
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造を効率的に計算する方法を与える．論文 [3]の方法では，固有値aの定義多項式をf(a)とするとき， aに

附随する Jordan鎖と fに関する Jordan-Krylov基底を対応させる． Jordan鎖を求めるには Jordan-Krylov

基底を具体的に計算する必要があったが， aに関する構造のみを調べるためには Jordan-Krylov基底を完

全に求める必要はない．したがって Jordan-Krylov基底の計算過程から冗長な処理を除くのが基本的なア

イデアである．

Jordan鎖の素朴な計算法では，一般に固有値が代数的数であることから，代数拡大体上での連立 1次方

程式の解法により（一般）固有ベクトルを求める．そして，ランクが低い一般固有ベクトルから徐々にラ

ンクが高い一般固有ベクトルを求めることにより Jordan鎖を構成する．これに対し，我々が論文 [3]で与

えた計算法は以下の特徴を持つ．まず，すべての計算をQ上で行うことで計算を効率化している．さらに，
一般固有ベクトルを求めるのに連立 1次方程式を解くことなく，ランクの最も高い一般固有ベクトルにあ

る意味で対応する Q—ベクトルを「タネ」として Jordan 鎖をまとめて求める．この「タネ」になるベクト

ルが Jordan-Krylov甚底である．ある固有値に附随する一般固有ベクトル全体のなす部分空間は kerJ(A)e 

という Qベクトル空間に対応している．より正確には固有値 aに共役なすべての各固有値に附随する一
般固有ベクトル全体のなす部分空間に対応している．共役な一般固有ベクトルで張られる部分空間の次元

はaに附随する一般固有空間の次元のちょうどd倍（ただし d= degf)である．このとき kerJ(A)eは

Krylov巡回部分空間の直和になっているので，我々はその性質をうまく用いることでaに附随する一般固

有空間を求める．

本稿では以上の計算法に基づきつつ Jordan鎖の計算過程から冗長な計算を取り除き， Jordan細胞の構

造のみを効率的に計算する手法を提案する．

2 行列Aの一般固有空間とkerf(A)fのJordan-Krylov基底

本節では，我々が先に着いた論文 [3]から，与えられた行列 Aの一般固有空間の計算が kerf(Alの

Jordan-Krylov基底の計算に帰苅されることを復習する．

KC  (Cを計算可能な部分体とし， AをK上の n次正方行列とする．冗1（入） EK［入］を Aの最小多項式

とする． f（入）を m（入）のモニックな既約因子とし， rをm（入）における f（入）の重複度とする． 1：：：：： i ：：：：：r 
に対し，

ker J(Al = {u E Kn I J(Alu = O} 

（ただし kerJ(A)0 = {O})とする．このとき， K上のベクトル空間の昇鎖

{O} c ker f (A) c ker J(A)2（ニ・・・ ker J(Al C ・ ・ ・ C ker J(A/ 

が存在する．

f（入）の根である Aの固有値に附随する Jordan鎖の構造は kerJ(A/の内部構造で決まる． kerf(A戸の内

部構造を記述するため， Jordan-Krylov基底の概念を導入する． 1：：：：：じこ Eに対し，自明でない uE ker J(A/ 

がランク£であるとは， uE ker f (A)f ¥ ker J(A)f-1であることをいう．このとき， rankfu= ［と表す．

u E ker J(A/に対し，ベクトル空間

LA(u) = spanK {Aku I k = 0, 1, 2,... } 

をKrylov巡回部分空間という． Aとf(A)が可換であるから， U のランクが£ならば LA(u)C ker f(A)t 

である．
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定義 1

W をKnの部分空間とする． W の部分集合W がKrylov生成系であるとは， W ＝I:wEWLA(W)を満た

すことをいう．さらに W が有限集合で W= 〶wEWLA(w)を満たすとき， W をW のJordan-Krylov基

底という．

定理 2([3, Theorem 11]) 

ker f(AlにはJordan-Krylov基底が存在する．

ここで定義した Jordan-Krylov基底と一般固有空間の関係を説明しよう．今， d= degfとし， Cにおけ

るf（入）の根を °'1,°'2, ・ ・ ・, °'dとおく．多項式 f（入）に付随する対称多項式

f(μ) -f（入）
町(μ,>-) = ~ E K[μ，入］

µ—入
(1) 

を考える．さらに， 1≪; k ≪; lに対し，吟叫μ，入） ＝ （町(μ,>.))kmod f（入）とする．ここで右辺は，
（町(μ，入））kをk［入][μ]の元とみて，係数毎に f（入）で余りをとったものを表す．
ランク tのベクトル uE ker f(Alに対し， p(k)（入，u)=吟k)(A, >.E)J(A)f-kuとおく (k= 1,2,...,£). 

このとき次が成り立っ．

定理 3

i = 1, 2,..., dに対し，
{p化）（ai,u),p(f-l)(ai, u),...,P叫ai,u)} (2) 

は長さ£の Jordan鎖を与える．

定理 3より，ランク fのベクトルuE ker J(A/が長さ£のJordan鎖の表示式を与えることがわかる．こ

こで， Jordan-Krylov基底の元を用いることで，一般固有空間の構成が可能になる．つまり， ACker J(A/ 

に対し，ル） ＝ ｛uEAlrank匹＝£}とおくと次が成り立っ．（A＝A(1)u...UAば）に注意する．）

定理 4_([3, T_heorem 13]) 

B=即） UBU-1) u ・ • • UB(1)をkerJ(A/のJordan-Krylov基底とする．このとき， i= 1, 2,..., dに対し

以下が成り立つ．

1. 〶 PA(ai,b)は長さ iのJordan鎖で張られる．
bEB(l) 

2. 〶 PA(ai,b) は固有値 m に附随する A の一般固有空間を与える．
bEB 

3. 〶（P応1, b) 〶 PA(a2,b) EB・・・ EB凡 (ad,b)) ""(C露 kerf(Af 
bEB 

定理 4より， f（入）の根である Aの固有値に附随する Jordan細胞の構造が， kerf(AlのJordan-Krylov

韮底の元のランクや各ランクの元の個数によって決まることがわかる．特に， Jordan-Krylov甚底のランク

fの元がAの一般固有空間における長さ£の Jordan鎖に対応する．従って，行列 Aの構造を与えるには，

ker f(AlのJordan-Krylov基底のランクごとの元の個数を求めればよい．
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3 Jordan細胞の構造を計算するアルゴリズム

一般固有空間を求めるには kerJ(AlのJordan-Krylov基底を与えることが本質的であり，そのために

Jordan-Krylov掃き出しと呼ばれる掃き出しを行うが [3],ker J(A［の構造のみを求める際にはJordan-

Krylov掃き出しが不要な場合が現れる．そこで， Jordan-Krylov掃き出しのうちどの部分を省略できるか

を調べる．なお， Jordan-Krylov基底は一意とは限らないが，各ランクごとのJordan-Krylov基底の元の個

数は一意的であることに注意する．

3.1 Krylov生成系の構成

Jordan-Krylov基底は上で定義された Krylov生成系から計算するが， kerf(A戸のKrylov生成系はKn

の基底の元の最小消去多項式から計算される．以下ではAの特性多項式を

XA（入） ＝ f(入）mg（入）， gcd(f,g)= 1, m • deg(!)さn

（ここにf（入）はK上既約）とする．

定義 5（最小消去多項式）

(3) 

多項式環k［入］の単項イデアルAnnK［入1(A,u)= {g（入） € k［入]I g(A)u = 0}のモニックな生成元7rA,u（入）

を， Aに関する U の最小消去多項式という．

£を知の基底とし， P=｛冗l,e(入)|eE&}とする．アの最小消去多項式冗l,e（入）は

7rA,e（入） ＝ f（入）£ege（入）， gcd(f,9e) = 1, Pe :::0: 0 

の形で表されることから， l= max {Pe I e E &}, 9e(A)e E ker J(A)fがわかる．

&1={eE&l1rA,e（入） ＝ f（入）te9e（入）， Pe> O}, V = {ge(A)e I e E CJ} (4) 

とおくと， uEVに対し， LA(u)C ker f(A)fが成り立つことに注意する．

さて， uE ker f(A戸のランクが£のとき，

ら，d(u)= {u,Au,A切，．．．，Ad-lu},

,CA(u) =.CA,d(u) u.CA,d(J(A)u) u... u.CA,d(J(A)f-lu) 

とおくと LA(u)= spanK.CA(u)が成り立つ．ここで， UcKnに対し .CA(U)= Uuw.CA(u)とおく．こ

のとき次の命題が成り立つ．

命題 6(!3, Proposition 16]) 

ker J(A)f = spanKら (V).

すなわち， Vはkerf(A)fの Krylov生成系である．

ここでは Aの特性多項式 (3)の既約因子 f（入）に着目し， fの根である固有値aに関する構造を調べる

ものとする． Knの基底Cの元eの最小消去多項式冗l,e（入）が

豆 e（入） ＝ f（入）£ege（入）， gcd(J,9e) = 1, Re 2 0 (5) 

の形で表されるとき， f(Areの最小消去多項式はge（入）である．よって（5)より 9e(A)eE ker J(A)feが

成り立っ．

l=m邸 {£eI e E今｝， V= {ge(A)e I e Eら｝ (6) 
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とおくと VはkerJ(AlのKrylov生成系をなす．

ker f(AlのKrylov生成系 Vを求める際， v€ Vのランク rankfVおよびが＝f(A)ranktv-Ivを求める

ことになるが，これらはこの後で行う aに関する構造の計算において基本的な情報であり， 1同計算した

段階でそれらの情報を保存することにする．そこで， Krylov生成系にそれらの情報を付加したデータ構造

V = ｛(v,rankfv,J(A)rankfV-1V) | v € V}をVの拡張Krylov生成系と呼ぶことにし， Krylov生成系 V

および拡張Krylov生成系 Vを構築するアルゴリズムをそれぞれアルゴリズム 1および2に示す．アルゴ
リズム 1の出力がアルゴリズム 2の入力になる点に注意する．

拡張Krylov生成系の各アルゴリズムの出力に現れる£は式(6)のかを表す．ある (v,rank JV, J(A)ranktv-Iv) 

をVに加える操作をt笙＝ （v, rank1v, f (A)ranktv-Iv)で表す．笙＝はVの構造を直接変えることに注意す
る． V の部分集合でランクいのものを取り出す操作を 1)(€) = { (v, rank1v, J(Ayanktv-Iv) E V I rank1v = £} 
により表す．有限個の列ベクトルの集合W = {w1,w2,...,wけに対し， W のすべての列ベクトルからな

る行列を[W] = [w1,w2,...,w月とおく．行列M の第j列ベクトルを M］で表す．

アルゴリズム 1(ker J(A)eの Krylov生成系の構成）

Input:行列 AEKnX凡特性多項式い（入）＝f（入rg（入） （式 (3)），着目する固有値の定義多項式 f（入）， Kn
の基底 &={e1,--・,en}

Output: ker J(AlのKrylov生成系 V

1: function KrylovGS(A, XA（入）， f（入）， 8）

2: V← O 
3: for i = 1,..., n do 

4: e;←f(A)me, 
5: if e'. = 0 then 

6: 9i（入） ← 1 
7: else 

8: g,（入） ←(e'.の最小消去多項式 [1])
9: end if 

10: Vi←g;(A)e, 
11: V←VU {v;} if v;=I=〇
12: end for 

13: return V 

14: end function 

アルゴリズム 2(ker f (A)fの拡張Krylov生成系の構成）

Input:行列 AE Knxn,着目する固有｛直の定義多項式 f（入）， kerf(A)fのKrylov生成系 V

Output:｛汀｝，ここにkerJ(Alの拡張Krylov生成系V= {(v, rank1v, J(Ayanktv-lv)}, l = max{rank1v I 
v EV} 

1: function ExtendedKrylovGS(A, f（入）， V)

2: i)←0; l←0 
3: (Optional)掃き出しを行う： ［V]--l-［V'] 

4: [Vb]←[V'], C←0, N←([V'］の列数）
5: while [V'] =/ 0 do 
6: [V"]←J(A) [V'], C←c+ 1, l←£ 
7: for j = 1,..., N do 

8: t星 ([Vb]1,C, [V'し） if[V”し＝ 0and [V']j # 0 
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9: end for 

10: [V']←[V"] 
11: end while 

12: return {V,£} 

13: end function 

3.2 Jordan細胞の構造の計算

ker f(A)fのJordan-Krylov韮底を l3= u1=1 !3(f)とおく．まず， Vを用いて kerf(A)ば）のある Jordan-

Krylov基底 l3= u:=1 !3のを求める方法について述べる．我々のアイデアは，ランク（の高い順に集合!3(£)

を定めていくことである．まず最高ランク Eの元uEV([)はB(t)の元としてもよい．その後， v(t)の他の

元に対して掃き出しを行うことでl3ば）を決定する．次に， Eよりもランクの低い V(£)の元に対しても，同

様にランクの高い順に Bのを決定していく．

さて， i= 1, 2,...,£に対し， Ci=IB叫（ここに IB（りは !3(£)の元の個数）とし， C={c1,c2,,,.,9}を

Jordan細胞の構造と呼ぶ Jordan-Krylov某底を求める際には!3(£)をすべて決めなければならないが，我々

の日的は行列Aの構造を求めることであるのでl3(f)の元の個数のみがわかればよい．そこで， JordaJ1-Krylov

基底の計算を I3(f)の元の個数を知るために必要最小限の規模に絞り，可能な限り Jordan-Krylov掃き出し

の回数を減らす．

Aの特性多項式における f（入）の軍複度を m とするとき， mがf（入）の根である Aの固有値に属する互
いに独立な Jord皿鎖の長さの和に等しいことから

E 

m＝L£・IB(e)I 

£=1 

が成り立つ．

式（7)より次の命題が成り立つ．

命題 7

m —区:=k+1£. 飼< Kならば B(k)= 0. 

命題 7より， m-区E £=K+1 t・|B化） 1：：：：： 1が成り立った時点で行列Aの構造が確定する．

(7) 

ランク k+lまでJordan-Krylov 掃き出しを行った時点で m'=m —こf丑＋1£ ・ IB化）く kならば，まず
ランク m'において Jordan-Krylov掃き出しを行う． B(m')=0ならば，ランク Kから再びJordan-Krylov

掃き出しを行い，
t 

m-LC・IB化）1 (8) 
f=k 

を求める．

以上を踏まえ， Jordan細胞の構造を計算するアルゴリズムをアルゴリズム 3に，この中で£に関する繰

り返しの部分をアルゴリズム 4にそれぞれ示す．また，アルゴリズム 4の中で行われる Jordan-Krylov掃

き出しの手順をアルゴリズム 5に示す．そして，アルゴリズム 1-5を組み合わせ， f（入）の根に付随する A
のJordan細胞の構造を計算するアルゴリズムをアルゴリズム 6に示す．

アルゴリズム 3,4,5において，順序付き集合 (Bなど）の£番目の要素を書き換える際には己＝のよう

な記号で表す．
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注意 1

アルゴリズム 4および5内で， f（入）の根に附随する Jord皿細胞で構造が未確定のもののサイズの和 (8)を

扱う．

アルゴリズム 3(Jordan細胞の構造の計算）

Input:行列 /(A)E Knxn, ker f(A)'の拡張Krylov生成系 V,Aの特性多項式における f（入）の重複度 m

Output: f（入）の根に附随する Jordan細胞の構造 C= {cぃC2,...,C月｝ （£:ランク， Cf:ランク£の Jord皿

細胞の個数）

1: function JordanBlocksMain(f(A), V, m) 

2: return{m,O,...,O}ifl=l 

3: m←m-l 
4: return { m, 0,..., 0, 1} if m <::: 1 I> m = 0または 1の場合はこの時点で Jordan細胞の構造が確定

5: C← {O,..., O}, S = {S2, Sふ...,Sp}← {0,...,0}, B={f3(2l,...,B叫← {0,...,0} 1> C, S, 

Bの初期化

6: £← t 
7: N← (［砂］の列数）

8: (v,£, v') E砂を選ぶ，

細胞を 1個検出
£ 

9: 8 ~ [£A,d(v)] 

10: W←[£A,d(v')] 
11: £← min{£,m} 

I> Jordan-Krylov掃き出しが進行中（未完了）のランクの最大値

B~{v} , 沢） ←髄＼｛（v,l,v')}, C~l I>ランク7のJord皿

I> sをランクごとに保持
1> w = J(A)f-1slはこの時点で列簡約可能

12: C← JordanBlocksLoop (f(A), £, £, m, S, W, V, B, C) t> £に関する繰り返し（アルゴリズム 4)

13: return C 

14: end function 

アルゴリズム 4(Jordan細胞の構造の計算（fに関する繰り返し））

Input:行列 J(A)E Knxn,現在計算対象のランク£,Jordan-Krylov掃き出しが進行中（未完了）のラン

クの最大値i,構造未確定の細胞のサイズの和 m （注意 1),Jordan-Krylov掃き出しに用いられる行列
S, W, ker f(A戸の拡張Krylov生成系立（計算途中の） kerf(A)ハの Jordan-Krylov基底 B, （計算途

中の） Jordan細胞の構造 C= { c1, c2,..., ce} 

Output: Jordan細胞の構造 C= {c1, c2,...心｝

1: function JordanBlocksLoop(f(A), £, £, m, S, W, V, B, C) 

2: while £ > 1 do 

3: S← J(A)i-P均ifSe = 0 and £ < i 1> Seが未計算であればこの段階で計算

4: {m,S, W, V,B,C}← JordanKrylovElim(f(A), £, m, S, W, V, B, C) I>ランク lの

Jord皿 Krylov掃き出し（アルゴリズム 5)

5: return C if m < 1 I> m = 0または 1の場合はこの時点で Jordan細胞の構造が確定

6: S塁 f(A)St

．．．． 

7

8

 

i←£-lif£=£ 
if氏＝0and £ < £ then ＞ランク £,£-1,...,£ の Jordan-Krylov掃き出し

9: for £ = i, i -1,..., k do 
10: {m, S, W, V,B,C}← JordanKrylovElim(f(A), £', m, S, W, V, B, C) I>ランク£'の

Jordan-Kry lov掃き出し（アルゴリズム 5)

11: return C if m ：：：：： 1 I> m =゜または lの場合はこの時点でゎ団皿細胞の構造が確定
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12: s昌 J(A)Sv
13・ end for 

14: £←£-1 
15: end if 

16. t ←min{m,£-1} I>次に Jordan-Krylov掃き出しを行うランクの決定

17. end while 

18: C~1 m 

19. return C 

20: end function 

アルゴリズム 5（ランク£のJordan-Krylov掃き出し）

Input:行列 f(A)E Knxn，現在計算対象のランク£，構造未確定の細胞のサイズの和 m（注意 1),Jordan-

Krylov掃き出しに用いられる行列 S,W, ker f (A)iの拡張Krylov生成系））， （計算途中の） kerf(A)i 

のJordan-Krylov基底 B, （計算途中の） Jordan細胞の構造 C= {c1, c公．．．，cz}

Output: { m, S, W,））,B,C}，ここに構造未確定の細胞のサイズの和 m（注意 1),Jordan-Krylov掃き出しに

用いられる行列 S,W, ker J(A)iの拡張Krylov生成系））， kerJ(A)iのJordan-Krylov基底 B,Jord皿

細胞の構造 C= { C1, C2,..., cz} 

1: function JordanKrylovElim(f (A), R, m, S, W,））,B, C) 

2: while))(R) # 0 do 

3: N←([））(£)]の列数）

4: (v,R,v') E））化）を選ぶ ））化） ←））(£) ¥ {(v,R,v')} I> v'= f (A)f-lv 

5: Simultaneous column reduction of the rightmost column in the augmented matrix 

[Wlv'］→ [WI r'], [Se Iv]→ [Se Ir] 
6: if r'f= 0 then I> r'~ spanKW 

7: B~{r}, m←m-C, C ~Ce+ 1 1>ランク fのJordan細胞が 1個増加

8: げ m ：：：：： 1then I> m = 0または 1の場合はこの時点で Jordan細胞の構造が確定

9: C星 m
10: return{m,S,W,V,B,C} 

11: 

12: 

end if 
£ 
S ~ [St I £A,d(r)], W←[WI £A,d(r')] 

13: else if r -# 0 and /!, > 1 then 
14: £'←rank Jr, 沢）星 (r,£'，が）

15: end if 

16: end while 

17: return{m,S,W,V,B,C} 

18: end function 

アルゴリズム 6(f（入）の根に附随する AのJordan細胞の構造の計算）

C> W = f(A/-1S can be reduced 

Input:行列 AEKnX凡特性多項式XA（入）＝ f（入）mg（入） （式 (3)），着目する固有値の定義多項式 f（入）， Kn

の基底 £={e1,--・,en}

Output: C = { c1, c2,..., cz}: f（入）の根に附随する AのJord皿細胞の構造(lはアルゴリズム 2の出力）
． 

1: function JordanBlocks(A, XA（入）， f（入），£)

2: V←KrylovGS(A, XA（入）， f（入），£)

3: {V,P}←ExtendedKrylovGS(A, f（入）， V)

I>アルゴリズム 1

I>アルゴリズム 2
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4: C←J ordanBlocksMain (f (A) E 'V = u~=l v(f), m) I>アルゴリズム 3

5: return C 

6: end function 
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