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1概要

本稿は 2023年度 RIMS共同研究「変換群の幾何とトポロジー」における筆者の [3]に

基づいた講演内容に沿ったものである

双対平坦構造あるいは Hesse構造は， Riemann多様体のアファイン接続とその計量に

関する双対接続であってそれらの曲率も捩れも消えているものである情報幾何学や数理

統計における里要な対象である指数型分布族などは自然な双対平坦構造をもつことが知

られており，統計的推測や機械学習などの数理的側面に幾何学的な理解を提供してきた．

双対平坦構造における計量は（局所的には）Hesse計量，つまり滑らかな関数の Hessianで

ある逆に，アファイン空間の領域上の滑らかな狭義凸閲数の Hessianと自明平坦接続に

より双対平坦構造が定義でき，その凸関数はポテンシャル関数と呼ばれる．双対平坦構造

に付随して，（Bregman)ダイバージェンスという関数が定義されるダイバージェンスは

Riemann計量に付随する距離関数の 2乗の一般化であり，その Pythagorasの定理は最

尤推定の理論などで有用となる．

双対平坦構造の研究自体は情報幾何学と別にも発展しており，その指導原理の一つに双

対平坦構造は Kahler構造の実多様体版であるというものがあるそれを端的に表すも

のに以下の Dombrowskiの定理がある．

定理 1.1(Dombrowski[2]）．平坦な Riemann多様休 (U,h)とそのアファイン接続▽が

双対平坦構造を定めるための必要十分条件は接束 TUに自然に定まる概複素構造と

Riemann計量が Kahler構造を定めることである．

Dombrowskiの対応においてトーリック Kahler多様体の位置付けを考察するために，

Molitor[5]によって torificationという概念が導入された．トーリック（シンプレクティッ

ク）多様体はその運動量写像の像として Delzant多面体を定める． Delzant構成はトー

リック多様体（の弱同変同値類）の集合と Delzant多面体（の整アファイン変換による同

値類）の集合との間の全栄射を与える． Delzant対応は両者の様々な幾何学的側面をつ
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なぐ辞書を提供し，その項目のひとつに Delzant多面体上のシンプレクティックポテン

シャルによるトーリック多様体上の Kahler構造の記述 (Guillemin-Abreu理論）がある．

Delzant多面体とシンプレクティックポテンシャルの組はDelzant多面体の内部に双対平

坦構造を定める．

本稿では，そのような Delzant多面体の双対平坦構造の torificationの枠組みでの考察

を説明する特にトーリック幾何を用いてその双対平坦構造を境界に自然に拡張するこ

と，拡張されたダイバージェンスが境界においてある連続性をもつこと，境界点まで含め

て拡張Pythagorasの定理が成立すること，を説明する．講演では具体例である射影空間

CPnと対応する Delzant多面体である△nを用いて説明したが，ここでは可能な限り一

般的な設定で説明するなお， 7節で述べるように，ある種の Delzant多面体は有限集合

上の混合型分布族という確率密度関数族に対応するその Delzant多面体の境界は確率密

度関数としては確率の値が0になる点に対応し，情報幾何学の統計的応用では通常は扱わ

れないことに注意する．

謝辞．講演の機会を与えて下さった世話人の岡山理科大学の阿部拓さんに感謝申し上げま

す．また，トーリック幾何と双対平坦多様体の関係を論じた Molitorの論文 [5]を紹介し

て下さった理研AIPの東條広ーさんにも感謝申し上げます．

2 双対平坦構造と Bregmanダイバージェンス

定義 2.1.組（X,h，▽X”)が双対平坦多様体であるとは， X は滑らかな多様体， hはその

Riemann計量，▽は接束TXの接続，▽*はその hに関する双対接続で，▽と▽＊の曲率

および捩れが0となるもののことである．また，（h，▽）あるいは（h，▽＊）を X上の双対平

坦構造という．

平坦な Riemann多様体とその Levi-Clvita接続は双対平坦構造を与えるこれはある

意味で自明な双対平坦多様体である以下のいわゆる Hesse計量は双対平坦多様体の局所

モデルとして重要な例を与える本稿では主にこの形の双対平坦多様休を扱う．

例 2.2.Uを股nの領域， ((J:u→恥を U上の滑らかな狭義凸関数とする この
とき， Hess((()）を U上の Riemann計量とみなすと， U上の自明接続▽flatに対して

(Hess((()），▽flat)はU上の双対平坦構造を与える．ゃをポテンシャルといい，この双対平

坦構造をポテンシャルに付随する双対平坦構造という後の都合上双対平坦多様体として

は(U,Hess((()），▽ ：＝ （▽11at)*, V*：＝▽flat)を考える．

定義 2.3.町の領域u上のポテンシャル¢に付随する双対平坦構造 (Hess((()），▽）に対
し，その Bregmanダイバージェンス D(-11・):U XU→罠が

D(~IIぐ） ：＝〈＜ーぐ，（grad(()）（ど）〉一位（ぐ）― ((Jぽ））

により定義されるただし〈•,·〉は町の Euclid 内積である．¢の Legendre 変換心を用
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いて

D(~||ど） ＝¢(（）＋心(()-〈ふ（＇〉

と定義することもできる

平坦 Riemann多様体に対する Bregmanダイバージェンスは距離関数の 2乗に一致す

る．一般の双対平坦構造に関して Bregmanダイバージェンスは対称性を満たさないが，

次の Pythagorasの定理が成立する

定理 2.4（ダイバージェンスに関する Pythagorasの定理）．定義 2.3の設定において，

ふf,f'EUに対して，くとどをつなぐ▽測地線とく＇と(”をつなぐ▽又測地線がぐにお
いて直交するとき，

D(~IIC) = D(~II() + D((lie') 

が成立する

正規分布族， Poisson分布，カテゴリカル分布（偏りのあるコインやサイコロを表す有

限集合上の分布族）などは指数型分布族というクラスの確率密度閑数の族である．指数型

分布族のパラメータ空間には自然に双対平坦構造が入ることが知られており，その構造

は情報幾何学における主要な研究対象の一つとなっているなお，指数型分布族の双対平

坦構造の Riemann計量は Fisher計量とよばれる計量に， Bregmanダイバージェンスは

Kullback-Leiblerダイバージェンスとよばれる量に一致する

3 Delzant多面体，トーリック Kahler多様体と Guillemin-Abreu理論

本稿ではトーリック多様休はトーリックシンプレクティック多様体をさす．つまり， 2n

次元シンプレクティック多様体 (M,w)*1がトーリック多様休であるとは，（M,w)にn次

元コンパクトトーラス Tの効果的な Hamiltonianトーラス作用があることである正確

には (M,w)とT作用と運動量写像の組をトーリック多様体という．このとき，運動量写

像による M の像 PはDelzant多面体となる．つまり， Pは単純（各頂点には n本の辺

がある），有理的（各頂点の辺の方向ベクトルは Q—ベクトルでとれる），非特異（各頂点に

集まる方向ベクトルは (zn)C艮門の基底でとれる），である．逆に，ある種のシンプレク

ティック商の手続きである Delzant構成により，与えられた Delzant多面体を運動量写像

の像にもつトーリック多様体が構成できる．

シンプレクティック商による構成をみると， Delzant多面体 P に対するトーリック

シンプレクティック多様体 M にはトーラス不変な Kahler構造が入ることがわかる

Guillemin, Abreuによるその Riemann計量の記述を [1]に基づいて述べる． Pをn次元

のDelzant多面体， μ:M→PをDelzant構成により対応するシンプレクティック多様
体とその運動量写像とする． P の内部 P゜の任意の点くの逆像µ―1（~)はトーラス作用に

•1 明示的には述べないが茎本的には M のコンパクト性を仮定する．
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よる自由軌道になり，逆像Mo:=μ―l(P゚ ）は自由軌道の和集合に一致する． P゚ の凸性か

らMoには主T束としての自明化が存在する． Pが町上の連立線形不等式

l 叫•) ＝〈ll(i)'•〉＋入（i) 2 0 (i = 1,..., N) 

により定義されているとするただし， NはPのn-l次元面の数であり， ll(i)は面の法

ベクトルで各頂点において znの基底をなすようにとっておく． po上のなめらかな関数

砂： P゚ →股を
N 

叫():= L z(i) (() log l叫()
i=l 

により定義＊2し， Guilleminポテンシャルという． cppはP上の連続関数に自然に拡張

できることに注意する．

定理 3.1([1 ][4]).主T-束の自明化 M 竺゚ poX Tを適切にとると，この分解のもとで

Delzant構成により定義される M 上の Kahler構造の Riem皿 n計量は

(Hes~(cpp) Hess(~ ~(cpp) Hess(~P)-1) 

と表示できる

さらに， M 上の任意のトーラス不変 Kahler構造の Riemann計量について，シンプレ

クティックポテンシャルとよばれる関数ゃ： P゚ →股が存在し，そのHessianでRiemann

計量が記述および分類されることが [1]において示されている． P上のシンプレクティッ

クポテンシャル¢により P゚ 上の双対平坦構造 (Hess(cp),V)が定まることに注意する

4 Torification 

Molitor[5]により導入された双対平坦多様体に対する torificationの概念を説明する．

(X,h，▽，V*)を双対平坦多様体とする．接束TXの枠であって▽に関して平行なものが

存在するとき，その枠の整数係数 1次結合によって生成される格子を rとすると， rは平

行移動によって TXに作用するこの作用はDombrowskiによる対応から定まる TX上

のKahler構造を保ち，したがって商空間 Xr:= TX/rもKahler多様体の構造を，自然

な射影Xr→ Xはトーラス束の構造をもつ．

定義 4.1(Torification [5]）．上の設定で，コンパクトトーラス Tの作用をもつ Kahler多

様体 M が存在し， M 上の自由 T軌道全体の集合 MoとXrの間に Kahler多様体上の

トーラス束の構造としての同型 M 竺゚ Xrが存在するとき， M をX の torificationと

いう．

注意 4.2.Torificationに関する注意を述べておく．

•2 オリジナルの定義ではも倍がついているがここでは省略する．
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• Xr自身は Xのtorificationである．一般に， torificationは存在しても一意性は

ない．

• [5]では regulartorificationというあるよいクラスがより詳しく考察されており，

例えばregulartorificationの一意性が示されている

• Euclid空間の領域 U とポテンシャル cp: u→罠から定まる双対平坦構造
(Hess(cp)，▽＊）に対しては，座標関数から定義される平行ベクトル場からrが定ま
り，したがってそのtorificationが存在する

•一般に torification M はコンパクトとは限らない．実際，［5]でCに通常の複素構

造と T= S1＿作用を考えたものが Poisson分布族に対応する双対平坦多様体の

(regular) torificationであることが述べられている．

5 主結果： Delzant多面体上の双対平坦構造とダイバージェンスの境界

への拡張

Pをn次元Delzant多面体， μ:M→ Pをコンパクトトーラス Tによる Hamilton作

用をもつトーリック多様体とその運動量写像とする． poをPの内部， cp:p゚ →政をシン

プレクティックポテンシャルとすると，（P゚，Hess(cp))には双対平坦構造とその Bregman

ダイバージェンス Dが，また Guillemin-Abreu理論により， M には Kahler計量が定ま

る． PのK次元の面 Fをとると， M の複素 k次元の Kahler部分多様体 MF:=μ―l(F)

が定まる． Fの法ベクトルたちが生成する Tの部分トーラス T兄は MFを固定する部分

トーラスに一致し，その商トーラス TF:= T/T,戸の作用から MF自体も 2k次元のトー

リック Kahler多様体となる． Guillemin-Abreu理論により MF1::の運動量写像の像PF

上のシンプレクティックポテンシャル cpF:p戸→民が存在し， P尻上の双対平坦構造

(Hess（匹），▽)とその Bregmanダイバージェンス DFが定まる． Hesse計量Hess(cp)を

Fに拡張することはできないが，ダイバージェンス Dはある意味で連続的に DFに拡張

できるというのが次の定理の主張である．

定理 5.1（ダイバージェンスの境界での連続性，［3]).'TJ,rJ1 E F0に対して

lim lim 
poぅ¢’→rJ'po式→n

D(~II~') = DF((1r})-1(TJ)ll(1r;)―l(TJ')) 

が成立するただし，咋は射影巧： T→咋が誘導する Fと乃の間の全単射である．

後の 6節の例でわかるように，極限の順序を入れ替えることは一般にはできない．この

極限の存在により，境界点nE F° と内点tE poのダイバージェンスが

D}(n||(＇） ：＝ lim D((||(＇） 
poぅく→n

により定まるこの応と D~ を用いて Pythagoras の定理が次の形で成立する

定理 5.2（境界点も含めた Pythagorasの定理，［3]).'f/,'f/1E F0, t E P゚ に対して，ぐから
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nに向かう▽測地線と nからりに向かう V*＿測地線がnにおいて直交するとき，

Dp(rJ'llrJ) + D~(rJIIO = D~(rJ'llt) 

が成立するただし， 2 つの測地線の直交性は自明化を用いて M゜ ~p゜ xT, M屈主

界 X乃内に n,n'，（＇および測地線をうつして考える．

6 例：直角二等辺三角形と CP2

2次元 Delzant多面体 Pとして＆＆平面において

＜lミ0,& 20,1 -&-C2 20 

で定義される直角二等辺三角形△2を考えるこの Pは3点集合上の確率密度関数族（混

合型分布族）をパラメトライズする双対平坦多様体を定める．対応するトーリックシンプ

レクティック多様体はCP2であり， Guilleminポテンシャル

cpp(~) = 6 log6 + 6 log6 + (1-6 -6) log(l -6 -6) 

から定まる Kahler計量は Fubini-Study計量であるこのとき，

Hess(cpp) =(〗む T),
となり，ダイバージェンス D:P0 X P゚ →良は

＆も 1 -＆ -＆ 
D(~IIO = 6 log¾-+ 6 log 7t" + (1 -6 -6) log 

く1 <2 1 -G -名

となる． Pの面 Fとして 8＋も＝ 1で定義されるものをとる． Fの逆像 MF=μ―l(F) 

はC戸の斉次座標 [z1:砂： Z3]において硲＝ 0で定義され， Fubini-Study計量を入れた

cplとKahler多様体として同型である．このとき，

＆ 1ーも
lim lim D< ||()=fa log¾-+ (1-6) log 
名＋約→1も十む→1 ら 1 -fi 

となるこの極限値は MFのFubini-Study計量に対するダイバージェンスに他ならない．

次に，任意の正の実数vに対してf= (a, b) E P0から初速度(v,v)で伸びる (vflat)＊斗則

地線は終点（極限） （a b) a+b'a+b =: (ry', 1 -ry') E F0をもち，そこで F（の MFにおける像）

に直交することがわかるこのとき，

D似(ry',1-ry')ll(a, b)) = -log(a + b) 

となるまた，（f/,1 -rJ) E F0に対して

恥 ((rJ,1 -rJ)ll(rJ', 1 -ry')) = rylog ~ + (1-ry) log~+ log(a + b), 
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1 -'T/ 
D~((TJ, 1 -rJ) 11 (a, b)) = rJ log !l + (1 -rJ) log 

a b' 

となることがわかり， Pythagorasの定理

D~((TJ, 1-TJ)ll(a, b))＝恥((TJ,1-rJ)ll(rJ', 1-TJ1)) + D~((TJ', 1-TJ')ll(a, b)) 

の成立が確認できる．

7 補足：有限集合上の確率密度関数族との関係

6節で考えた直角二等辺三角形△2は次のようにして 3点集合 [3]= {1, 2, 3}上の確率

密度関数全体P([3])と同一視できる

△2 3 (＝ （ふ，む）→ ［灰：｛［口;:ーも一E,l E P([3]). 
より一般に，正の整数nに対して

ぷ：＝ {~ = (6,...,~) E股nI O :::'.: ~k (k = l,..., n),苫＆さ 1}
で定義される単体はn+l点集合上の確率分布族全体P([n+ 1])と対応する． P([n+ 1]) 

へのこのパラメータ付けは混合型分布族とよばれる分布族の一種で自然に双対平坦構造

を持つことが知られている一方，ぷはn次元射影空間CPnへの標準的トーリック作用

に関する Delzant多面体でもあるこれは， C圧がP([n+ 1]）（の定める双対平坦多様体）

のtorificationであることを意味する．ただし， Kahler計量は Fubini-Study計量を考え

ており，対応するシンプレクティックポテンシャルは Guilleminポテンシャルであるそ

こで，より一般の Delzant多面休が有限集合J:::の混合型分布族を定め，対応するトーリッ

ク多様休がその torificationとなりうるか，という問いを考えてみる． 3節のように Pが

町上の連立線形不等式

仰(・)=〈v(i),•〉＋灼） 2 0 (i = 1,..., N) 

により定義されているとする．~ E pに対して PE:[N]→[O, 1]を

PE(i) := 
仰（~)

江JN=1 ル）（~)

により定義する．次が上述の問いに対する答えを与える

定理 7.1([3]). {p孔）｝EEPがN点集合 [N]上の混合型分布族を定め， Pに対応するトー
N 

リック Kahler多様体M がそのtorificationになるための必要十分条件は〉：仰(・)が定
i=l 

数凋数となることであり，これは
N 

区刀＝0
i=l 

(1) 
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と同値である

条件（1)のトーリック幾何的な意味付けは現状では不明である
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