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固 体 物 理 第 5 回

舶 aTeen 函数

中 島 貞 夫

多体系における熱力学的ポテンシ′アルBの他に､種々の物理量の平均値を知る

二 二 :I-:I二二二三 三 二 手 一宇 享 ‥∴誉 二二

♂

∂ア ー∂ア
→心電手堅の物理敦は

∑∑
50/
Nc17rif′浸rr')もU,(7,7)y,iP)

1:''j形をしている8 f:C ･-- .n てユmber coefficient.
これ らの物理量の統計平和 ま.-電子密皮行列<厨 vb/研>がわかればよいO
? 電 子塾の物理量の場合は,2電子密度行列くす十少+押 > が知られればよいO

.たた物理巌の時間的か争らぎは､異をる時刻のopt3raもorの積の平均値より知

,1:され るO

､ここ:L事を一般化 して,Cireen 函数の概念に到るO

二一日 複素時間 と_}'~～-′■■ヽ-■■ヽ.■■-′ヽ■′■ヽ./̀■_′■ヽJ■ヽJ･スペク トル函数
-Lr

7･,熱平衡系を考え,具体的に電子系のfieユd･operaもor 亀 (I) の-イゼン

･;:]レグ表示は.

･,--17,-:≡一二:i-----:--一･∴ - :.●

持閥的ゆらぎも含めた 1電子密度行列を定義するQ
■一←･′

g､(1･2)-く 鴎 (72,も2)㌔ (ち,七1)ラ
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固体物理LI

9>(i･2)… <車 (71･tl)+q+2(72･も2)> ･ (413)

1~
ここで∴p-馬手 , LU=臥 誹 として.く>は G i b b s の統計平均であるO

<Q>…等 ie紳 W )Qi･ e一GB-Tr f e - P Y i .･ _(4･4)

次 に 95;(1,2)紘.時批 っいては差の函数､すを わ も ( +U 1 -も2)の函数である執

事 が 示 せ るo-

5 , ( 1.2)=TTfeP'B司 e師 1%l(71'e才 も I ek L 't勧 eiFT{t･2}

=等{e酪 - 紳 一七2) (4･5)1461(I-1)e顔 … )鵜 2))･

したがっ て､ gS(1･2) の時耶 関するFuTurier 変換は.

gS(71,72:七1-も2)-壬;轟 き(71,;2･:W)e二去吋 も2) (4･6)

ここで. ni1はエネルギ-の次元であるo

実数時間を複素数に拡張するo e透 LuiLkる鰍 において. 七二-/ihP.と純 虚数

にするとe-βXを るBolもzITla-rln fac七orが 出て(るO また これ まで通 銅 屯実

数では波動函数の時間依存を表わす項にをるO この様に時間を複素平面におい

て考えると.義子力学と統計力学のいずれにも使える公式が得られ るC,
i=さ

この事によって3) と9く の関係が直ちに導かれ る｡

+q(Tか ihβ)-eP,X%(言も)e- 壁
､ニ

(4･7)

5'(710261,72:t1-も2王TlP)-Tr{eP(B'i')ePLy軌(71,もl)e~β解 ,励

二等首e舶 W )4+(2)斬I‖

-3く ol62(ri,r2.･七1二t,2).
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中 島貞雄

これをFourier 変換すれ ば, (4･6)よ り､

9>0102(蒜1,72;α)-eβa'9<qlq261,72:a'). (4.9)

スペク トル関数を定義する｡

=(.1･2)… 5>(1･2)+5<(1･2)

= く 桝1)4,+t2)+㌔ (2)帆 )>.

一T(1,'2)のFouTier 変換を I(1･2;a))とすれば

工6102(1,2:W):-3云02(Tl,r2;W)･峯1<i(71,72サ
ー一一･･.-

I

-(epw･瓦)樗 訴 ,72:a).

･ミベク トル関数が既知であれ ば逆に,

(4･10)

(4･11)

痘 2(fl/r2:W)-摘 IUユ02(1･2;a)I (elecもronに関した豊 )
(4･12)

9三g2(71･72.･60)-(- ftw｡IolO2(1･2‥W)･
二二で f再はFermi分布函数O

f(I(il)-
1

ePa'+1

(holeK関した量 )

(4.13)

雄 スペク トル関数 Io102(rl･r2:W) の性質を調べ ようO

二r) Sum rule

叫ト -ヾ■ → --I

農 wBLg L ㌔ 102(rl ,r2 :(A)== 8g,02 6(rr r Z)･
27EJ.n
･-･-:> ~一■･

〔 証 明 〕 左 辺二 ㌔102(r三･t l ;r2 tl)

- く%1(rl･tl)鳴2T(r2,も1)+吃 (rL,,叫 炉 1,七l)嘉
l
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固体物理

= く Solq28(rl-r2)> = 801028(rl-r2)･

ここで､ equal一七imean七icommutaもor が用いられたO

2) a)を固定すると､

工芸02Fl,r2;a)-Ig20,(r2Irl;{O)～
-･-･･J> ･一一■ →

ここで勘はheTmiもe-conjugate であるt,
~.･･◆

スペク トル関数のr,も表示で.

I等ト 2)-<琳銅 ,i7Ji)+{li)桝2)>- I(2.1)

をFourier一変換すれば,上の関係が得 られ る¢

(i4･15)

a ==:どコ

cdを固定すれば IuIU2(rl,r2;a') はエル ミー ト行列であるか ら.適当を基底 を

え らんで対角化 出来 るo 薗有値を 頼 頑 とすれ ば､

･ql02(71Ir2;a)-菅●㌔軌 (rl,Ul:捕 (72･rg2;む)I (4･16)

-~~~~~~■> 一-･････>

(4･12),(4･13)常 よわ.g千g> 把つや､ても同様に対角化できる｡ 対角化が 簡

単に可能を場合は.熟平衡系が. 七ranslaもional sym etry (jelliu皿

model)であ り､ isoもropic.illSPin space (spin一〇rbit coupling
--1■ I---I

を無視する場合 )であるときで. gS や Iは･ (rr r2)と801,C2に qep印dす

るo

5弓 1･2)-海 曹/_--_Awj (P;W# 'fli 2'M"もlJu2''

≧ .→

鮎 W)はマ寸 リックスではを2(wac_ 数であるO (… )′

〔4･1功 ,_[4･13]･1に対応 して､

5 千言;a')-f購 6:Q'). (言,a'の electronを記述す る)(4.18)

巧 言;W)-(卜 f(a))I(p;α)I(P,Wのholeを記述する)(4:19)
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中島貞夫

(4.14)に対応 して､ Sun ruleは.

/∞ 叫q∞j虹I(p:a')-1･
27rh

b) 自由電子モデルの場合

ノ､ミル トエ アyは､ 消滅 ･生成演算子を用 いて

一一･-きき亘 一一: =-::=圭 一:･:.

消滅 ･生成演算子のハイゼソベルグ表示は,

%o恥 e紳 ㌔ 詔 L't

･':.の演算子に対する運動方程式 は,

三 三 二 二三 ㌦ i_::言-:･-二号=--I-I_=T-:
∂私 用

A

二九を初期条件奪g(0極 貧 Oの下で解 くと､

研 -㌔o e･廉 も,ap･ge組
したがって,

9雪盲:もエーも2)-< 8品(七2)矩 (七1)->
.i

- - 轟 > e-嘉 納 二七2)

-<吋 e# p(-61-も2)

g>(i;も1-i,2)-i(i-･吋 )F;鯨 も一七21

1-6.Itl～七2)={妄ep(t4,-,t2)
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薗体物理

時問に鏑してFeuri岳r変換をすれば

=6･･W)- / - dt e 一彦 spte嘉か七- 2打b S(a-b )I.._.∞

相互作用が希い.場合.この様にスペク トルは

a'=も の所で鋭いQ

C)熱力学ポテンVヤルの計算

スぺク ト.)レ関数が既知怒 らは原理的には..a

を求めることができる｡例えば電子系で､相

Ji＼

好 ;a,)

(4.28)

･-〉a )

8･p (Fig･l)
-一トー1■

互作用が2体力の場合､すをわも∫ポチソシアル二がV(rl-_T2)のときは,

Lkinも-‡∑∑Nd7 a-r4,雇 JJJ)dtf)克irJ)QGJ(rJ舶 r)II(14･29)L･00/
相互倖用Ⅴを新たに ]Ⅴ と置きかえ､')が 0か ら1まで変 りうるとする｡＼

相互作用係数が )における全人 ミル トニアン は.

HlnUo+スdirlも･

議,O-誉fdf離 (-憲▽2-廟 (r,A

また熱力学ポチソシアルは.

e∴PPd=Trl･e一勲L'C･+堵 n七)i_[

(4130)

(4･30

(4･32)

上式の両辺を )について微分をして 1を乗ずると.

i許 雪 (弓P(恥 Jo十iLuinも)堆 1も)-く ILHirlも>

-衰 5,〟drdrJ坤 叶 く蜘 毒 (ru佃 ′柳 >･(4.33)

一方運動方程式,
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中馬貞雄

ih蓑 %(r:i)-ト 芸 ▽ 2--/･蟻 (I;i)
∵与 --I L?

+∑fdrllv(r-r')帝 (rJ:t)#o(rJ;七)価 ;ち) (4･34)uJ

I:,･AI-･滴 辺鴨 方からd(r用 をかけ{.統計平均を行い.次に唇 ′drの操作を
~~~>

して, (4･33)を用いれば

遭 -言言付 <Qo+(r;ち)lih前 1意 ▽ 2+p蟻 (I:i),I
→ ⊥ __ ∂

∂JZ

(4･35)

-音誉fdrlim 〔i甑 +憲 ▽ 2+il揉 T;(7･七;7,,も′)･
1 -や ∂

T - TゝJ
血管

7

1
r
-P

f

r

dhハノ∑
b

l

二2ニ
㌔一一

ここで (4･17)を用いてき忘 のFourier 変換を代入すれば

一一隼 :--憲 ･1-㌔ ∴ ‥---･

∴つ両辺を 1でわって､積分すると, (4vl8)を用いて,

A9- 9- -fol誓 書息品 rLW-p" 航 L-pT:(L,). (4･36)

:;.J は A- 0の場合 (す葱わも自由電子系 )の熱力学ポチソシアルであるO他

藩も力学義はBよりすべてわかるが､ここの }妃ついての積分は一般には困難

･7品 る Q

n Cireerl函数
/Lヽ JLヽ一一ヽ_′■ヽ-′ヽ.■一一′ヽ-■■ヽノ■■.′-I-■ヽ■-ヽ■

hJ-:;-3> を一つにまとめて,Green 函数を定義するOそし:

損壊合､複素時間の経路を指定しておく必要があるO

上す経路 C3上の時間の順序づけを行うo 七とi を出撃点,

b を終点とすると･ 甘ともの蘭序は官の方がt･よ り

封荒に近いときも> 七′と定義する｡

-422- 八 ･･七b



＼

固体物理

また､ 七は もJよ り未来であ り. tJは七よ り過去である という｡

次に順序関係を示す函数を定義するo

e(t･一七′)-1. (七>j)

- O｡ (七く七)r

de(ち-ゼ)
dt
-壁もーも′)や

以後簡単のため.Qgl(rl･ful)戒62･七2)-… ,?+I2)をどと略記するO
ここでWickのT- 記号を導入するn

T 〔机 沖+(21] ≡

--I--･'
-
･

-し

桝1津+i,2いも1>毎 .
-少+(2)机ト も1㍍ も2 .

(4･37)

(4･38)

(4･39)

これか らしばらく経路は次の様にとって.統計力学的を取 扱いをするQ
七=O

iiiiiiiii

u

(F土g･3)

ち--iZlP

七=-ihuとして Qく u<β (4･40)

この経路にそって一斗電子GrNeen 函数を定義するo

a(1･2)-- -<T机 )4r+(2)〕> (4･4汀

- -8(七1-も2)<両 津･+(2臣 十0(もーも)<〆て2潮 封>.

ニー8(もーも2)g>(1･2)+e(t･2.一七が <(1I2)･

Gはふたつの branCbをもつが,何らかの方法で且が求まれ ば､解析接続 をす

ることにより, 9モ 9> は知ることができるO

次にCiについての性質を諌ぺてみるo

1) (.4･41)によ りG(1･2)の時間依存は(も-も2)のみで

あることがわかる¢

2) 鋸 ま経路 Gにおいて､反周期性(arltiperiodiciもy~)

を有するO

-42古一一

(F土g･4)

-t･-j野

==ンi王事



中島貞夫

時間傾序の定義(C上での経路の方向)に注意すれ ば

o>もーも>ihP:CK1,2)-3<(-.･･;tr も2)･

-i即 >七1- t2-i即 >0 :q-;七1-も2-i即 )-一g>(･･:也-tc王 bP)

- -､ダ≒ -･;七1-も2).

ここで (4･8)の性質を用いた幻 これ らより､

ロト ･;ち-ihβ)ニーCK--:ち)･ (反周期性 )

招el.L即 < 七<-iTlPにおいて. nJをFotlrier 級数に展開するo
～ .i

q-･ ･･-;ち)I- l∑ ∞γleXP C2wiC首義 ]･

ここで､ (4･42)の･反周期性を用いれ ば､

e-WiZ== -1 ･ 9-2Tl+1.･

(4･42)

(4･43)

(4･44)

竜数 エ ネル ギ-変換.

iSn-一等 (n 弓 )･ n-0,±1,±2,--･･･ (4･45)

･:導入すると, ( 4 ･43)は 展開係数 γ E を新たに､ G(- I-;lErl)として､

G{--･;ち,I--i惹 ∞ q･････;len,be-i'i机

妻薫時間を,Fourier逆 変換 に よっ て

q･･･-:isn'･-去 Ii宗 pdT,q--:ち)e紬 も

く.周期性によ り

ニ-亙r inPd七g>(-･-;ち)e鼻(ien)Tu
l

-424-
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固体物理

ニー孟fIk品 5'''･････;可㌃ iW dもe壷'ien叫 も

el卑lP=einl=-1と 〔4･13]を用いれ ば､

-Jだ 叢 卜瑚 )I(･････:a)
-e弓軋 1

len-V

1
卜 f(a)= eT声Tr を代入すると.次の GTeen

q(･････:len)-f･wA ib i)
-∞ r2W甘 iEn-a)

函数のスペク トル表示をうるO

(4･48)

虚数羊ネル.ギーを..∵般の複素エネルギーに拡張して､ ierl-E と置換するo

a(･････.･iP)-ノ00 加
--- 2TrTl

(Cauchy integral)･(4･49)

(4･49)紘 (4･48)の後索エネルギー面への解析接続IjCL.をっているO

すをわも. (4･49)は{･が純虚数の {--1En をる鰍唄系列の点で (J4･48)に-

致し.そしてImに)>0 である解析函数を完成し,

Im(()<{J で一般に他の解析函数を定義するG

Ci(･･-I.I) や 上半面と､下半面から､それぞれ実軸

に近づ く場合に不連続に怒るo

cK･･:･･-;以十iO†)-G(--:W-iO+) (4･50)

-,-/3m 藷 (--:Ⅹ)〔
1

_ _.r l
a?+iOL-Ⅹ a1-iO十二Ⅹ

-f= 品 I(i.･･･;Ⅹ)ト2- -'--)]
I

-一志I(･･･.･:W)･

a(･････;ど)よ り､これによって､スペク トル鵠数が計算出来 る｡
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中島貞雄

a) 自由電子と相互作用がある場合のCireen 函数r･叫一′ヽ■′叫.■■ヽ■ヽ_l■一′ヽ.′ヽ■■… ノヽヽヽ′ヽ■■ヽ′ヽJ■■′■■′ヽノ■ヽJ■■′■ヽノヽ■′ヽJ'ヽJ■ヽノ■-′ヽ■ヽ■′■}{ヽ′ヽJ■ヽ′ヽ■■ヽ

自由電子のスペク トル関係は(4･28)より, I(筑W)-2栂 8(也-eri)I

(̂9.49)より.ただちに､

-: E!
G(p･')=『 (4･51)

早

-1r
次の様に+o(T.ち)に対する量子論の方程式を用いて.CiTeen 函数に舶する､

遅劫方程式をたててもよい｡

ihii1-A(7･七)- 〔意 ▽2-p摘(封 )･ (4･52)
(自由電子のSchradingereq･)

上記の方程式を満す鶴(rl't)に対するGreen 函数を(4･41)の様に定義し,

,黒てこれを､ Itlについて微分すると､ e胡数の徽分は､

+
-jK∂(七1-も2)<中也刷2)+4･+(2刷 1)ラ

--ihSolq28(亙-t2)8庁1-72)喜 一i郎 (1･2)･

i.-たがって且(iy2)に対する方程式は. (4･42)を用いて.

∂h2
〔in花 + ･2TG▽2+ ′掴 (1･2)--h8(1･ 2)I

(4･53)

(4･5.3)

J再n isoもopicとtranslaもiorlalinvaTianceを考慮して上式をF〇urier

,,芸妓すれ ば､

〔iFr了 e∂C将:len)=1･

こで 紺 二 号 莞孟
e弓担 erjt離 .46)を掛 たO

fノたがってGreen 函数は.

a(p:eIl)-
len-ep

- 1

I 堤(p;:)=rT ･p

(4･54)

(4･55)



をお ､ (4･53)より, ∂用 の時間依存性は反周

期性を考えに入れると.Fig.6 の様にをるO

次に2体相互作用がある場合.上同様のいわ ihP

ゆる運動方程式の方法で謝ぺると.Green

函数に対する方程式は,

固体物理

-iaβ

lih謹+芸 V,2.p,q l ･2)ニーihS(i･2) (Fig･6)

.+f鴎(-1)V(i･3)く T&+(3棚 卸 (1)d72)〕> ･ (4･56)

上式の右辺第2項は. 2電子Green 函数であ り､ このように 1電子GTeen

函数を定める方程式 申托2電子Green 函数が現われ.以下同様托して. この

方程式は無限系列ををすO これを近似的に取扱 うときは､有限の ところで

decoupleする0 2電子(keen 函数を 1電子紅factorizeすれ ば､ これ は
すでに土王arもrecや .払r七I.ee-Fock 近似として､知られているものであるQ

LかLdecoupling は一般には数学的にも物理的にも何を意味 しているか不

明瞭である｡

したがって､相互作,qiのある場合ゐG-reeIコ函数 る求めるには､相互作用の巾に

よる摂動展開が堅実を道であるO

§5 摂動展開

熱平衡にあるマイクロを体系でおこる非可革過程 (外部か ら何 らかの
I

di.S七urbanceを与えたとき生ずるdissipaもivephenomena)は熱平衡に

おけるflucもuaもionと同等であるo これ は. fluc七uaもion-dissipation

三警 :m̂ 誓 ?.L誓 讐 警 三㌢欝君
る実験時問を･虚数時間におきかえ

る革によって得られる､量子力学的 e-宮村Uと､統計力学的を e-Pdとの同等
性にぼかをら貴いO

a)療劫展開と広一オペ レーター



中島貞雄

時間を複素平面において考える0 ､

- ミル トニアンを､

LH-Wo+LJUI

Lki:interadtion

i,Tliについての巾展開を行 うo

(5･1)

T3が実数の場合は量子力学の摂動展開で.虚数の場合は統計力学の展開に相当

手るo

まず､次の様をオペ L/一夕-Ltも)を定義するO

-卓 二: _-1き-~=

時闇徴分をとると.

瀬 十 L̀,i'e僻 ニー宜 行 軌 も汗 e一紳
JI,)に対する運動方程式は､これ より.

第 -I喜k,l{-u'L鮎 舶 -ebklJ'otLkieqを射

･,:(;'=､新たをオペレーターUを定義するo

L(t･)-TJ(七:七a)i(ち)･

]Yこ対する運動方程式は､ (5･4) よlj,,

∂tR:ち;もaj
∂七

1

-一意 を摘 O(ち:ih)

｢.れを,､次の初期条件の下で積分方程式に変換するo

tWa:-ba)- 1･ (初期条件 )
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∂Ltも)lL- ■
∂七

(5･2)

(5･3)

(5･4)

(畠.;'6)

(5･7)

(5･8)



U't;七a)-- 絹 d七lHl'tl)恥 :;七a)･(複素積分 )
(5･蔓) を ib-eraもion によって解 くと.

固体物理

(5′･9)

･l Sも ｡rder :Ul(七;七a)-一書 ffidもlLUl(tl)･

2nd Order :U2(i;七a)-(-吉'2/ttadも1Ja dも21'1(七1'LkKも2)･

r-th.order .:.Un(i;ta)-(二妄)i⊥か 七lfatldも2 ･･-･

ft-:n--1d七nLXl(七l)LLri(七2)-･･･LEl(七n)･
(5･10)

これ らによって.

〔町†遠謹oTJn(-b:七a)･ ただしUb-1･
(5･五O)を対称的樗表わすO

(5･ユ1)

U(ち;ta)-(ポ 唐 七1･.･･Ji.tJ bnO(七十も1,6(t1-も2)･-a(む もn)×

×Lui(七1jJUl(七2)･･-dl(七n)～

Dyson のP- 記号を用いれ ば

-ut't:ta) 請 い 去,nfttad t i-･.ffadもn P 的 ,榊 2,･･･dl(td l, I (5･12 )

p- 記号は時間の慣序 にそ らぺか冬るオペ レーターであ り,

p〔Al(tl)･･･Ad(七n)〕-きβ(七rl膏lc)8(転了もT3)…触 ; tTn)×

×Arュ(寺1)Ar2(k2)-･･Arn(trrl).
(5･13)

｢429-



車島貞雄

∑はn! 個のあらゆ る置換(112r2'::･Tn沌 ついての和であるO (5113)P

(Fig･1) 寓で tb に 近い時間を もつものをよ Q)左に. オペ レーターをを らぺ

ることに怒るO

-般にuUl用の内には中旬 桐 の対の形で field operatorが入ってくるので,

p- 記号をWLickのTr 記号 にかえてもよい｡

U(㌔:七a)I-T終ト

{I,tI≡ exp ト去瑠 姐 御 )〕蔓謹 仁喜,n/tLP̂tb･･/ttabdtl･･･dtnXl'tl)-N相
も=0 (5･14)

積分路 としてFig12 の様を ものをえ らぶo

ta=0･ tb=-i即 ･

(Plig･2) 七二=irlj9 L(i)の定義よ り, Lto)- 1とを る｡

する と､Boltz皿anrユfacもorは､ [5･2],[5･6]Lよ り

七二二一土hβ とすることによって,

e-PLU二二e一弼 町 ihP:O)-e-PUoT幻 .

6;-expトを亮瑠 紬 1'l用〕

熱力学ポテンL'アル lD'の展開はこれ よりただちに.

e弓船…Trie薄雪-Trfe一都 で緋!･

さらに.相互作周が■貴い場 合の 動に対す る.

e一触 -Trfe一･W oi

(5･且5)

(5･16)

(5･17)

(5･18)

また,'相互作用の杏い系 (温度 ●T,化学ポチソシアル :p )での統計平均を､
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固体物理

くQ> o…

を用いれ ば､ (5-17)紘.

; 塵 =e一掬 <Tl&=･〕>oノヽ

b) 1電子GTeen 函数の摂動展開

tKも;･(,a)の満す微分方程式 (5･7)よ りノ

芸 〔U(ち;taHrl(i,:ta)〕--iL射 岬 :ta)trl(i,;七a)･
1

これを初期集配 tW ;も･)U(七Z;tall-i'･

の車で､ (5･7) の解を履いて, と(と. 七> tJとして,

U(七;ta､U｢七′;ta )-Tle壷 一意{;GLHl(射 d七1)〕 ･

次に電子のf土eldoperatorに対する相互作用表示は,

g･o(i:･七)…eを射 ,Fro(i-,e,瀦 t.

Heisenberg 表示 との関係は,

- 醐 e-顔L'o+-&',吊解 ;ち)… e凄掛 榊 -

-r l旧ek射 癖 顔 七Lrn)-班 )wu(;;ち)L帽

-,

-U~ 1(ち;Olgu･6(I:ち)串 ;0)

以上のことを用いでGreen 函数の展開を求めるo

Q･(i,2)- -く せ 師 i)折 2)]>であるから, Itl> 七2 の場合.
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車馬貞雄

e-KLL'O+̀ul)机 )㌔ (21

= e一一PL'ou(-ihβ;0)Tr l(七1;0)m )恥 ;0)uhユ(七2;0)摘 昭 2;0)I

-e-PLl'ocTlexp(一妄/t言 hPLdlts)ds)〕)的 (Tlejd 一意/tfl棚 dd)〕)×

･iU+(2)(Tlexか 妄亮も2LU(Sn)ds")〕)･

時間の燭序にoperaもorが怒らんでいるから.Tをまとめて､

･7/

- e･｢~里 leIか 孟/TuTβ鵬 ds)F{i'exp(-lg/tflLHl(SJ)d卵 +'2'×

･exp仁志/otZdl(伽 Sう･ I

範 S朕 は､〆 中の形で 再 三入っているので､T記号のもとではW,g,+ と可換であ

りや上式は

･-e~弼 Tle頭 一志jot~聯 舶 ds)紬 摘 ･
=e一鏑 T臓 打1)折 2月 .

七<七2の場合も同様を'=して､

e一郎 訴 帥 1)- e-鋪 T は 折 2漸 1･D.

したがって､これらより,

a-(1,2)…一一
Tiie--PLlfT帥 〆 (2)]i

Trfe-P U i

TrLe-3ILl{oT〔細 1新 2))i

e｣朝 <T〔G〕>o
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固体物理

ql12)ニー

すなわち.

<甘露 紬 Fti)〕>｡
<T幽> o

C)2体相互作用での電子の(東･een 函数

(1電子Ck.rleen函数(5･27)

自由電子モデルに2体力相互作用を摂動として入れるo

LuO-∑′d7%+前 〔二憲▽ 2-柏 鉦L7 (5･28)

LH1-号書きNd7d77雇 言 っ舶 扉(rつ炉 柳 ･ (5･29)

v(I-r′): 2体柏互作用ポテソシヤ 輿

また, field｡pe/raもorを､ a,a(7僻 e紳 癌 e-#'ot-癖 eaS f-1pt'と表わすC.

=_ _=_≡

了 ~-1T=-,'L~

相互作用ノ､ミル トニ アン を相互作用表示にするo

Lul澗…eを射 Lhi{ 泰射

｡妄言雪肌7d7'V(7JJ)琉r:i)?Ef(rJ･'tFoJ(r′;七郎 r ;七日 5･30)

したがってGv,-オペ レ-チ-は､

el-expl一志才一 坪dも榊 も

-exp上意 NdkdytKx-顔 +&)F加 押 掛 (5･31)

ここで簡単のために.
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中島貞雄

･-(r:七両 ,fdx =-=∑fdG/0-チタdt,O

==iコ⊆=
,t耳Ⅹ-東軍V(I-rJ)8(ち-tJ)

と略記するか

T-記号内で (5･31)紘,

ら-expト去 〝dxdyU(I-顔,TA瑚 痴 町 〕

と書けるか ら,

(5.27)の分子に対する表示は､

工 I一,二:I)三二一-.=-_ll享ぎ･:I._.:.q甘./)･I:_I..

慈 意 ← 潜 ipd- 1･････dxlldynU(xl-Yi,･∴-鞭n-‰)冗

xく叩 +(LJ)晦 好事が rbT1)晦 1)････q+(Yn)釈3.fTi)〕> 0 (5.32)

上式だ)<T--･･･> O の計算にはWickの定理が使われるrJ_

その方法は.<T･--> O を<F+jgr> O の横に因数分解するもので.証明は

Abr最こOSOV や阿部竜蔵の教科書を参照されたいQ注意を要す ることは, こ(,_n

方法で､Fermion やBoson をどのOPera七orの交換関係がいずれも,次の,

(〕- 数条件を蒲していることを,使っているo

紬 ,F.ib"+こ二C_敬 ; 摘 ,p+(xj)〕:=C-数･

たとえば金属車の原子がloc･alj_zednaETleもicユニOmenも をもっていて.そ
I--L,

のスピンrJPeratoTS が伝導電子と.S･首をる相互作用をする場合.ス ピン

operaもorの交換娼係が･ 〔si,Sj〕-iSkであ t).Wickの定理を直接射 ､る
ことは出来をい¢
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因数分解の方法は`次の公式を用いる｡

<TlF'(fl)約 1)F'(f2)町野2)-･･･F'(ち)gtqn)〕>｡

埼練物:哩

-∑ (il)<Tlw+(El)壁qrl)〕>0くTlF+(f2)W(n;r2jj>o･････
(三1'::･芸n)

･-･<TlF+(fn)軌 n)>o･ (5133)

総和は.すべ ての置換紅絹してと り.ノ
王
＼

偶置換 +1 をそれぞれ与える¢

奇置換 -1､.

例えば､

<TlF+(El)g(り1)gf+(E2)轍 2)〕>OI

- くTlw+(fl)軌 )]> o< Tlgfi7(52)g･(72.)〕>0

-く TlF+(fl)和 2)〕>OくTlFif2)gJ･(符1)〕>0I

一般の場合置換の符号が問題に怒るO

次の的か らもわかるように,置換は cycle,さらに互換- と分解で きるO

ニヽ
tノ
5

3

4

5

等U
.4

2

｢⊥

1

2
′し

(i2)(3 4 5 )- ( i 2) ( 3 4 ) ( 3 5 ).
拝-2 メタ=3

今lくさ::::::;-nn)輿 個如 ycle の韻に分解 された とし- その各々のCyC,le
の良きを 卑 隼 ･-;帰 すれば､ 芝生〒n であるO
次に良 さ. pk の cycle は (塩-i)個の互換の積で書 けるQ

l個の互換に対 して(5･33)よ り(-1)の符号が出るか ら. この置換に対して

紘,

(-1)(pl-1)I(- 1)十･･･'(- 1)亘 -1)Epk+ I(-1)n巨 互)i

陀よって符号が定 まる0
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したはって､置換 Pに対する. rJyCle の数を )とすれば. C5･33]は.

くTlF'(El)如 1)-∴F'(柑吹%)〕>.

-(-1)n夢(招 くTlF+(fl)軌 1)〕>O･････瑠 lF+(ら)鴨 )i>o･(5･34)

上式の分解で因数に現われ ているものは､ 自由電子のQ･reen 函数 do)である｡

C}(o)(甲'f)-T=- ･叩+(f酌 )〕>()

E3jo)は既知であるか ら原理的に.rJ(i,2)は求めることができるO

cl) Fey皿ann diagram
′… -_-ヽ..ヽ■_′ヽ.′仙 ′ヽヽ ■ヽ-ヽノ■■′ヽ_ハヽノヽヽ′ヽ ■ -ヽ′

(5･35)

(5,32)の式で第n次項,D部分､

くT〔W十毎柑 g乍Ⅹユ)時 津 も抄(yl)･････gr+(yn)砲 〕>O

であるが､ これの園数分解を公式 (5･33)に従って求めると,項の数は (2rl+1)!

l･',I;,'fる｡ 次数が上ればこの数は莫大に怒る招 そこで各項にグラフを対応させて

見通しをよくする9

1l-0の場合 く TlQ+(I,)軸部さ｡-do毎 ,跡

この項には次の様を､-電子をk'で Creaもeして､ Ⅹでanihi-

1atqする意味を示す図を対応させ るa

(Fig･3)

Ⅹ Ⅹ′

n-1･の場合 U(Ⅹ1-yl)くTrLgTbJ)相 野+(x路 頭 晦 )釈頭〕>｡

この項はxlとyl との問での相互作用を含むC,

項の数は (2+1)!･-6であ り.それぞれに対するグラフは､
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T yl･

～

むきxl
(

璽 璽 璽

Ⅹ Ⅹl X' Ⅹ yl X!

a) b)

Ⅹ xl ､yl g
-I-･fL:-三二 二.三÷ =1-:

C十 ト ー- 一一÷･--･一･･,

二言= 主ヰ Ⅹ 3t X Xl

Ⅹ yld)n X' e) で)

(Fig･‥4)

常に Xlでは実線が出発し､ Ⅹでは実線が入 るが..その他の点では入るものと

出るもの,また相互作用を表わす波線がある｡

線についての名称は次のとお りです｡

- 一 .:電子線 (electron line) -- -- r-: inte三･aCもionユine･

㌃ †∵ ｢ ;電子外線 (externalhne) T

蒜 ｢ー -I-¢ Ⅹj:電子内線 (internalline)
グラフより対応する展開項を求めるQ

Wickの庚理の符号定数をしらぺる｡

x!よりⅩに電子線のみでつらをっているのは.-つのCyCle に対応するので､

(十1)が出てくるO さらに. close亘elecもron lineloop の数を9億 と-

すれば､これ もまたcycle に相当するので (-1)lがつ くo
n次の項は 2n+1億あせ オペ レータをふくむので､

(-1)ql+王ト1)卜i)lニト1プ.

がWickの定理にいう符号也をきめる代 あるグラフの寄与をもとめるEJrL.は､電

子線にCTtO).相互作用線にはUを対応させて積をと り内点について積分す る公

たとえばa) 把対する項を求めると､

卜 1激 dxldylU'･xl" ,蛸 xl｡'xA/o''xl,XWTf?''Yl,yl)
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時間座標の-致 したG･reen 函数の定義は､ opraもoT の順序を考えて

citO)(yl,yl)… lim q(o転 ,y2)
も>七l
t21 も1

(5136)

a),b),C),a), の様にあらゆる部分が結びついているグラフをconnecもed

graph,e),f) の様を ものをdisconnected と言 うO

以下で示すように､disconne)ctedgraphは,a(I.xf.) において.その帰与

は分母にある,くT餌 >Oとcancelするので考えを,くともよいO

すなわち.次の公式を得る｡ (5-3号)の分母をとって,

a(Ⅹ,幻 -一点7〔如txj纏 ,)〕>｡C. (5･37)

C:oc)nnecもedgraph 把:ついての和C,

〔証明〕 分子の沃Ⅹ;x!)か <T匡咽 F+(xJ)〕>｡にこっいて調べるO
あらゆるプラ_7はFig.5 の様を電子外線と連結した co血 ected_partFc

と連結してをいdisconnecもedparもPdとの部分

に分 けて書けるo

Fc の変数は(Lrhyl,･･･････,:;trn,yh)

で､ これの G-(O)の鏡よ りの帰与をMで示すo
.__-_.i_一一一__.
叉

p｡ の変数は (Ⅹmi.1,yru+1,････････Ⅹm+p,y'm+p)で､ ⊥Y⊥ (Fig･5)

これのC-lo)の積よ りの帰与 をPで示すO (孤+P) 次のグラフに着 冒して.
㌔

百恵 仁志)m'pfdxldyl･････dxmdymdxm十叔 州･･･璃 1.Pdym.,×

×tlxl-yl)･････tlxm-ydti㌔+,一泡+1)･･.･･tKxmrpym+p)X

XM(Ⅹ,xl;xi･yl････-･Ⅹm･巧m)P(xか 1滝+1,･･････Ⅹ酎p,ym+･p)･(5･38)

(xl･････,Ⅹm)の組 と(Ⅹri*1,--,Ⅹm+p)の粗 との問 で変数の入れ換えをしても積

分は同一の帰与を与えるO (y変数の組も同様の入換えをする )
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その様を入れ換えの数 は (m≡p)-
Fc, とは完全に因数に分 解 され るO

(孤+P)王
113!P!

撮体物理

とそ り(.5･38)にかけると. I7dと

今Tg を固定して.すを わ も あ る一定の トポiyカルをグラフに定めて､次の和
を考える

議 義 f dFc-Fc･J･pi i (-去 ,PNMldql････dfp鴨 ×
える｡フで加え鳥

Xu(fl･-ql･)･････U(fp-qp)<TlF+(E抑 1)･･-gr'(fd軌 )〕>O

= Fc′<Tl盛]>o (5･39)

ここで I7d･Fcは(5.38)を因数分解 した形を示すa Fcで同等をグラブの和をFg
としたO ここで. connectedparもで,すべての トポ ロジカルに異をるグラ

フの和をとれ ば,

S:?(Ⅹ,幻 - くT〔叛 幻晦 〕>oc･<TH >

したがって､ (5･37)は証明された｡
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