
不正則数1のある種の一般型代数曲面とその標準写像

一関高専　　高橋知邦

序文

　5を複素数体C上定義されたコンパクトかつ非特異な代数曲面とする．5が標準曲面であると

は，5の標準因子頁8の定める有理写像Φ1κsl：5…→Pπ，（η：ニPg（5）－1）が像の上への双有

理写像になることである．ρg（5「）を5の幾何種数としたとき，次の不等式が成り立つ．

定理0．1（cf［4】，［7D　5が標準曲面であれば

1ζ多≧3ρ9（5）－7．

　碍＝3pg（5）－7をみたす標準曲面をCastelnuovo曲面という．このような曲面は常にその不

正則数g（5）が0になり，そのほとんどが射影直線P1上のP2束の高々有理二重点のみを持つ相

対4次超曲面の特異点極小解消として得られる．

　0を種数bの非特異完備代数曲線とする．5を0上のあるP2束の高々有理二重点のみを持

つ相対4次超曲面の特異点極小解消とすると，ほとんどの場合3は次を満たす．

1ζ』＝：3ρg（5）十7（b－1），　　　　g（5）＝b．

さらに，ρg（5）が十分大きければ，5は標準曲面になる．

　逆に，この等式を満たす標準曲面が上記の方法で得られるか，という問題が考えられる．6＝1

の場合，今野｛9］により正しいことが証明されている．即ち，5「がK3＝3Pg（5）かつ，4（5）＝1を

みたせば，5‘はある楕円曲線上のあるP2束の高々有理二重点のみを持つ相対4次超曲面の特異

点極小解消になる．

　より正確に言うと次のようになる．5のアルバネーゼ写像∫：5→0：＝Alb（5）は楕円曲線0

上の一般ファイバーが種数3の非超楕円曲線からなるファイバー空間を与える．従って，ω5／c：＝

ωs⑧ヂω∂1とおくと，みωs／oは0上の階数3の局所自由層になる．π：W：＝P（∫・ωs／c）→C

を対応するP2束とすると，相対標準写像顕：5…→Wを得る．与えられた仮定の下で劉は正

則射であり，5’は高々有理二重点のみを持つ・さらに，τをπ・Ow（T）竺∫・ωs／oとなるトートロ

ジカル因子とすると，

Ow（5’）〔≧Ow（4T）⑧π牢det　EV
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となる．

　［13］では，楕円曲線C上の階数3の局所自由層Eに対して，それに対応するP2束π：W：＝

P（E）→0上の可逆層Ow（4τ）⑧子det　E＞（Tはπ．Ow（τ）竺Eとなるトートロジカル因子，）

の完備線形系が高々有理二重点のみを持つメンバーを含むためのEについての条件を求めること

により，まず存在を示した．

　存在が示されても，それらのすべてが標準曲面になるとは限らない．例えば，ρg（5）≦3となる

場合は明らかに5は標準曲面にはなり得ない．そこで，［13］では，標準曲面であるということにこ

だわらず，従って，Pg（5）≦3となる場合も含めて存在について考え，存在の示されたものについ

てその標準写像を調べた．しかし，ρg（5）の値の小さいところで標準写像がどうなるか未解決の部

分が残っている．特に，Pg（5）＝4となるものについては現時点で全くわかっていない．本文の終

の方でそのことについて触れておく．

　また，Castehuovo，足利，今野によるK』＝3pg（5）－7のケースでは見られなかった現象も幾

つか見られたので，それらについても述べる．

1　準備

定理1．1（c£［14，Theorem　4．1］，19，　Proposition2．6D非特異完備代数曲面5「から種数bの非特

異完備代数曲線0への正則全射写像∫；5→0の一般ファイバーが非特異な種数g≧2の代数

曲線であるとする．さらに，∫は局所的に自明でなくかつ，相対的に極小であるとする．このとき

λ（∫）：＝五んc／deg∫・ω8／0とおくと次の不等式が成り立つ・

　　4（9－1）
　　　　　　　≦λ（∫）≦12．

　　　　9

ここに，κs／σ：＝κs－∫＊κσとする・

　また，∫の一般ファイバーが非超楕円曲線であるとき，

　　4（9－1）
　　　　　　　〈λ（∫）

　　　　9

となる．

この定理から直ちに次が得られる．

系1．2五』＝3ρg（5）かつg（5）＝1をみたす標準曲面5のアルバネーゼ写像を∫：5→0：＝

Alb（5）とする．このとき∫は楕円曲線0上の一般ファイバーが種数3の非超楕円曲線となるよ

うなファイバー空間を与える．

定理1．3（c£［9，Lemma　3．1　and　Theorem　3．2D非特異完備代数曲面5から非特異代数曲線

0への正則全射写像∫：5→0は一般ファイバーが既約かつ非特異な種数3の非超楕円曲線

であり，さらに，相対的に極小であるとする．A∈Div（0）を十分アンプルな因子とし，　E’：＝
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∫・ω5／c⑧Oc（A），　L：＝ωs／o㊦∫＊Oo（A）とおく・さらに，0上の階数3の局所自由層E’が決め

るP2束をπ：W→（ろπ．Ow（T）竺∫．ω3／cとなるトートロジカル因子をT，自然な層の準同型

∫＊、宮→Lにより与えられるC上の有理写像をψ：5㌧・・→Wと，それぞれおく．そのとき次の

不等式が成り立つ．

1ζ』≧3X（05）一←1◎（6－1）．

　等号が成り立つとき，ψは正則写像であり，ψの像5’：＝ψ（5）は特異点として高々有理二重点

のみを持つ．さらに，5’をW上の因子と見なしたとき，

　　Ow（5’）竺Ow（4欠）⑭・ホd・t（∫．ω5／σ）v

が成り立つ・ここで，（五ω5／c）〉は五ω5／cの双対Oo加群層である・

　注意．　（1）定理13の前半の主張の不等式は，堀川［8］，Reid［12］もそれぞれの方法により証明

している．また，今野自身も別証を与えている［10］．

　（2）了。ω5／σにOC（A）をテンソルしている理由は，定理L3の証明がそのことに大きく依存して

いるからである．例えば，Aが十分アンプルであれば，　Lの完備線形系の固定成分の各成分はそれ

ぞれ∫のあるファイバーに含まれる．しかし，結果がλの取り方に依らないことに注意されたい．

命題L40を種数みの非特異完備曲線，　Eを0上の階数3の局所自由層とする．また，π：W：ニ

P（E）→CをEの定めるP2束，　Tをπ．Ow（T）竺Eとなるトートロジカル因子，、D∈Div（o）

を0σ（D）…≧det　2となる因子とする．もし，　W上の完備線形系14T一π事捌が高々有理二重点

のみをもつようなメンバー5’を含めば，その特異点極小解消Sは次を満たす．

　　　κ書　　＝　　3deg　IZ十16（b－1），

　　　ρ9（5）　ニ　　（leg　Eキ3（b－1）一｛－din憲」θ「◎（C，」ヲv），

　　　璽（5）　＝　b十dim、πo（0，』ワ∨）．

証明は随伴公式と層の完全列0→ωw→Ow（ア）→ω5’→Oから容易にできる．

定理1．5（c£Atiyah［3，　Theorem　5，　The⑪rem　7　and　CoroUary，　Theorem　gl，　Oda［11，　Theorem

L2Dεぴ，∂），（ア，ば∈Z，ア〉◎）を楕円曲線C上の階数τ，次数4の直既約な局所自由層の扇型

類全体の集合とする．

（1）（r，d）＝1であれば，次数rの同種写像ψ：（フ→Cを任意に与えれば，次の全単射が存在

　　する．

　　　　｛Lo∈Pic（0）ldeg」Lo＝∂｝三）Lo←一→1ρ牢Lo∈εc（r，4）．

θ悟ker《ρとおくと，次の同型を得る．
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ψ＊ψ．Lo竺Φ写Lo・

　　　　　σ∈G

ここで，万：0→0は0上のσ∈Gによる平行移動であるとする．

（2）任意のア∈Nに対して，∬o（0，万）≠0となる君∈εσ（ア，0）が唯1つ存在する．万は

　　Ooの3μcce38‘ue　eτ彦eη8‘oηであり，5アー1、巳≡呂，　dim、日o（0，君）＝dim、π1（0，万）＝1

　　が成り立つ．さらに，m∈Zに対し，

｛Lo∈Pic（0）ldeg　Lo＝m｝∋Loト→万⑧oc．Lo∈εo（r，　rm）

は全単射である．

2　存在

　系1．2と定理1．3より，1径＝3ρg（5）かつg（5）ニ1をみたす標準曲面を分類するためには，楕円

曲線0上の階数3の局所自由層Eの定めるP2束W：＝P（E）上の完備線形系14T一π＊Dlが高々

有理二重点のみを持つようなメンバーを含むための必要十分条件をまず求めなければならない．こ

こで，T∈Div（W）はπ．Ow（T）竺Eとなるトートロジカル因子，　D∈Div（0）はOc（D）竺det　E

となる因子とする．序文で述べたように，このことに関し，ρg（5）≦3となる場合もこめて考える

ことにする．（ただし，ρg（5）＝1となる場合は，Catanese，　Ciliberto［5］により分類されているの

で，ρg（5り≧2を仮定する．）

　楕円曲線0上の階数3の局所自由層は順序を除いて直既約な局所自由層の直和として一意に記

述できる（c£［3Dので，我々は次の3つのケースを考えなければならない：

（1）Eが3つの可逆層の直和と同型である場合．

（2）Eが可逆層と直既約な階数2の局所自由層との直和と同型であるとき．

（3）Eが直既約であるとき．

以上の各場合について得られた結果と証明の概略を述べる．

2．1　Eが3つの可逆層の直和と同型であるとき

　Lo，　L1，　L2をE竺LoΦL1㊥L2となる0上の可逆層とし，dイ：＝deg五（iニ0，1，2）とおく．

必要なら番号を取り替えることにより，do≦∂1≦d2と仮定してよい．さらに，例えば∂0＝d1が

成り立つとき，状況に応じてLoとL1とを取り替えてもよい．

定理2．1上記のEの定めるP2束π：W：＝P（E）→0のトートロジカル因子をτとし，

D∈Div（0）をdet　E竺Oc（D）となる因子とする．いま，（do，　d1，　d2）≠（0，0，0）と仮定する．
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このとき，W上の完備線形系14T一π＊Dlが高々有理二重点のみをもつようなメンバーを含むた

めの必要十分条件は次の（1），（2），（3），（4）が成り立つことである．

（1）do＞0

（2）次の（i），（ii），（iii）のいずれか1つが成り立つ．

　　　（i）　do十d2＜3d1，

　　　（ii）　　Lo　㊦　L2　竺　 L？3，

　　（iii）2∂o＝2ば1＝42かつ，　L『3⑧L；1，　L『2，　Lo⑧L1，　L？2の少なくとも1つがL2と同型

　　　　である．

（3）次の（i），（ii），（iii）のいずれか1つが成り立つ．

　　　（i）d1＜2∂o，

　　　（ii）　　」！シ1　…≧！　」膓8）2，

　　（iii）　2∂o＝〔↓1＝d2カ、つ，　L2…≧Lθ2．

（4）∂o＝∂1＝吻二1のとき，Lo，　L1，　L2の少なくとも1つは他と同型でない，

　従って，この場合は1V≧3となるすべての」V∈Zに対して環二3Pg（5），　q（5）＝1かつ

ρg（5）＝1Vとなる曲面が構成できる．

　証明の概略を述べる．証明の方針は，まず，完備線形系14T一π＊Dlが基点を持つかどうかを調

べ，持つ場合にそこでの一般メンバーの特異点重複度を調べることである．基点を持たなければも

ちろんBertiniの定理より一般メンバーは非特異である．

　悉∈πo（ルγ，Ow（T）⑧π＊det　E＞）（i＝0，1，2）をπの各ファイバーの斉次座標を与えるよう

にとる．

　　170（V叱　Ow（4T）⑧π＊det　Ev）　竺　170（0，5「4E⑧det　E∨）

　　　　竺㊥丑゜（0，L9（3＋」）⑧L7（‘－1）⑧L↑（」－1）），

　　　　　認

となるから，任意のΨ∈丑o（W，Ow（4T）⑧π＊det　EV）は，

　　Ψ＝Σψ、ゴX：一‘一元X｛X｛，ψ・ゴ∈∬°（0，L『（3－‘一力⑧L？（已）⑧L『（」－1））

　　　　㌶…え

と書ける．

　もし，定理の（2）が成り立たなければ，∬o（0，認（3－∠）⑧L？（‘－1）⑧L∫1）＝0（↓＝0，1，2，3，4）

となるので，ΨのX2を含まない全ての項の係数が0となり，従って，ΨがX2で割り切れてし

まう．
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　定理の（3）が成り立たなければ，丑o（0，L騨⑧L「1⑧L『1），丑o（0，認2⑧L「1），∬o（0，　L92⑧

L；1）＝0となるから，ΨのX3，　X8×1，　X8×2の係数が全て0となる．　Oo∈WをX1＝X2＝0

で定まる曲線とすると，14T一π＊Dlの全てのメンバーはOoを特異曲線として含む．

　定理の（4）が成り立たない，即ち，do＝d1＝d2＝1かつLo竺L1竺L2が成り立つとする．
このとき，全てのi，」≧0（‘＋ゴ≦4）に対してL『（3＋」）⑧L7（：－1）⑧L穿（」－1）は次数が1であ

り，しかも互いに同型である．従って，Ψの方程式の形を見ることにより，πのあるファイバーが

14T一子Dlの固定成分となることが容易にわかる．

　定理の（2），（3）が成り立つとしたとき，吻，∂1，d2はいずれも0になることはなく，もし，定理

の（1）が成り立たない，即ちdo＜0となるとすると，∬o（0，認（3｝i『」）⑧L？（i－1）⑧L7（」－1））＝

0，（i，ゴ≧0，‘＋ゴ≦4）となり，従って，14T一π＊1）1＝のとなる．

　（1），（2），（3），（4）が全て成り立てば，ほとんどの場合Bs　l4T一バDl＝0となる．しかし，

実際にはそうはならないケースもある．例えば，∂o＝1となるとき，孤立基点が存在する．こ

の場合は一般メンバーはその基点において非特異になる．また，340＜∂1＋d2となる場合は，

∬o（0，Lθ3⑧L「1⑭L『1）ニ0となるから，ΨのX3の係数が0になり，従って，X1ニX2＝0により

定まる曲線Oo∈Wが基点集合に含まれる．この場合は，　d2〈2doであれば，∬o（0，　L92⑧L『1）≠

0となるからΨのX8×1の係数は消えず，従って，一般メンバーはOoにおいても非特異である．

d2＞2両であれば，このコホモロジー群が0になるので，X8×1の係数が消えてしまい，その結果，

一般メンバーはOo上に有限個の孤立特異点を持つ．そのまわりでの方程式を見ることにより，そ

れがA型の有理二重点であることがわかる．ほとんどの場合，それは、41型であるが，Lo，　L1，　L2

のとり方によっては，、42型になることもある．

2．2　Eが可逆層と直既約な階数2の局所自由層との直和と同型である場合

　Eo，　LをE竺Eo㊥Lとなるそれぞれ0上の階数2の直既約な局所自由層，および，可逆層と

し，e：＝deg　Eo，　d：＝deg　Lとおく．前節と同様にπ：W→0をEの定めるP2束とする．

　定理の主張を述べる前に，証明に必要なある事柄について述べておく．ρ：X→Wを01：＝

P（E／Eo）ニP（五）でのブローアップとすると，P1束σ：X→γ：＝P（Eo）が存在する．μ1γ→0

をy上のP1束とし，　yi：＝〆T，塩：ニρ一1（01）とおく．Oo⊂γをμ．Oy（Oo）竺Eoとなる

μの断面とすると，ち～塩＋σ℃oおよび，σ．Ox（ち）竺0γ（Oo）Φμ＊Lが成り立つ．即ち，

x竺P（oγ（oo）㊥μ＊L）となる．｝b∈Div（x）をox（玲）竺ox（巧）㊥σ＊μ＊L－1となる既約な因

子とする．このとき，（Zo）＝｝b，（Z。。）＝塩となる大域的断面Zoとz。。はσの各ファイバー

の斉次座標を与える．

　X上の可逆層Ox（4yi）⑧σ＊μ＊det　Ev竺〆（Ow（4τ）⑧π＊det　E∨）のコホモロジー群は次を満

たす．

∬0（X，Ox（4yD⑧σ＊μ＊det」EV）

　　竺1rO（yi　54（0γ（Oo）㊥μ＊L）⑧μ＊det　E∨）
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　　　　　　る
　　　　竺①丑゜（γ，OY（ゴOo）⑧〆（L⑧（4一ゴ）⑧d・tEV））・

　　　　　3＝0

従っ℃任意のΨ∈〃o（X、Ox（4｝］）⑧〆μ＊det　EV）は，

　　　　　べ
　　　Ψ一ΣψゴZ6二」zL，ψゴ∈万゜（y，0γ（jCo）⑧〆（L⑧（4－」）⑭d・・E＞）），（ゴー・い一，4）

　　　　　元二〇

とかける．ψoZ8，ψ。。Z蕊の形の元を考えることにより，14yi一σ＊μ＊1）1の基点は次の2通りしか

ないことがわかる．

　（1）0上の可逆層L田㊧det　EVの基点のμ。σによる逆像と塩との交点．

　（2）Y上の可逆層0γ（400）⑧声det　E∨の基点のσによる逆像とちとの交点．

従って，i4陥一〆バ捌の一般メンバーの特異点もこの上にしかないことがいえる．

　以下，定理とその証明の概略についてのべるが，この場合はeが偶数の場合と奇数の場合とに分

けなければならない．しかしながら，証明の方法はほぼ同様なので，εが奇数の場合は結果とその

証明に必要な補題を述べるにとどめる．

2．2戊　εが偶数のとき

　ε＝：2eoとおく．万∈εo（2，0）を∬o（0，ち）竺Cとなる局所自由層とすると，可逆層

Lo∈εc（1，　eo），　L1∈εo（1，　d－eo）が存在して，Eo製乃⑧Lo，　L竺Lo⑧L1となり，従って，

五竺Lo㊦（畜＄L1）となる．

定理2．2上の記号，および，仮定の下で，Wの完備線形系14T一π＊Dlが高々有理二重点のみを

持つようなメンバーを含むための必要十分条件は，次の（1），（2），（3）のいずれか1つが成り立つ

ことである．

ぱ）e＝∂かつ五◎ざ」㍍，

（2）　∂＜e〈4∂，

（3）・＝4∂かつL・⑭L？2竺Oc．

　証明の概略を述べる前に，次ぎの層及び，コホモロジー群の同型について触れておく．苗（乃）竺

巧＋1であるから，

　　5ゴ（Eo）⑧L㊤（4　の⑧d・tEV竺塩、⑧L。⑭L？（3一ゴ），（ゴー0，…4），

となる．さらに，det万窪Ooであるから，det、ε…≧、暗3⑭L1となり，従って，

　　〃°（γ，0γ（」Oo）㊦μ牢（L㊦（4－」）㊦d・tE∨））甥゜（C掲＋1⑧L。⑧LP岡）
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を得る．

　以下場合分けをして考える．

（i）（ε＝∂かつLO≠L1）または，（e〈ののとき．

∬00～　0γ（400）⑧μ＊det　E∨）竺丑o（0，∬5⑧1ンo⑧L「1）＝0

となるので，ΨのZ5の係数ψ4は0となり，因子（Ψ）は陥を成分として持つ．従って，（Ψ）の

ρによるW内での像は可約である．

　（ii）（e＝dかつLo…さL1）または，（e＜4〈3∂）または，（e＝3dかつLo⑧L？3竺Oc）のとき．

　ほとんどの場合Bs　l4yi一σ＊μ＊1）1ニのとなる．　Bs　l4巧一σ＊μ＊Dl≠のとなる場合について述

べる．

　（1）3∂－e＝1のとき．

　deg（L⑧4⑧det　E∨）＝3d一ε＝1なので，点q∈0が存在して，L⑧4⑧det　E∨竺Oc（g）となる．

従って，gがL⑭4⑧det　EVの唯一の基点であり，r：ニ｝石∩（μ・σ）－1（q）が14yi一σ＊μ＊1）1の基

点集合に含まれる．14Yi－♂μ＊Dlの一般メンバーはrに沿って非特異である．

　（II）e－∂＝1のとき．

　0γ（0’）…≡0γ（Oo）⑧μ＊Lご1となるμの断面0’が唯1つ存在する．g∈0をLo⑧L「1竺Oc（q）

となる点とし，ro：＝μ一1（0）とおくと，Oy（400）⑧μ＊det　Ev竺0γ（40’＋ro）となる．このとき

p：＝0’・roが0γ（400）⑧μ＊det　Evの唯1つの基点となるが，14ち一〆μ㌔Dlの一般メンバーが

σ一1（ρ）∩ち上非特異であることがΨの方程式の形から容易に示せる．

　（III）e－∂＝0のとき．

　0’を（II）と同様にとると，このとき仮定よりLo竺L1だから，0γ（400）⑧μ＊det　Ev竺0γ（40’）

となる．従って，0”：＝σ一1（0’）∩陥が14yi一σ＊μ＊Dlの基点集合に含まれる．一方，0γ（300）⑧

μ＊（L⑧det　Ev）竺Oy（30’）⑧μ＊Loであるから，一般のΨ∈∬o（X，　Ox（4yi）⑧σ＊μ＊det　E∨）の

ZoZえの係数ψ3∈丑o（｝～Oy（300）⑧μ＊（L⑭det　Ev））の定めるγ上の因子（ψ3）は0’とeo個

の点で横断的に交わる．ρをその交点の1つ，孟，μをそれぞれ0’，（ψ3）のρのまわりでの局所方

程式とし，さらに，Zo：＝Zo／Z。。とおくと，Ψはρのまわりで次のように書ける．

Ψ＝ψo堵＋ψ1Z8＋ψ2る＋ψ3　ZO＋ψ4＝20（ψoZ言＋ψ1堵＋ψ2　ZO＋μ）＋〆．

これはA3型の有理二重点を与える方程式である．

　あと示さなければならないのは，一般の（Ψ）∈14巧一♂バDlのρによるW内での像が高々有

理二重点しか持たないということであるが，それについては（Ψ）と塩との共通部分がどうなる

かを見ればよい．Ψの方程式を見ることにより，それは｝石竺γ→0の3d－e個のファイバー，

従って，3∂－e個の互いに交わらない有理直線の和集合になる．各有理直線の（Ψ）の上での自己

交点数が一1であることが容易に示されるので，（Ψ）のW内での像は新たな特異点は持たない．
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（iii）（・＝3∂かつL。⑧L？咋Oc）または，（3∂＜・＜4∂）また1ま，（・＝4dかつL。⑧L？2竺Oc）

のとき．

　　1fO（γiμ＊（L⑧4⑭det」gv））　竺　∬o（0，　Lo⑧1｝｛13）　＝　0，

　　亙゜（γ，o㌢（c◎）㊤〆（』1㈱㊤deば∨））竺悟（c，花魯L◎⑱躍2）≠o，

となるので，一般メンバーΨ∈悟（X，Oxl4｝了）⑧♂バdet君∨）のZぎの係数ψ◎は◎にな

るが，ZぎZ。。の係数ψ1は0にならない．即ち，因子（Ψ）は2。。を成分としてもつ．従って，

（Ψ）のW内での像はC1を含む．γ○～】ヨーσ℃oだったから，この場合はX上の可逆層

Ox（3｝コ）⑧σ寵（oγ（Co）⑧バ必）の完備線形系を調べればよい．（ii）の場合と同様に，ほとんどの

ケースで基点は存在しない．存在する場合でも，そこで一般メンバーが非特異であることが示され

る．（証明の方法は（ii）とほとんど同様なので省略する．）

　また，一般メンバーは塩（ざy）とゲ1（C◎）でのみ交わるので，W内での像は非特異になる．

　◎v）（ε＝4㎡かつ、乙o㊧、L？2聾Oc）または，（4㎡＜ε）のとき．

　　丑゜（y，μ＊（L⑧4⑭d・t君∨））xO，

　　∬o（γ～Oy（Oo）⑧μ＊（ゐ⑧3⑧det　E∨））　＝　0，

となるので，ΨのZ6，　ZぎZ。。の係数ψo，ψ1はいずれも0となり，従って，因子（Ψ）は2ピ。を成

分としてもつ．従って，（Ψ）のW内での像は01を特異曲線として含む．

2．2．2　εが奇数のとき

　ε＝；2ε奪÷1とおき，五2，1∈ε0｛2，1）を1つとり固定する．このとき可逆層玩∈εo｛1，ε。），L茎∈

εC（1，∂一ε0）が存在して，Eo竺Lo㊧E2，1，　L竺Lo⑱L1，従って，E竺Lo⑧（E2，1㊥現）となる．

定理2．3上の記号，および，仮定の下で，wの完備線形系14r一ボ∫）1が高々有理二重点のみを

持つようなメンバーを含むための必要十分条件は，次の（1），（2）のいずれか1つが成り立つこと

でる．

（1）ε＝dかつdet　F2，1㊧Lo⑧L；1がOc，媒，ぴ＝1，2，3）のいずれか1と同型．

（2）　㎡〈ε＜4ゴ．

　定理の証明には次の足利織による補題を用いる．

補題2．4上の記号の下で0以上の整数mに対して次が成り立つ、
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　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
（・）54m（E、，、）竺（08（m＋1）㊦（Φ£・）θm）⑧（d・tE・，・）⑧2凧，

　　　　　　　　　　　　　　　3　★＝1

（2）54m＋2（E・，・）竺（08m㊥（㊥乙・）㊥（m＋1）⑧（d・tE・，・）⑧（2m＋1）・

　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　以上から，Eが直既約な階数2の局所自由層Eo∈εσ（2，　e）と，可逆層L∈εc（1，∂）との直和で

あるときは，」V≧2である全ての整数Nに対してKl＝3Pg（5），　g（5）＝1かつρg（5）＝e＋∂＝」V

となる曲面が構成できる．

2．3　Eが直既約である場合

　この場合は一部未解決であるので，できたところまでを定理として述べる．

定理2．5Eを0上の直既約な階数3，次数dの局所自由層とする．

（1）d＝2または，∂≧4であるとき，Wの完備線形系14T一π＊1）1は基点を持たず，従って，そ

　　の一般メンバーは既約かつ非特異である．

　（2）d＜0のとき，14T一π本、Dlニのである．

　注意．　（i）∂ニ1の場合はCatanese－CiUberto［5］により存在が確かめられている．

　（ii）d＝3の場合は現時点でまだ未解決である．

　（iii）∂＝oの場合もまだ未解決だが，この場合は存在したとしても一般型にはならない．

　（iv）この定理より，E自身が直既約である場合は1v≧1，1v≠3となる全ての整数Nに対して

碍＝3ρg（5），4（5）＝1かつPg（5）＝ば＝Nとなる曲面が構成できることがわかる．（ρg（5）＝3

の場合も多分存在する．）

　定理の（1）を示すには，次の補題が示されればよい．ただし，4ニ2の場合は除く．

補題2．6d≧4とする．Fをπの任意のファイバーとしたとき，次の制限写像は全射である．

∬°（凧Ow（4τ）⑭π＊d・・E∨）→H°（呪・・（・T））（・∬°（P2，…（・）））

　以下概略を述べるが，∂：＝deg　Eが3の倍数の場合とそうでない場合とに分けて考える．

2．3．1　∂≡0　（mod　3）となるとき

　まず，定理2．5の（1），即ち補題2．6の証明について述べる．補題が示されるには，

　　1f1（ルγ，Ow（4T－F）⑧π＊det　E＞）＝0
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となることがいえれば十分である．∂＝3∂oとおくと，可逆層L∈ε（1，do）が存在してE竺L⑧凡

となる．定理1．5の（2）より烏…≡52乃であるから，［6，p．156］より，54馬竺ハ㊦凡㊥Ooとな

る．従って，p：＝π（F）とおくと，

　　」71（11ろOw（4T－F）⑭π寧det　EV）

　　　　…i…、π1（0，1己）⑧L⑧OC（－p））㊥、日r1（0，、F＞⑧L⑧OC（一ρ））㊥、π1（0，　L⑭OC（一ρ））

となる．∂≧4だから両≧2であり，このコホモロジー群は0になる．

　（2）については，∂＜0であるから上と同様に，

　　∬°（WOw（4T）⑧π阜d・tE∨）

　　　　i≧∬o（o，．日）⑧L）θ」πo（0，、F5⑧L）㊥1rO（C，　L）＝0

となることから主張を得る．

2．3．2　d≠0　（mod　3）となるとき

　まず，d≠2の場合について述べる．

　前節と同様に（1），（2）それぞれについて

　　（1）　　1r1（レ叱　Ow（4T－F）⑧π寧det　EV）＝0，

　　（2）　　」70（レ匹　0仰ノ（4τ）⑧7r牢det王7∨）＝0

となることがいえればよい．

　ψ：0→0をC上の次数3の同種写像とする．（任意にとり固定する．）このとき，定理1．5より，

0上の次数dの可逆層Loが存在して悔Lo…さEとなる．さらに，G：＝kerψ＝｛0，σ，2σ｝，（σ∈

0，σ≠0，3σ＝0）とおき，男σ，（‘ニ1，2）をiσによる0上の平行移動とすると，

　　￥）＊五）竺1｝o㊥L1〔D　1シ2，　　（L∠：＝2㌃・乙o，　i＝1，2）

となる．E：＝ψ＊Eとおき，元W→0をEの定めるP2束とすると次の可換図式を得る．

　　　w玉w
　　　元↓　　　↓π
　　　だ　　　　　　ウ
　　　o　　（ρ　　o

τをテ．0砂（τ）i≧Eとなるトートロジカル因子とすると，Φ＊T～Tとなるから，

　　Φ＊（Ow（4T）⑧π＊det　E＞）竺OW（4T）⑧元＊det　Ev
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となる．

　伐：Pico　O→Pico　6をψに対応する同種写像とすると，　deg伐＝3である．　ker¢＝

｛Oc，ルf，ルf⑧2｝，　（ルf筈Oc，ル1⑧3　i≧Oc）とおくと，1ρ．0δ竺Oc㊥M㊥ル｛⑧2となるから，

次の同型を得る．ただし，£：＝Ow（4T）⑧π＊det　E∨である．

　　∬°（W，OW（4T）師＊d・tE∨）竺∬°（W£）θ∬°（W鋤π＊M）㊥∬°（W，£⑭π本M⑭2）．

一
方，

∬°ぽOW（4τ）⑧元＊d・t君∨）竺㊥∬°（6，　LC（3－‘一ゴ）⑧L7（‘－1）⑧L7（」一’））

　　　　　　　　　　　　　　㌶…え

でもあり，d・g（L『（3－‘－」）⑧・？（’－1）⑧・r（’｝1））一∂となるので，∂・・のとき・の・ホモ・ジー

群は0となる．従って，∬o（W，£）＝0となり（2）が示される．

　同様の方法で∂≧4のとき，任意の点p∈0に対し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　0ニ∬1（W，Φ＊（£⑧π＊Oc（－P）））竺㊥∬1（W乙⑭πW物・（一ρ）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝0

となり，∬1（レγ，∠二⑧7r＊Oc（－P））＝0が得られる．これにより，補題2．6，従って，定理2．5の（1）

が示される．

　d＝2のときは上のコホモロジー群が0にならないので，他の方法を考えなければならない．

　G＝kerψは∬o（W，Φ＊£）に作用するが，同型

　　∬°ぽΦ＊£）竺∬°（W£）㊥∬°（W£⑧πW）θ．π゜（W，£⑧π＊M⑧2）

において，∬o（W£）に対応する∬o（W，Φ＊£）の部分空間はGの作用で不変な元全体からなる．

即ち，Wの完備線形系14T一デDl，（D：＝ψ＊D）の∬o（W乙）に対応する部分空間Aは，　Wの

完備線形系14τ一π＊DlのメンバーをΦにより引き戻したもの全体からなる．このAが基点を持

たないことを示すことにより4ニ2の場合が示される．その計算過程については［13，§4．3．3］を参

照のこと．

3　The　canonical　mapping

　再びEを楕円曲線0上の階数3の局所自由層，π：W→0をEの定めるP2束，　Tを

π．0（τ∈Eとなるトートロジカル因子，1）∈Div（0）をOc（D）竺det　Eとなる因子とする．今

W上の完備線形系14τ一π＊Dlが既約かつ高々有理二重点のみを持つメンバー5’を含むと仮定

する．ψ：5→5’一・Wを5’の特異点極小解消と5’のWへの埋め込みとの合成とすると，

ψ本ωs’竺ω5となる．さらに，ωs’竺Ow（T）⑧Ow　Os’となるから，Φ1κ51＝ΦITIIs’。ψとなる．

従って，ΦITIが像の上への双有理写像でありかつ，5’がΦITIによりつぶされなければ，5は標準
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曲面になる．しかし，WがΦITI（W）と双有理でない場合はΦITIの5’への制限をくわしく見なけ

ればならない．

　標準曲面となる場合は以下のとおりである．

定理3．1E竺Lo㊥L1（DL2（L、は0上の次数φの可逆層，　i＝0，1，2）は定理2．1の（1），（2），

（3），（4）をみたすものとする．π：W→0，T，　Dを上記のものと同じものであるとするとしたと

き，高々有理二重点のみを持つようなメンバー5’∈14T一π牢Dlの特異点極小解消5は次の場合

を除いて標準曲面になる．

　（i）　Lo竺L1竺L2，　　deg　Li＝2，（i＝0，1，2）

　（ii）　deg　Lo＝1カ、つ1｝1竺1ン2竺1〈ξ）2

　（iii）deg　Loニdeg　L1＝1カ、つdeg　112＝2

　（iv）deg　1シ‘＝1，　　（i＝0，1，2）

定理3．2E竺Eo㊥L，（Eo∈εc（2，ε），　L∈εo（1，の）はεが偶数のとき定理2．2の（1），

（2），（3）のいずれか1つ，eが奇数のとき定理23の（1），（2）のいずれか1つをみたすとする．

π：W→0，T，　Dを上記のものと同じものであるとしたとき，高々有理二重点のみをもつメン

バー5’∈14T一バDlの特異点極小解消5はε＋d≧5であれば標準曲面である．

定理3．3E∈εc（3，∂），（∂≧5）であるとし，π：W→0，τ，　Dを上記のものと同じものである

とする．このとき，高々有理二重点のみをもつメンバー5’∈14T一π＊Dlの特異点極小解消5は

標準曲面である．

　上記の定理3．1，3．2，3．3から次が言える．

　Eが3つの可逆層の直和のときは，Pg（5）≧7であれば常に標準曲面である．　Eが直既約な階

数2の局所自由層と可逆層との直和のとき，および，E自身が直既約であるときは，ρg（5）≧5で

あれば常に標準曲面である．Eが3つの可逆層の直和のときクg（5）＝5，6で標準曲面となるもの

もある．

次に，標準曲面とはならない場合について簡単に述べる．

　（1）定理3．1の（i）の場合，ΦITIはwからP1上のP2束P（op・（1）㊥op・（1）㊥op・（1））

の上への二重被覆を与える．このとき非特異なメンバー5∈14T一π＊Dlに対してdegΦ1κsl＝

d・g（Φ1・ll・）－2となる・

　ちなみに，このような曲面は次のようにしても構成できる．

　、81，B2，。83，、84をP2上の16個の点で横断的に交わる非特異な4次曲線とし，〃：X→P2

をその16個の点でのプローアップとする．このとき基点をもたないペンシルX→P1が存在す

る．（もちろん，その一般ファイバーは種数3の非超楕円曲線である．）ρ‘∈P1，＠＝1，2，3，4）を

B：のXの中での固有変換の像とし，C→P1を｛ρ1，ρ2，ρ3，ρ4｝で分岐する二重被覆とすると，

5：ニX×p・0は，五§＝18，ρg（5り＝6，g（5）＝1かつ，　degΦ1κ51＝2をみたす．
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　（II）定理3．1の（iv）の場合はPg（5）＝3となるから，標準曲面にならないことは明らかである．

このときはΦIKslはP2の上への分岐被覆を与えるのだが，その次数はLo，　L1，　L2のとりかたに

よって6，8または9と変わる．類似の現象がE竺Eo㊥L，（Eo∈εo（2，2），　L∈εo（1，1））の場

合にも見られる．

　（III）E竺Eo㊥L，（Eo∈εo（2，1），　L∈εc（1，1））のとき，および，　E∈εo（3，2）のとき，

ρg（5）ニ2となるのだが，匡slは6個の孤立基点をもつ線形ペンシルとなり，その一般メンバーは

種数が7の非特異曲線である．

　最後に未解決の部分について述べる．

　前述のとおりΦITIが像の上への双有理写像とならない場合，ΦITIの5’∈14τ一ボDlへの制限

の様子を見なければならないが，そこのところがむずかしく，現時点で解けているのは上記の（1），

（II），（III）のみである．

　以下，ΦITIが像の上への双有理写像とはならない場合で，Φ1κ51がどうなるかわかっていないよ

うな0上の局所自由層を列挙する．（ついでにdegΦITIと，そのときのPg（5）の値も書いておく．）

（1）提L。㊥L・㊤L・，L・∈εc（1，1），　L・竺Lθ2，　d・gΦITIニ2，　P、（5）ニ5・

（2）E｛≧Lo㊥L1㊥L2，　Lo，111∈εσ（1，1），　L2∈εσ（1，2），　　degΦITIニ2，ρg（5）＝4．

（3）E竺1…フo㊤L，　」E元o∈εc（2，3），L∈εo（1，1），　　degΦITIニ3，　P9（5）＝4・

（4）王1｛≧Eo∈［）L，　Eo∈εσ（2，2），　L∈εc（1，2），　　degΦITI＝？？，　pg（5）ニ4．

（5）E∈εσ（3，4），　　degΦITI＝4，ρg（5）＝4．
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