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Borlandに始まる ｢固有モードの exponential増大の問題 ｣は最近わが国の

"lattice group'' の人々によってとりあげられ､非周期系の統計物理学 として本

質的な課題を含むことが次第に明らかとなってきたように思われる｡ここでは-電子に対

する一次元シュレディンガー方程式の解の示す exponential増大について得られた

結果を報告する. (時間的制約のため､増大度の存在に関するステ ニトメントを述べ扇 こ

とどめ､それに関連する種々の物理的結論および次元数 を2以上に拡張する問題等につい

七は別の機会にまわす｡ )

定常状態に対するシュレディンガー方程式

d24

d x2

2m

+ 完γ E-V(x))+ 千 0

の解 す(Ⅹ､E)のⅩ-± - での漸近的性質を問題にする｡

それはもちろんポテンシャルⅤ(x)の遠方でのふるまいを羊よって左右される｡よく知ら

れているように自由電子あるいはプロツホ電子について桝Ⅹ卜0(eRX ) (ある複素 E

-値に対 し)七あり､それはもっと一般の "乱雑な ''ポテンシャルのもとでもそうではな

いかという期待を抱かせるo以下の結果はその⊥っの答えであ争｡まず､

2m 2m

~訂 E… ^ ,宕 Ⅴ(Ⅹ)-= q(Ⅹ) によって

方程式を次の標準形で示す･.

サ〝 - (q(Ⅹ)-i)や

dx

するならば f/ - -f2+q(Ⅹ)- i

サ(Ⅹ,i)-expf.xf(E,i)dE

(1)

d

また. f(x)- ･T log;サ(x) によって波動函数 少の対数微分を問題に
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となる｡方程式(1)は一階の微分方程式であり､未知函数および既知ポテンシャル函数が互

いに分離されていることによりf(Ⅹ)を q(Ⅹ)に対する一種のレスポンスとしてとら

えることが出来る点で有用であるが､一方 fの非線型項 f2を含む点が取 り扱いを難かし

くする｡これに対し適当に線型化 した無限個の方程式の解の一様極限として f(Ⅹ)が与

えられるような函数列 日 n(Ⅹ))をえらぶことが可能である｡

これを用いて(2)の解の性質をかなり精密に規定することが出来る｡すなわち､

仮 定 q(Ⅹ)は Ⅹe 〔--,-〕において有界連続とする｡そのとき

王 複素 1-平面の実軸上のある閉集合に属する点を除いて方程式(2)の解引 f(Ⅹ)t

がⅩe〔-- .-〕で有界でありかつRef(Ⅹ)>0(またはRef(Ⅹ)< 0)

であるようなものがただ一つ存在する｡それに対応して (2a)から作られるや(x,

i)はx--でたかだか exponentialに増大､すなわち Iサ(X, i)一≦eKX

(または､たかだか exponentialに減少 : e-KX.≦-fサ(x,i)I) ､

K>0であり

K'Lり - 正 喜 J.xRef(x,り dx

(= ~実害 妄/OXR.ef(x,り dx, a.ef'0 に対し)
廿一般に 〔-∞,∞ 〕で有界な実連続函数 f(Ⅹ)に対

競 圭 Joxf( Ⅹ'dx,三重 xi J.xf(Ⅹ)dx が有限確定するが､この

両方の値が一致するとき､ f(Ⅹ)は Ⅹ--で長周期平均をもっと定義するこ-とが出来㌔

る｡方程式(2)の解 Real,Imaginary partともに Ⅹ--で長周期平均をもつ年ら●

ば､それに対応するサ(Ⅹ, i)は次の意味で,そのexponentialgrowth

rateK(i)が確定する｡

サ(x,i)-en ( i)Ⅹ+0(Ⅹ,＼り

lim 土 o(Ⅹ,i)-o
rナ00 Ⅹ

G(A)= lim i
Xl一斗00Ⅹ

(3)

(3a)

/.xf(Ⅹ,i)dx(′- 市 -i-) (3b)
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Ⅱ ポテンシャル q(Ⅹ)が単に 卜 ∞,-〕で有界連続という条件だけからは普通の意

味の極限 (3b)の存在は保証されない｡それが保証される一つの十分条件はq(Ⅹ)が

概周期函数すなわち ＼

q(Ⅹ'- S一浩 昔 qyeiKyx 誉qy< -
(4)

とあらわされる函数である｡このとき Ref> 0 (又は<0)を満す方程式(2)の唯一

解もまた概周期となり

K(i)-lim
X.→oo

二 日hiil
X -.う80

▲L ) Ⅹ-う･∞
1

15Ti JXf(Ⅹ,i)dx
-Ⅹ

1__. .､ 1
支J.xf(Ⅹ,i)dx- lim 支fOf(Ⅹ,i)dx｢■T

-Ⅹ

(5)

しかしながらより広範囲な応用を許すためには長周期平均の概念そのものを拡張して
/

普通の意味の極限 (3b)が存在しない場合にもこれに相当するgrowth rate

K(i)をきめることが望まれるO函数解折におけるHahn-Banach 定理はこの

ことを可能にしている(詳細は略 )｡かくして微分方程式(2)の imput函数 q(Ⅹ)

とresponse函数 f(Ⅹ)との対応関係は R･- 〔--,-〕の有界連続函数の族

C(a.)からC(a.)の中-の連続写像であって､ R ( i)はC(a.)の上に定議さ

れた一つの線型汎函数とみることが出来る｡

3次元 無秩 序系 にお け-る局在 度 Ⅰ

無秩序系における固有モードの局在の問題は さっの異なる立場から議論されてきた｡ 1

つはMott-Twoseに始まり､ Robests-Makinson,Borland,Halperin,l

Matsuda-1shii,HoriおよびTongなどによって多少とも厳密に定式化されてきた/

phase thFory による取扱いであり､他の 1つはAn dersonに埠まって最近では

Thouless,Ec叩 OmOu-Cohen などによって行なわれている self-energy の
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