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サイトによらない行列横型ベクトルの再構成法
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1 はじめに

1サイトあたりⅣ状態を取り得る1次元確率過程模型(以後､｢1次元 Ⅳ状態確率過程模型｣と呼

ぶ)回には､厳密な ｢(サイトによらない)行列積型定常状態ベクトル｣(matrix-productstationary

state;以下ではMPSSと略す)【2】を持つものがある｡ このタイプの定常状態を使うと､カレント

や相関関数を比較的簡単に､しかも厳密に求めることが可能となる｡この時､q直交多項式の理論

が役立つ事も明らかにされている[3,4,5]｡最近では､MPSSが非平衡統計力学での ｢自由エネル

ギー｣ の計算[6]にも用いられた｡

行列積型ベクトルそのものは､あちこちに現れる｡確率過程模型での最初の発見[7】よりも先

に､(行列積型基底状態ベクトルとして)量子スピン模型で発見されており､基底状態での厳密な物

理量の計算を可能としていた【8】｡その後に登場した密度行列くりこみ群の方法(DensityMatrix

RenormalizationGroup;DMRGと略される事が多い)[9]においては､ 近似的な行列横型ベクト

ルが重要な役割を果たしている事が明らかにされている(DMRGの高次元模型への拡張[10】にお

いては､行列積をテンソル積へと拡張したものが用いられる事もある)｡

話を厳密な MPSSに戻すと､1次元 Ⅳ状態確率過程模型の厳密なMPSSをシステマティック

に求める方法は明らかでなかった｡これ故に､厳密な MPSSはごく少数知られているに過ぎな

い｡システマティックに求める上での､数値的なヒントを得る方法はPeschelとⅠくaulkeらによっ

て与えられていたtllい彼等はDMRGにおける密度行列のスペクトラムを観察することが厳密な

MPSSを数値的に発見するのに重要だとだけ主張していた｡我々は彼等の主張について考え､ま

ず数値的な厳密解を構成する方法を作った｡そして数式処理の助けも借りると厳密解を求めるこ

ともできることに気付き､さらに方法を少し見通しよくできることが分かった｡本稿で述べるの

は､その厳密解を求める方法である｡

本研究の目的はMPSSをシステマティックに求める方法を明らかにすることである｡現在まで

のところ広いクラスの模型に使える方法を明らかに出来たので本稿で述べる｡なお､本稿では限

られた紙面ゆえに書き切れなかったこともある｡話を分かりやすくするために､具体例に特化し
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て記述した部分もある｡より詳しい情報､一般的な表現等は出版予定の論文国 の方を見て頂き

たい｡

以下の内容は次の通りである:§2で得られた結果をまとめる｡話を具体的にするために§3で

1次元非対称排他過程(AsymmetricSimpleExclusionProcess;以下ではASEPと略す)模型[131

を紹介する｡§4では結果(§2)の詳細について述べる｡§5では応用例について述べ､最後の節(§6)
では､今後の課題について述べる｡

2 結果

1次元 Ⅳ状態確率過程模型の中には､特別なモデル ･パラメタにおいては､その定常状態ベク

トルj5Lが厳密にM 次元の正方行列(A(0),A(1),…,A(N-1))の積で書けるものがあるOすな

わちk番目(k-1,2,...,L)のサイト(系のサイズはL)の状態をik-0,1,2,…,(N-1)で表す

と､あるM 次元横ベクトル (Wl､M 次元縦ベクトル LV)が存在して PlLの各成分を

pL(il,i2,-,iL)-去(町 A(il)A(i2)A(i3)･･･A(iL)IV) (1 )

と書くことが出来るものがある (ZLは確率保存則を満たすための規格化定数)Oこのタイプの

定常状態ベクトルを本講演では厳密な MPSSと呼ぶ｡使用する行列が (Lに依らずに)N種類

(A(0),A(1),…,A(〟-1))だけなので､densitypro別eやカレント等を厳密に求めることがで
きる｡

式(1)のタイプの厳密なMPSSを､1次元Ⅳ状態確率過程模型に対してシステマティックに求

める方法は無いのか､という問題に我々は興味を持った｡

先に述べたように､我々がこれまで研究した結果､以上の問題に(部分的ながら)答えることが

可能になった｡すなわち､1次元 Ⅳ状態確率過程模型に対して､次の3つの手続きを明らかにで

きた :

手続き [1]Lの小さい系に対する定常状態ベクトルから､<厳密なMPSSが存在するモデル･パ

ラメタ領域>の候補を求める手続き3

手続き [2]厳密なMPSSが存在するモデル ･パラメタに対して､式(1)における(N≦)M 次元

行列積表現くくWl,lV),A(0),A(1),...,A(N-1))を､Lの小さい系に対する定常状態ベクト

ルから構成する手続き

手続き [3]N=M の場合に､[2]で得られた表現が任意のLで正しいことを保証する手続き

以下では､厳密なMPSSLか扱わないので､｢厳密な｣という形容詞は省く｡

3この手続きについて講演では ｢Gaussの消去法を使う｣と述べた｡しかし､それだけでは不十分な場合があること

が後に分かった(§4.1)｡

-28 1 -



研究会報告

3 具体例 - ASEPmodel[13]一

話を具体的にしよう｡そのためにASEPmodelを導入する｡

ASEPmodell13】とは､1次元格子上を粒子がホッピングする模型である(図1)｡各格子点は2

つの状態のどちらかしか取れないとする｡すなわち､粒子が一つあるか､ゼロであるか､である｡

時間は連続時間で進むとする｡粒子は左隣にrateqで､右隣にratelでホッピングする.ただし､

ホップしようとする先に既に粒子が居たらホップできないとする｡この1次元格子の左端におい

ては(そこに粒子が居なければ)rateαで粒子が供給され､右端からは(そこに粒子が居れば)粒

子がrateβで取り除かれる｡

ヾ qjl′べFy･

図1‥1次元非対称排他過程(ASEP)模型

本研究で問題にしている定常状態ベクトル PIL は､

･･rl
〃｣㌔-0 (2)

の解である｡ここで 〝 はモデル毎に定まる "totalhamiltonian"である｡〟 = 2で､nearest

neighbor型 intera･ctionの場合
L-1

H - h･(L)+∑ hi+h(a)
i=l

hi≡ I⑳(i-1)⑳hint㊨ I⑳(L-i-1)?

h(L)≡ h(i)㊧ ∫⑳(L-1) and h(a)≡ I⑳(L-1)◎ h.(r)_

となる｡ ここで Iは 2次元単位行列､hintは interactionhamiltonianを表し､h(e)､ h(r)はそ

れぞれ左端､右端を表すO省略記法としてB⑳k≡B㊤B㊧B㊧ ･･･㊤Bを使った｡たとえば上記

i･個の直積
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and h(r, = l Z 許
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となる｡各サイトに粒子が1個存在する状態をA､粒子がゼロ個の状態を砂で表すとすると､式

(6)の行列要素の､行､列それぞれの添字は共に(岡0),岬A),lAO),lAA))のように順序付けられて
いる｡

4 詳細

以下では､§2で述べた結果の詳細について述べる｡

4.1 手続き [1]について

小さな い こついて式(2)を(たとえば数式処理システムを使って)解く｡その解 jjLの成分をあ
･･rl

るルールで並びかえることで行列を作る｡この行列は､PL,が M 次元行列積表示を持つようなモ

デル ･パラメタの時にrankが M まで落ちる(rank落ちする)という性質がある｡逆に､rank藷

ちする条件から ｢行列積表示を持つ条件の候補｣を求める｡rankの計算には､基本変形【14】を用

いる｡

以下､ASEPmodelに対して計算した例を示す｡L-4について式(2)を解く｡その解 PIL=｡の

成分P(il,i2,i3,i4)を並びかえることで行列を作る｡具体的には､

-J
PL=4-

とおくと､並び換え後の行列は

PL=4(0,0,0,0)

PL=4(0,0,0,i)

PL=4(0,0,1,0)

PL=4(0,0,i,1)

PL=4(1,1,1,0)

PL=4(1,1,1,1)

PI P2 P3 P4

P5 P6 P7 P8

P9 P10 Pll P12

P13 P14 P15 P16

1

2

3

4

5

6

p

刀

p

p

‥.

1

1

〃.

p
.

=R

(8)

(9)

とする｡たとえば(M -)2次元行列積表現を持つならば､この行列 Rのrankが 2に落ちねばな

らないことが証明できる｡逆に､Rの rankが2になる条件には(M -)2次元行列積表現を持つ

条件が含まれているはず､というわけである｡

実際にRを基本変形していく[14](Rがなるべく単位行列になるように､Rの左上成分から右

下成分へと基本変形していく)と､

fASEPl≡α+β-1+q

fASEP2≡q2+q(α+β-1)+αβ
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で定義される fASEPl､fASEP2が共にゼロでない時､Rは

1 0 0 0

0 1 0 -吐ββ

0 0 1 β~1

0 0 0 0

(12)

にまで基本変形できることが分かる｡つまり､この行列 月の rankは3である｡これに対し､も

し､fASEP1 -0なら､Rを

･ 一二也 一二吐出 ヒ瑠 些β β

00 0 0
00 0 0
00 0 0

(13)

にまで基本変形できるので､rankが 1と分かる｡つまり､fASEP1 -0は (M -)1次元表現の候

補と分かる｡もし､fASEP2-0なら､Rは､

･ 0 -㌔ 諾 酔

01 - 2q-qP++pq2+pq
00 0
00 0

(-1+il+q)2q
- (q+β)βr2

(-1十β十q)(2q十β)

(14)

にまで基本変形できるので､ rankが 2と分かる｡つまり､fASEP2-0は (M -)2次元表現の候

補と分かる｡

知られている厳密解 (たとえば [3)を参照)によれば､実際にfASEP1-0､ fASEP2-0のぞれ

ぞれは (〟 -)1次元表現､(〟 -)2次元表現が存在する為の条件である｡

4.2 手続き [2]について

以下､N-M -2に特化して説明する｡行列積表現に対し､略記法 A(0)≡E,A(1)≡Dを

用いる｡相似変換 :

(wIS=(WI S-1ES=E
Sl1lV)=1V) SllDS=D

に注目する｡この変換で

pl2-去〈wL(芸)㊨(芸)IV,
は不変であるOここで､相似変換行列 Sを次のように固定する(S-1の存在は仮定):

(EIV)DIV))=S
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以下で使う省略記法を導入する :

p-,n≡よくW.(芸)㊤m(ED,@n･V,, (19)

(ED)S-S(ED)という相似変換の性質を用いると､

Z3Pl,2≡ 〈wl(芸)(ED,㊦岬 D,fV, - 〈町(芸)(ED,S
･町(芸)S(Eb,- 〈wI(芸)(ED,.V,(Eb, (20)

つまり､

Z3Pl,2-Z2Pl,1(ia) (21)

が導かれるoZ3P1,2､Z2P1,1は､それぞれ PL=3､ PL=2を行列化したものなので､小さいサイ

ズLに対する式(2)を解いて求めることができる｡瓦 Bは式 (21)より

E-(Z2Pl･1)ll(Z3P1,2の左半分)

15-(Z2Pl,1)-1(Z3P1,2の右半分)

と求まることになる｡

4.3 手続き [3]について

この節も､N-M -2に対して説明する(略記法 A(0)≡E,j4(1)≡D を用いる).

手続き [1]及び [2]で求めた行列積表現が任意の Lで正しいことは､式(3)～(5)の nearest

neighbor型相互作用の場合には次の3つ組を満たす 〈Ec,D｡)の存在を示せたなら保証される :

hint[(i ) @ (g)]- (3 cc) ㊨(i ) - (i ) @ (E ec) (22)

･存Eo h(A,(宝)--〈鵜 (3cc) (23)

h(r,(蓋)㊨IV,-(3cc)評 ,･ (24)

N-M の場合､式(22)と式(24)は､(Ec,D｡)について解けるoその場合は､我々のS(式(18))
の特性により解けるのである :

(Z cc)-_(宝ttZ,'(rr',) ･ = (hint l(i ) o (i )]巨 , (25)

ここで､th･(ど)のtは転置を表し､ 三は次のようにベクトルから行列へ mapする演算子である :

jii
-2

4

4

A

1

3

A

A

F

二

円

u

＼｣1
2

3

4

A

A

A

A

/
し/--1【
こ
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式(25)で与えられる(Ec,D｡)が式(22)～(24)を満たすことが確認できれば､手続き [1]及び [2]

で求めた行列積表現が任意の Lで正しいことが保証される､というわけであるo

5 応用例

1.§3で紹介した ASEPmodel

･表現次元 肘 が 2,3,4の時､手続き [1]と手続き [2]が厳密解と一致することを確認

した｡

●表現次元 M が 2の時､手続き [3]が厳密解と一致することを確認した｡

2.Jafarpourmodel([15])

･この模型の定義は次のようなものである:左境界において粒子のinput/outptltがある｡

右境界においては input/outputは無い｡境界以外では hop,重合､乗離､すなわち次

に挙げる過程がある｡

¢+A 空竺 A+¢ A+¢ 空 讐 二 ¢+A

A十A 空竺 A+¢ A+A 空 聖二 の+A

¢+A空 聖 A+A A+め
rate:Aq-1
A+A

＼J
.

＼J

＼)

7

8

9

(ソ一

2

り′一

/t

(

(

･この模型に対して 2次元表現に対して手続き [1]～ [3]で得られるものが厳密解【151

と一致することを確認できた｡

3･Jafarpourmodel(bulkpa･rt)とASEPmodel(boundarypart)のhybridmodel

･このmodelは､bulkでのinteractionは､上のJafarpourmodelと同じで､boundary

は上のASEPmodelと同じというものである｡

●手続き [1]～ [3]を使って新しい 2次元表現を得た｡

6 今後の課題

今後の課題として以下のようなものが考えられる｡

･本稿の方法で様々なモデルの行列積解を調べてみる(意外なモデルにMPSSが存在するかも

しれない)｡

･§4.3で述べたことを N ≠M の場合に拡張すること

.本稿での方法を､以下の各点で拡張｡

- N>M である M 次元行列積表現も扱えるような拡張
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- 離散時間模型への拡張

一 周期的境界条件を課された模型も扱えるように拡張

一 式(4)のh･intの相互作用をnearest,neighbor型よりも長い1･angeにした模型への拡張

- 1次元より大きい次元の模型(たとえばIaddermodel)への拡張

一 定常状態以外の matrixproductsta.teの構成を可能にするような拡張

一 量子スピン系模型への拡張

以上に加えて､本稿でのアイデアを数値計算上に生かせないか検討したい｡たとえば､非平衡

統計力学模型へのDMRGの方法の拡張 【16,ll,17,18,19,20,21,22】をより優れたものにする
ために使えないか?
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