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中立的不動点をもつ決定論的な力学系において知られている不変測度の密度関数の

評価を，中立的不動点をもつようなランダム写像(Randommap)に対してどのように

拡張できるかを考える．

ここで考えるランダム写像によるランダムカ学系は，いくつかの写像の族の中から

1つの写像が順次ランダムに選ばれて，反復されるような系である．すなわち， W を

空でない集合として，｛Tt}tEWという写像の族を考え，｛Tt｝託wの中から 1つの写像が

順次ランダムに選ばれ反復されるようなシステムを考える．

W の要素の数によらず， 刀＝ T。（tEW)であれば，これは決定論的な力学系と同

じある．したがって，ここで考えるランダムカ学系は決定論的な力学系の一般化であ

る．また，同様に考えれば， W として連続の濃度をもつ無限集合を考えておけば， W

として有限集合や可算集合の場合を考えるまでもない．このように考えると，ランダ

ム写像として，写像の族 {Tt}tEwの中から写像刀が， W上の確率密度関数p(t)にし
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たがって選ばれるものを考えるのが妥当であることがわかる．

さらに，より一般的な場合として，相空間X上の位置により，写像の選ばれる確率

が異なっていてもよいようなシステム，すなわち， xEXに対して，写像TtがW 上

の確率密度関数p(t,x)にしたがって選ばれるようなシステムを考えるのは自然である．

このような，写像の選ばれる確率が相空間x上の位置に依存してもよいようなシステ

ムを位置依存ランダムカ学系と呼ぶ．本稿でいう位置依存ランダムカ学系は，写像の

選択が位置に依存してもよいランダムカ学系であり，写像の選択が位置に依存しない

ランダムカ学系を含んでいる．

2 中立的不動点をもつ写像の例とその不変測度

ランダムカ学系の中立的不動点の概念は必ずしも確立されていない（［井3]）が，決

定論的力学系では中立的不動点を次のように定義する．

定義． 決定論的な 1次元写像Tの中立的不動点pとは， T(p)= p and T'(p) = 1をみ

たすものである．

中立的不動点をもつ決定論的な 1次元写像の具体例と不変測度を述べておこう．

例l. d > lを定数として， T:[O, 1]→[O, 1]を

T(x) ＝ ｛ :x+-2d1/`  
と定める．

[O, ½), 

且，1],

このとき，絶対連続な不変測度μが存在し， O<c<c。に対して

K1 i,eo] x1-dm(dx)::::; μ([c, co])さK2i,oo] x1-dm(dx) 
となる．ここで， coは小さな定数， K1とK2はeに依存しない定数である．

これは次の事実を精密化したものである．

dく 2 <=⇒ μ([O, cl) < oo 
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この例1で述べたことは，［T］の結果からわかることである．

中立的不動点をもつランダムカ学系として，写像族｛刀｝にwの各写像刀が共通の中

立的不動点をもつものを考える．少なくとも，このようなものなら，中立的不動点を

もつランダムカ学系と呼べるであろう．このようなランダムカ学系の具体例と不変測

度を述べておこう．

例 2.Tt: [O, 1]→[O, 1]を

Tt(x) ＝ { ：x+-2t1/1が，：：〗
と定め， t> 1は定数で，区間 [a,b]から一様にランダムに選ばれるとする．

このようなランダム写像に対して，絶対連続な不変測度μが存在し，

μ([O, 1]) < oo -¢:::::::} aく2

であることがわかっている．後で，例1に述べたようなμ([c,co])の評価がわかるよう

な定理を述べる．

例2では，刀の定義域[O,1]の分割は固定されているが，例2で述べた程度のことに

関しては，必ずしも， Ttの定義域[O,1]の分割は固定されている必要はない．実際，次

のような例がある．

例 3. Tt: [O, 1]→[O, 1]を

Tt(x) = x＋が mod1 

と定め， t> 1は定数で，区間[a,b]から一様にランダムに選ばれるとする．

このようなランダム写像に対して，絶対連続な不変測度μが存在し，

μ([O, 1]) < oo ⇔ a<2 

であることがわかっている．

なお，例2と3で述べたことは，［12]の結果からわかることである．
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3 ランダム写像の定義

この節では，ランダム写像の定義と，ランダム写像の不変測度の定義を確認してお

こう．ここで定義するランダム写像は，［I1]や［井l]などにおいて研究されたものであ

る．これは，前節で述べたような，写像の選択確率が相空間上の位懺に依存してもよ

いものであり，また，パラメータの空間は連続の濃度をもつものでよく，［Pe]や[M]な

どで研究されたものや[Ba-G]などで研究されたものを一般化したものである．

まず，パラメータ用の空間と相空間を準備する．（w,B, ll)と(X,A,m)をそれぞれ

u有限測度空間とする．この前提のもとで， Tt:X→X (tE W)は非特異変換，すな

わち，任意の可測集合 DEAに対して， m(D)= 0ならばm(Tt-1D)= 0となるとす

る．また， Tt(x)はxEXとtE W の可測関数とする．さらに， p:WxX→[O,oo) 

は可測で，各 xEXに対して W上の確率密度関数，すなわち， fwp(t,x)v(dt) = 1 

とする．

ランダム写像T= {'I't;p(t,x)｝を次の推移関数Pをもつマルコフ過程として定める：

P(x, D) := !w p(t, x) lD('I't(x)) v(dt), 
w 

ここで， DEAであり， lDはその上の定義関数である．

この推移関数 Pにより， X上の測度に対する作用素E が次のように定まる：

叩 (D): = ix P(x, D)μ(dx) 
ff p(t,x) 1立 (x)）u(dt) μ(dx)， 
XJW  

ここで， DEAであり，μはX上の測度である．

定義． x上の測度μがP*μ = μをみたすとき，μをランダム写像 Tの不変測度と

呼ぶ

もしも， Tが決定論的な写像，すなわち， Tt= T (t E W)であれば， P*μ(D)= 

μ(T-1D)となることから，ここで与えたランダム写像の不変測度の定義は，通常の決

定論的な写像の不変測度の定義の一般化であることがわかる．
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4 今回の話題における設定と結果

前節のランダム写像T= {Tt;p(t,x)}において， Xを区間 [O,1]とし， mはルベーグ

測度とする．

一般的に条件を述べると煩雑になるので，以下に述べるように，中立的不動点は原

点だけであるように設定する．

tE W に対し， Tt:[O, 1]→[O, 1]は，次の条件をみたすとする．

(i) [O, 1]の分割 O=c。<C1< C2 < ・ ・ ・ < Cn。=1が存在し，各i= 1,...,n。に対し

てTtl(ci-l,Ci)は単調なび級関数である．

(ii) 刀|（o,ci)(x)= x + mt丑＋ 0（砂），

ここで匹＞〇と dt> lはtE W に関して有界な定数．

(iii) SUP J p(t,x) 
崎 ;,1]lw ITf(x)I 

v(dt) < l. 

ただし，冗(x)が定義されていないところでは考えない．

(iv) 定数Mが存在して，ほとんどすべてのtEWに対してVp(t, ・) 
[0,1] ITfl 
<M. 

上記の条件をみたすランダム写像は， ［12]や［井2]で考えたランダム写像の特別な場

合であり，次の定理が成り立つ．

定理 A[12]． ランダム写像T= {T't,p(t, x), t E W}は絶対連続なぴー有限不変測度μを

もつ．

論文[I2]においては，不変測度が有限測度であるための十分条件や無限測度である

ための十分条件も述べている．しかし，絶対連続な (J-有限不変測度μの密度関数の評

価は述べていない．

今回，密度関数の評価に関して，以下のような定理が得られたので報告する．

定理 l. d > 1を定数とし， wd= { t E w = dt -<; d}とおく．（dtは先ほどの設定の
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(ii)に出てきたもの）ランダム写像T= {Tt;p(t,x): t E W}は次の条件をみたすと仮

定する：

(1) v(W) < oo. 

(2) p(t, x) = p(t)は0の小さな近傍では xに依存しない．

(3) J叫 p(t)v(dt)> 0. 

このとき，ランダム写像T= {'I't;p(t,x): t E W}の絶対連続な←有限不変測度μは

μ([s, co])::; K 1Fol x1-dm(dx) for O < C < co 
[e,eo] 

をみたす．ここで， coは小さな定数で， K はcに依存しない定数である．

定理1は上からの評価であったが，定理2では下からの評価を述べる．

定理 2. Tは次の条件をみたすと仮定する．

(1) !I-可測集合V(v(V) > 0)が(a)と(b)をみたす．

(a)刀（c1)= 0,で， 0 ＜ supXE(C1心）Tf(x) < L for t EV,ただし， Lは定数

(b)小さな定数ふ＞ Oがあって

inj h(x) > 11 > 0 かつ inj p(t,x) > p1 > 0 for t EV, 
xECo xEC釘

ここでCJ1= [c1心＋ふ］で， hはμの密度関数， 11とPlは定数．

(2) p(t, x) = p(t)は0の小さな近傍では xに依存しない．

(3)定数 d>lがあり，ほとんどすべてのtEW に対して dt~d>l となる

このとき，ランダム写像T= {Tt,;p(t,x): t E W}の絶対連続なぴー有限不変測度μは

μ([c:, co])~ K 1Fol x1-dm(dx) for O < E < Eo 
[c:,c:o] 
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をみたす．ここで，ど。は小さな定数で， K はcに依存しない定数である．

定理1と2を用いると，例2で考えたランダム写像の不変測度μは， O<s<s。に対

して

K1[,E:。]x1-am(dx)::::;μ([s,so])::::; K2 [,co] Xl-a一"m(dx)
をみたす．ここで，€。は小さな定数， K1 と K2 は c に依存しない定数である．また，

K, > 0は任意の小さな定数である．

注意． l<a<bとO<p<lを定数とし，九と九がそれぞれ確率pと1-pで選ば

れるランダムカ学系は，絶対連続なぴー有限不変測度μをもち， O<s<s。に対して

K1 [,co] x1-am(dx)::::; μ([s, so])::::; K2 [,co] Xl-a m(dx) 
をみたす．先ほどと同じく， e。は小さな定数，的と的は eに依存しない定数であ

る．このように，ランダム写像を構成する写像の個数を有限個にすると K,> 0が不要

になる．

5 証明の基本方針

A=[c1,l]として，ランダムカ学系の Aにおける Firstreturn mapを考える．ラン

ダムカ学系の Firstreturn mapについては[I2]で詳しく述べている．そして，ランダ

ムカ学系における Firstreturn mapの不変測度から，もとのランダムカ学系の不変測

度をつくる．一般的な理論は，［I2]で詳しく述べているが，ここにも簡単に紹介してお

こぅ• 

まず，そのために記号を準備しておく． A=X¥Aとし，ランダム写像T=｛刀；p(t,x)} 

に対して， 2つの作用素 UとU:L(X)（m)→L(X)（m)を

叫）＝Lp(t, x) J(Tt(x)) v(dt)，訂＝ U(l..4・f) for fEL(X)(m) 
w 

として定める．
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注意． Tが決定論的写像なら， UはKoopman作用素 (Koopman作用素については

[Bo-G]や[L-M]など参照）となる．このことから，ここで定めたUは，決定論的写像

に対する Koopman作用素を一般化し，ランダム写像に対して定めたものといえる．

上記の 2つの作用素 UとfJを用いると，次のような定式化が可能である．

定理 B [12]. μAをランダム写像TのA上の Firstreturn map Rの不変測度とし，測

度μを次のように定める：

IX) 

μ(D) ='fa l圧(Ul叫(x)μA(dx) for any DE  A. 
このとき，μはTの不変測度となる．ただし， fJ0(Ulv) = Ulvとする．

注意． μAが有限測度であっても，μが有限測度とは限らないのは，決定論的な力学系

の場合と同様である．

[Il]で得られた結果と定理Bを利用して，［I2]では定理Aを証明している．定理Bは

密度関数の評価にも活用可能である．［I2]において絶対連続な不変測度μが有限測度で

あるか，無限測度であるかを調べた方法と本質的に似た手法で，定理1や定理2を示

すことができる．
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