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Local Behavior of Pseudomeasures 
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本稿においてはLorentz(1949)が導入した数列の収束の一般化概念である (Lorentzの

意味での）概収束（以下，単に概収束）に関して，調和解析の観点からの研究を紹介する．証

明を含むより詳しい内容は [5]を参照してほしい

2 概収束

匠を有界数列のなす空間とする．これは整数のなす加群z上の有界関数の空間LDO(Z)
に次のように埋め込まれる：

looうゆ→砂 EL疇）， 砂（n)：＝ ｛心(n) (n 2 0) 
0 (n < 0) 

以下，匠の元心とそれを拡張した L00(Z) の元炒を同一視する．まずは，心€匠の概収束
を次で定義する ([6]):

定義 2.1.'心€匠が a E Cに概収束するとは次が成立することである．

k-l 
1 
lim 口こ如＋i)= a (nに関して一様）．
K→OO 

i=O 

このとき，ゅ竺 aと書く．

定義から容易にしたがう概収束の重要な性質を以下に挙げる．以下，通常の収束を心勾

a （⇔ limn→00心(n)= 0)と表す．

•心均 a ⇒ 心 ~a
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•心 ~a 弁ゅ与 a
e.g.心（n)= (-lt (n 2". 0)とおくと，

心 ~o かつゆみ 0

•ゅ畠 a ⇔心 ~a かつ心（n+ l)一ゆ（n)合0

k-1 

•心 ~a ⇒ lim tどゆ（k)= a (Cesaro収束）
K→OO i=0 

備考1.本論考では簡潔性を優先して直接定義したが，概収束は通常はBanach極限の概

念を用いて定義される．この考え方に基づけば任意のamenableな局所コンパクト位相群

（半群）に対して概収束の概念を定義できる（［1],[2], [8]).また，以下で示す結果の多くも一
般の局所コンパクト可換群に対して成立する ([5]).

3
 
双対性

本節では心 El°° のFourier変換砂がT上の coo級関数なす空間D(T)の双対空間の元

として定義できるという事実を述べる（詳しくは [7]参照）．特にこの概念により心の概収
束を特徴づけることが可能であるまずD(T)の位相をセミノルムの族

PN : TJ('lI')→脱十 9

N 

PN位）＝LIi砂(n)lloo
n=O 

(N 2 0) 

で定義する．これにより， D(11')は完備な局所凸線形位相空間になる．その双対空間をD*(11') 

とおく． μEか (T)のFourier変換をμ(n)=〈e―in0,μ〉(nE Z)で定義する．このとき，μ
は緩増加数列であることが示される．ここで，（両側）数列 T:Z→Cが緩増加であるとは，
ある非負整数 N~O が存在して

T(n) = O(ln|り（旧→ oo)

が成り立つことをいう以下，緩増加数列のなす空間をS*(Z)とかく．逆に TES*(Z)の

Fourier変換テ E'D*(11')を以下で定義する：

〈cp,f〉:=
00 

L T(n)cp(-n). 
n=-oo 

ここで，rp(n)E L00(Z)はゃのFourier係数であり，

<p(n) = 1: <p(x)e―in詈
_n 

(n E Z) 

で定義される．上の級数が収束することは，¢の無限回微分可能性から次式が成立するこ

とより明らかである．

sup lnlN怜(n)I< oo 
nEZ 

(N 2 0). 
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このような数列を急減少数列と呼び，その全体のなす空間をS(Z)とかくことにする．以

上の定義により，双対ペアの同型

〈V('lI'),1ア（T)〉竺〈ら(11')]う＊（T）〉竺〈S(Z),S*(Z)〉,〈<p,f-〉=〈cp,T〉

が成立することが分かるまたFourier変換

F:か(11')→S*(Z), 巧μ:=μ

は2つの線形位相空間か(11')と S*(Z)の間の同型であり，その逆写像は

ァ—1 : S*(Z)→V*(11'), F-1T=T 

で与えられる．

今， L00(Z）（<::;;S*(Z))の元のFourier変換となっているようなD*(T)の元全体のなす集合

をFL00(11')で表す． FL00(11')の元を擬測度(pseudomeasure)という． FL00(11')はV*(11')の

部分空間になる．さらに'D(11')の作用が自然に定まり，'D(11')—加群の構造をもつ． FL00(11')

上のノルムを 1|炒||= ||心||00によって定める．
砂EFL00(11')に対して，炒が開集合UこT上で消えるとは， Uに台をもつような任意の

¢ EP(T)に対して〈唸釘＝ 0が成り立つことと定める．砂が消えるようなTの最大の開

集合の補集合をいの台と定義する．

次に， FL00(11')の部分空間として， 0に収束する数列全体のなす空間L岱（Z):=｛ゆ€

L00(Z): lim伽→00心(n)= 0}の元のFourier変換全体のなす空間をFL『(11')とおく． FL岱(11')

の元を擬関数(pseudofunction)という特にじ(T)こFL0(11')である．ここでFLデ(T)に
おけるじ(T)の元fは

〈r.p,f〉=「r.p(x)f(x)皇
-7r 

で定まるようなび＊（T）の元である．実際，j €Lデ(Z) であり，

1: r.p(x)f(x)息＝ ［文(p(n)inxf(x)皇
n=-oo 

oo 7f 

＝ ど如）！ー:f(x)e詈
n=-oo 

DO 

=L的（叫(-n).
n=-oo 

したがって，l＝心とおくと，炒＝fEL刈T)である．
fEか (T)に対して，局所的にFL岱（T)（FL00('f))であるという概念を定義することが

できる． Tの開集合Uに対して，TJ(U)をUに台をもつ coo級関数のなす空間とする．

定義 3.1（局所的なアL『(T）（FL00('f))の元）．fE TJ*('f)が0。ETにおいて局所的に

四L『(T）（四LOO('f))の元であるとは，ある〇。の近傍Uおよび砂 EFLo'('f) (FL00('f))が

存在して〈怜f〉=〈ゃ，砂〉がすべての'PETJ(U)に対して成り立つことである．
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0。 €T において局所的にアL了（T) （FLoo('ll'))の元であるもの全体の集合を FL含 (O。）（FL00(0。))

とおく．またFL0(0o)の（FL00(11')における）ノルム閉包をFL約(0o)とおく．

さて， 2節で導入した数列の概収束とこの節の話は密接に関係している．与えられた数

列心€ l°° の概収束をその Fourier変換砂の局所的な性質により特徴づけることが可能で
ある．

定理 3.1(Kunisada [5]). 心€ l°° とする．心竺 0 なるための必要十分条件は炒€アL『 (O)
である．

この定理から導かれるいくつかの系を挙げる．

系 1．ゆ •e―in0 -'=:+ 0 (0 E 11')なるための必要十分条件は砂€アL『 (O）なることである．

系 2．心 Elooがlimn→oo｛心（n+ 1)一心(n)}= 0 を満たすとする．このとき，砂€アL『 (O)
なることと，ゅ与 0は同値である．

4 複素Tauber型定理

定理1およびその系の応用として，複素Tauber型定理について述べる（この分野の概説

として［4]がある）．今，一般に（有界とは限らない）数列｛伍｝企0E CZ＋が与えられたとす

る．その母関数f(z)=L:=oaごを考える．さらにf(z)は単位円板lD)上で正則と仮定し，

00 
fr(0) = J(re町＝ど伽戸eine (O<r<l) 

n=O 

とおくと，fr(0)E L1(11') (0 < r < 1)である．ここで， r→ 1ーとしたときの極限を考える．
数列｛伽｝n：：：：。が緩増加ならば任意のi.pE D(11')と O<r<lに対して

〈怜fr〉=1:i.p(0)fr(0)塁
_7  

= JT ゃ(0)文an戸e'n°塁
-1r n=O 

=ta汀 n1: i.p(0)ein0言
n=O ―T 
00 

=La汀嗜(-n)
n=O 

が成り立つ．ここで｛知｝立。が緩増加であるという仮定から，最後の級数が絶対収束する

ことに注意する． T(n)= anとおき，式の両辺において， r→1ーとすると，
00 00 

lim〈¢ふ〉＝ lim〉叩賢(-n)=〉疇(-n)=〈戸〉
r→1- r→1-

n=O n=O 
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を得る．したがって

lim fr=  f 
r→1-

が成り立つ．ここで，収束はD*(11')における弱＊収束の意味である．以上により緩増加数

列T(n)の母関数J(z)の動径極限(radiallimit)と， TのFourier変換テを関連づけることが

できた． Fourier変換T→テの一意性を考えると，原理的にはTの母関数の境界挙動から T

の性質をすべて復元できると考えられる．具体的には以上の洞察と定理1を組み合わせる

と，概収束に関する複素Tauber型定理が得られる．

定理を述べるためにまずは正則関数の超関数論的な境界挙動の概念を定義する．以下，

J(z)=~::'=o 伍Zn E Hol(IDl) (D上の正則関数）とする．

定義 4.1 （開集合上の局所的な擬関数（測度）境界挙動）．f(z) が (O。— 6,0。 +6) こ OID)にお

いて局所擬関数（測度）境界挙動をもつとは，ある hEFL芹（T)（FL00(11'))が存在して以下

が成立することである．

lim J(re町＝h(weak* convergence in か(O。— 6,0。+8)).
r→1-

すなわち，任意のゃ E 'D (0。— 6,0。 +6) に対して

lim〈怜J(re“)〉=〈怜h〉
r→1-

が成立することである．

定義 4.2(1点における局所的な擬関数（測度）境界挙動）．f(z)が0。E8llllにおいて局所

擬関数（測度）境界挙動をもつとは， 0。のある開近傍 (O。— 6,0。 +6) が存在して，その上で

J(z)は局所擬関数（測度）境界挙動をもつことである．

調和解析の観点から複素Tauber型定理の理論を展開するために非常に重要になるのが

数列の有界性を示す結果である最近， DebruyneとVindasにより以下のような非常に一

般的な結果が得られている ([3]).

定理 4.1(Debruyne & Vindas, 2019).数列｛伽｝企。は条件infn2:o(an+l-an) >―ooを満

たすとする．f(z)＝ど:=0伽吠とし，もしf(z)がz= 1で局所擬測度境界挙動をもつな

らば，｛知｝nき。は有界数列である．

定理4.2(Debruyne & Vindas, 2019).数列｛知｝企0しま下に有界，すなわち，infn2:o伽＞ーOO

とし，J(z)=ど:=Oaごとおく．もしだしがz= 1で局所擬測度境界挙動をもつならば，

Sn= L~=oak しま有界数列である．

次の定理は最も古い複素Tauber型定理である．一般にべき級数は収束円の内側で絶対

収束するが，収束円上における収束は一般に不明である．この定理はべき級数の収束円上

で正則点においてはべき級数が（条件）収束することを主張している．

定理 4.3(Fatou, 1906). { an}n20しまlimn→oo伽＝ 0を満たす数列とし，J(z)=ど:=0伍 Zn

とするもしJ(z)がz=lで正則ならばど:=0伽＝f(l)が成り立つ．
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この定理の応用として条件収束する級数の収束を示すことができる例えば

z z2 研
-log(l -z) =—+—＋・・・十一＋・・・

1 2 n、

は81Dl¥ {1}で正則である．実部と虚部に分けて書くと

e'0 e2i0 ein0 

-log 11 -e町—iarg(l ーげ） ＝一＋ ＋・・・十 ＋・・・
1 2 n 

＝ （字＋ Sln220十．）＋t(字＋ co:2口）

である．したがって，次の有名な公式を得る．

(1)（オイラー）

立~ = ~ (0 E [O, 21r), 0ヂ0)
n=l 

(2) (D.ベルヌーイ）

文¥= -~ log2(1 -cos0) (0 E [O, 21r), 0ヂ0)
n 

n=l 

定理3.1および定理4.1を用いると，この定理を一般化した次の結果を示すことができる．

定理 4.4(Kunisada, 2024). infn~o 伽＞一oo とする．庄と『）が z=l で擬関数境界挙動
をもつならばど仁。伽~f(l) が成り立つ．

特にJ(z)がz=lで正則ならば，f（z)-f(1)がz=lで擬関数境界挙動をもつから次が分
z-1 

かる．

系 3(Kunisada, 2024). infn~o 伽＞一oo とする．J(z) が z=l で正則ならばど~=Oan竺
f(l). 

例えば級数J(z) ＝ど：＝0 （-1)n研＝ 1-z ＋丑—砂＋・・・＝叶；は z=l で正則である．
係数列の部分和のなす数列は 1,0,1,0，．．．である．この例にはFatouの定理4.3は適用で

きないが，一方でそれを一般化した定理4.4を適用することができて

江。(-1)K均］．

を得る．

一般に任意の N~2 に対して， Fatou の定理の N 次元版が成立する．

定理4.5.J(z1辺） ＝ど:,n=OamnZf'Z2を多重円板lD)2上の正則関数とし， SUPm,nlamnl < 00 

とする．このとき，（｛塁冒l_-za2）が擬関数境界挙動をもつならばど~,n=lamn竺 aが成り立
つ．ここで，ど~,n=lamn ~ aは野における概収束を意味する．
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