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測度距離空間全体の空間の位相的性質

愛媛大学大学院理工学研究科中島啓貴

Hiroki Nakajima 

Graduate School of Science and Engineering, Ehime University 

1 序

本稿は，数川大輔氏，塩谷隆氏との共同研究[4,5]に基づく．
空間の大域的な幾何学を調べようとするとき，空間ひとつひとつを調

べるのではなく，空間の空間を扱うことで各空間の性質を調べる方法が

ある．空間の空間を扱う有名な例は， Gromov-Hausdorff距離dGHである．

これは，コンパクト距離空間全体の空間1上に定まる距離である．一方，

Gromovは測度距離空間全体の空間2にBox距離□と呼ばれる距離を定義
し，豊かな理論を展開した [2]．本稿では，測度距離空間全体の空間Xの
位相的性質について説明する．特に，「Xから一点空間を除いたものをス

ケーリング作用で割った商空間」どの錐は， Xとは同相にならないとい

う意外な結果（定理10)について説明する．この結果は，どがUrysohnの

分離公理を満たさないということから従う．

2 準備

2.1 測度距離空間の定義

完備可分距離空間(X,dx)がボレル確率測度mxを備えているとき，三

つ組(X,dx,mx)を測度距離空間あるいは略してmm空間という．ここ

1コンパクト距離空間全体のクラスは集合ではないが，すべての可分な距離空間は

Urysohn universal spaceに等長に埋め込めるので，「Urysohnuniversal spaceのコンパ
クト部分距離空間全体を等長同型で割った商集合」をコンパクト距離空間全体の空間だ

と思うことで集合とみなせる．
2測度距離空間全体の空間も集合とみなせる．詳細については後述の定義4の直後に

て説明する．
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で， X上の測度mxが確率測度であるというのはmx(X)= 1を満たす
ことをいう．紛れのないときには，距離と測度を省略して単にXが測度

距離空間であると述べることもある．測度距離空間の典型例は以下で挙

げる閉リーマン多様体である．別の言い方をすると，測度距離空間の理

論は閉リーマン多様体を含むような広いクラスを対象としている．

例 1（閉リーマン多様体）．（M,g)を閉リーマン多様体とする． d，をリーマ

ン距離， volg をリーマン体積測度としたとき，三つ組 (M,dか ~vol9)
はmm空間である．

また，最も簡単な測度距離空間は以下に述べるディラック測度の例で

ある．

例 2（ディラック測度）．完備可分距離空間(X,dx)において一点pEXを

固定する．このとき，各ボレル集合AcXに対して

心（A)：＝｛lifp E A, 
0 otherwise. 

と定めると， c5pは確率測度であり，（X,dx,％）はmm空間である．心を

（点pを中心とする）ディラック測度と呼ぶ．

測度距離空間の幾何学において，次の「押し出し測度」は最も基本的

な道具の 1つである．これは，写像f:X→YによってX上の測度を Y
に押し出すことによってY上の測度を得るものである．

定義3（押し出し測度）． XとYを位相空間とする．ボレル可測写像f:X→
Yによる X上のボレル確率測度mxの押し出し測度f*mxは，各ボレル

集合AcYに対して

f*mx(A) := mx(f―l(A)) 

と定めることによって定義される． f*mxはY上のボレル確率測度である．

なお確率論の文脈においては， fは(Y値の）確率変数と呼ばれ，押し
出し測度f*mxは確率変数fの分布と呼ばれる．

2つの距離空間を同じものとみなすには等長同型を利用するが，測度距

離空間の場合には以下に述べる mm同型を用いる．
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定義 4(mm同型）．測度距離空間X とYがmm同型であるとは，ある

等長写像f:suppmx→supp myが存在して f*mx= myを満たすこと
を言う．ここで， suppmxは測度mxの台であり

suppmx:={xEXlxの任意の開近傍Uに対してmx(U)> O} 

によって定義される．

測度距離空間全体の集合をmm同型で割った商集合をXと書く汽序文

で述べた Box距離口はX上の距離関数であり，次節で定義する．

mm同型の最も基本的な例を挙げる．

例 5.(X,dx)と(Y向）を完備可分距離空間とする． xEX, y E Yと

したとき， mm空間 (X,dx，心）と (Y,dし <Sy)はmm同型である．実際，

supp心＝ ｛x}かつsuppr5y= {y}であるから，写像f:{x}→{y}が唯ひ
とつだけ存在し，これがmm同型の条件を満たすfとなる．この，測度
の台が 1点のみからなる測度距離空間の同型類を一点空間と呼び＊ EX

で表す．

2.2 Gromov -Hausdorff距離と Box距離

Box距離は，測度距離空間版の Gromov-Hausdorff距離というような

概念である．したがって， Gromov-Hausdorff距離について少し説明する．

定義 6(Gromov -Hausdorff距離(cf.[1])). 2つのコンパクト距離空間x
とYに対して， Gromov-Hausdorff距離dGHは以下で定義される．

dGH(X,Y)：=- inf disS. 
2 ScXxY 

ただしpriを第i成分への射影としたとき， ScXxYはpr1(S)= Xか

つpr2(S)= Yを満たすものとする．また，空でないScXxYに対して

disS := sup{ldx(x,x') -dy(y,y')I I (x,y), (x',y') ES} 

と定義する．またdis0 := 0と定義する．

3厳密には， Urysohn universal space上の確率測度全体の集合を mm同型で割った
商集合を Xとする．
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disはdistortion（ゆがみ）の略で， Sが等長写像のグラフからどれくら

いずれているのかを表している． Gromov-Hausdorff距離はコンパクト

距離空間の等長類全体1-{上の距離になっている．

いよいよ Box距離の定義を行う． Box距離は同時分布を用いて定義す

ることができる．

定義 7（同時分布）． XxY上のボレル確率測度7rが測度距離空間XとY

の同時分布であるとは，

(pr1)*1r = mx, (pr2)*1r = my 

を満たすことである．

同時分布は，確率論の分野では二変数の確率変数の分布として現れる．

また，最適輸送理論の文脈では輸送を表す． XとYの同時分布全体の集

合を IT(X,Y)で表す．

定義 8(Box距離）．測度距離空間XとYに対して， Box距離□(X,Y)を

□(X,Y)：＝ inf inf max{disS,1 -7f(S)｝ 
1rEIT(X,Y) ScXxY 

によって定義する．ただし， SはXxYのBorel集合全体を走る．

上記の定義はGromovによるオリジナルの定義ではない．オリジナル

の定義は[2]のChapter3½十を参照上記の表示については [6] によって得
られている． Box距離はX上の距離関数である． Gromov-Hausdorff距

離と Box距離の上記の定義を見比べることで，これらの距離がとてもよ

く似ていることや， Box距離の定義の自然さについて納得できると思う．

3 主結果

測度距離空間Xと実数r>Oに対して， Xのr倍が

r ・ (X, dx, mx) := (X, r ・ dx, mx) 

によって定まる．これを略してrXと書くことにする．これは，群賊＋ ：＝ 

{r E股Ir>o}のXへの作用を定める．
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3.1 極座標分解

まず，町の極座標分解について考える． nー 1次元球面を sn-1と書

くと，

町＼｛〇｝
homeo ~ Sn-1 x股＋

が成立している． x,yE町＼｛O}に対して，”～ yを，ある r>Oが存在

して①＝ ryであることとして定義する．このとき，商空間（野八{O})/~ 
はn-1次元球面炉と同相になっている．

このことから類推して，同様にXも極座標分解できるのではないかと

考えられる．例5で挙げた1点空間＊は罠＋作用に関してXにおける唯一

の固定点になっているので， 1点空間＊ € Xは野しにおける原点に対応し

ていると考えられる． X,YEXに対してX~Yを，ある r> 0が存在
してX=rYを満たすことと定義する．このとき Xが極座標分解できる

かという問題は，商空間区：＝ （X\{*})/~ を用いて「X\ ｛*}と ~x 股十
は同相か？」という問題に定式化される．ただし， XはBox距離□から
定まる位相を備えているものとする．

先行研究としては，以下の Gromov-Hausdorff空間(1-l,dGH)における

極座標分解が挙げられる．

定理 9(cf. [3]). Gromov -Hausdorff空間(1-l,dGH)において

1-l¥{*} 
homeo 
'.::::'.--I; X艮十

が成り立つ．

Box距離口は Gromov-Hausdorff距離と定義が非常に似ているため，

測度距離空間全体の空間（x，口）も同様に極座標分解ができることが期待
される．しかしながら，意外なことに測度距離空間全体の空間（ふ口）は

極座標分解できないのである．これが本研究の主結果である．

定理 10([4]).（ぶ口）において

homeo 

X¥｛*｝ 'f- ~ X尾o

が成り立つ．また， X は〗の錐と同相でない．

この定理を証明するにあたって，鍵となるのは以下の補題である．

補題 11．区はUrysohnでない，すなわち閉近傍で分離できない相異なる

2点が存在する．



18

ちなみに，〗は Hausdorff にはなっている（後述の系 15)．これについ

ては後ほど証明する．

補題11から定理10を示すには，位相空間Xと空でない位相空間Yに

対して， XxYがUrysohnならば， XがUrysohnであることを用いれば

良い．

「補題 11 ⇒ 定理 10」の証明．区はUrysohnでないので~x良＞。も Urysohn

でない．一方， X＼｛*｝は距離空間なのでUrysohnである．錐についても

同様 ロ

3.2 主結果（定理10)の証明

まず，補題11を示すために，以下の補題12を証明する．すなわち，論

理の流れとしては，「補題12⇒補題11⇒定理10」となる．
以下では， p:X\ ｛＊}→どを商空間~ = (X¥{＊}）／～への標準射影と
する．また，

~ := ({O, 1}, II・ II, (1-c)c5。＋函）
とおく．

補題 12.V c ~を V°# 0をみたす閉集合とする．このとき，ある

r(V) > 0が存在して，任意のcE (0, r(V)）に対して p(~) EVをみたす．

補題 12の証明任意に閉集合 Ve~ で V° ヂ 0 をみたすものをとる．

V° #0より，ある XEp―l(Vo)が存在する． mm空間は常に有限点空間

で近似できるため， diamXく ooとしても一般性を失わない． P―l(Vo)は

開集合より，ある r(V)> 0が存在して Ur(V)(X)C p―l(Vo)が成り立つ．

ここで， Ur(V)(X):= {A EX¥{*} I口(A,X)< r(V)｝はXのr(V)近傍
である．

任意にcE (0, r(V)）をとる． Zn,c:= (Z, dn,匹）を以下で定義する．

Z:=X旦｛叫， d』xxx:= dx, dn(x,w) := n, me:= (1-c)mx＋迅．

心はn~ diamX/2のとき距離関数になる．任意にn~ diamX/2をとる

と，口(X,Zn,1c) ~ E < r(V)より Zn,cE P―l(Vo)が成り立つ． Zn,c~ ¼Zn,c 
であるから，ぃZn,cE P―l(Vo)が成り立つ．いま，

ロ(~, ~Zn,c) こ nmX  → O 
かつp―l(V)が閉集合であることより， YeEP―l(V)が成り立つ． ロ
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「補題 12⇒補題11」の証明任意にp(X),p(Y)E ~と，それらの閉
近傍V,Wc~をとる．補題 12 より，ある r(V) > 0が存在して任意の

c E (0, r(V)) に対して p(~) EVが成り立つ．同様に，ある r(W)>。
が存在して任意の cE (0,r(W))に対してp(Y』EWが成り立つ． c:= 

min{r(V), r(W)} /2 とおくと， p(~) E vnwが成り立つ．よってvnwヂ
0である． ロ

3.3 (X¥｛＊｝，口）の主束構造

ば＼｛＊｝，口）は極座標分解できなかったが， p:X\ ｛＊}→〗は主股十束
になっており，以下の定理が成り立つ．

定理 13([4]）．束p:X\ ｛＊｝→〗は非自明かつ局所自明である．

定理13の証明のスケッチ定理10は束が非自明であることを意味して

いる．以下，局所自明性について簡単に説明する．△ E(0, 1)として

心：＝｛XEXI任意のxEXに対してmx({x})＜△｝

とおく．心は開集合であり，

X¥{*}= LJ心
0＜△＜1 

が成り立つ．このとき，同相写像

屯心→（心／ ～） X恥

が具体的に構成できる． ロ

補足 14.一般に，パラコンパクトなHausdorff空間上の可縮なファイバー

を持つ局所自明な主束は自明束になるが，区は(Urysohnでないので特に）

パラコンパクトでない．

系 15（定理13の系）．どはHausdorffである．

Proof．任意にX,YEXでp(X)=/= p(Y)を満たすものをとる．ある△ E 

(0, 1)が存在してp(X),p(Y)E心／～．（心／ ～） X股＋は心と同相なの

で，心／ ～はHausdorff.いま p―l（心／ ～） ＝心は開集合であるから，

心／～は区の中で開集合．よってp(X)とp(Y)は区の開集合で分離でき

る ．ロ
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3.4 （ふ口）のその他の性質

（ルロ）の位相的な性質について分かっていること，今回分かったこと

について以下の表にまとめておく． GromovはX上にオブザーバブル距

離 dconcという距離も定義している．その性質についても載せておく．

tが[5]において今回新しく分かった結果である．

性質 (H, dcH) (X，口） (X, dconc) 

コンパクト No No No 

完備 Yes Yes No 

可分 Yes Yes Yes 

局所コンパクト No Not Not 

(Jコンパクト No Not ？ 

Baire Yes Yes Not 

Polish Yes Yes Not 

可縮 Yes Yest Yest 

局所弧状連結 Yes Yest Yest 

測地空間 Yes Yest ？ 
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