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§T. High energybehaviour

前節の reperentationsを用いて, high energybehaviour をしらべて見よう｡先づ

representation(6.14)をとる｡

赤 (k2)ニー了 dK2p(K2)0

了 dK2pr(K2)-1O

l

k2+ 62- iE
(7.1)

(7.2)

witll

積分 (7.1)はconvergeする(pの中のくりこみ定数は勿論発散 している )から, Jk2f-

-の limitをとると

lim
Jk2ト,- Ai(k2)-亮 JowdK2p(応2)-守 (7.3)

即ち, highenergyで A占(k2)は -I/k2の如く振舞う｡これを考慮 して (6.28)を用い

ると

lim 1+ 7El(k2)- Z3
Fk21- -

Z｡(- k2) ≡1+ ,El(k2)

即ち

とおくと

p lim z,(-k2)- Z3
lk21-…

Z3(- k2) -Rez,(-k2)+ilmz,(- k2)
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だから (7.6) は,

日日Fiil
ik2r--

Rez3(-k2) - Z3

lim lm z3(- k2) -o
lk2l--

次に, 〟2に関する informationを得 るために, §2の例をとる｡

<ollQ(x),め(x)〕10>- iJPdK2tp(均d(x-x';K2)0

∴ (ロー〟.2)<oll¢(x),め(xL)〕10>-<0llJ(Ⅹ),め(x')〕IO>

-iJ･wdk2p(62-(応2-〟.2)A(x-x';K2)0

∂
両辺を- で微分 L tニ ー′とすると
∂t′

了 dK2p(k2)(x2-Jh2)8(五-1')- 00

従って, (7.2)を用いて

〟02-了 dK2K2p(K2). (meanvirtualmassofmeson)0

更に , ( 7.2 1)と (6 . 19)を用いて

p…-〃2-J'mdK2(応2-p2)p(x2)0

(>⊂)

-Z3IeadK2(62-p2)o(応2)

(7.9)

(7.10)

(6.20)及び (6.21)の条件を思い出すと, (7.10)の右辺は常に正,従って

2 2
〃o > 〟 (7.1])

という事になる｡

(7.9)で与えられる積分は convergeしない可能性が多いが, converge したとする

と, 赤 (k2)の漸近形は,もう少 し詳 しく定まる｡̀即ち

AL(k2)ニー了 dK2p(x2)
0 k2+ ぷ2- iE

-3 12-



講義ノー ト

(7.12)

1
-一甘 +JmdK2p(K2)0 k2(k2+応2-ie)

Ik2t-coで

AHk2)～ 一甘 + t ,2 /o dK2p(K2,62
1 1 _LXj

1

k2

2

〃o

+77)2

1 1

即ち, 赤 (k2)はp.2が finiteの時, Fk2ト - でbaremassをもった propagatorの如

く振舞 う｡ この物理的意味を次の様に考える事が出来るであろう.即ち,p.2が有限であ
るという事は, (7.9)により,〟(〟2)が〝2の大きいところで,速かに0になるとい う事

である｡言いかえると,高エネルギーでは,相互作用のeffctが速かに0になるので,

baremass が出て来るのである｡

こゝで,いろいろな representationとくりこみの条件,及びhighenergybehaviovr

をまとめておく｡

AI(k2)の ,ep'resentations

Dysonrepresentation

AL(k2)
k2+〟2+ ,E*(k2)

1 1
AL(k2)-守 7才[1一打 一才 W(k2)]

Spectralrepresentation

p(K2)

Jo"-Ik2+K2- ie

〟(〟2)≧1

ー313-
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Renomalization

すると

了 dK2p(K2)- 1O

AL(k2)-Z3AFC(k2)

AFC(k2)～-
l

k2+ 〃2

2.
〟 lSdeterminedby

7r*(-P2)-o

z3isdeterminedby

iiil
z3-1 +

AI(k2)ニーZ｡

atk2+p2～o

k2+ 〟2=o

k2+p2-ie 1+,El(k2)

と書く事が出来るO但し

7Cl(-Ft2)-o

lim 1+7Cl(k2)-Z3
1k21(--

Spectralrepresentationでは

p(K2)- Z3∂(62-FLZ)+ Z,a(k2)

と書 くと

OQ
zi1- 1+I.a2dx20(K2)≧o

- 3 1 4 -
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又,mass は

C九〇

p2- Z;1po2-Jも2dK2K2o(K2)

となる｡

Highenergybehaviourは,

I∞dK2p(K2)- 1 より0

Hnm
lk21--

更に

又,

Z>

1
左(k2)一一-k2

po2-JmdK2K2p(K2)<… な ら0

lim AL(k2)一 一
Ik2l--

lim
Lk21- -

1

k2+po2

赤 (k2)-r Jim
1 Z3

lk2ト - k2+〃2 1+ 7Cl(k2)

従って

lim 1+ 7El(k2)- Z3
Ik2l-∞

ここで, 7E.(k2)は f,m,JLの関数として convergeしている.荊の O(K2)と7El(k2)と

は,

-2

o(〝2)-i (K2TP2)局 (- K2) l2 1m 打1(- K2)
冗

と関係 している｡これを用いると, vertex の highenergylimitがわかる｡

(復習おわ り)

vertexの highenergy limitを求めるには,次の様な idea を用いる｡定義により
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p(-p2)- (2,{)3∑ いく0廿 (0日p,a> 12
α

>-(27E)3l<0欄o)Jp,a> I2

だから,この式の右辺を vertex であらわし, p仁 p2)一斗oaslp2ト >- を周いる｡
そのために Ip,α>として,patic,le (q,r) (q:momentum, r:spin)と antトparti-

cle(石言 ) の状態をとろうO 但 し, q,石は freeのmomen･

tum であるoするとDiracequationのwavefllnCtion

tl(i(q)と Vα(q)を用い,

<OE¢(0日 q,r,q,r>

1

--Z2fo(TTw13;(T)(6)r(6,q)u(r)(q)A;((q-6)2)

(q,r) (6fr-)

と書ける｡そこで

zIIl(-q,q)≡rc(q,q)- iγqFl((q--q)2)+ir-qF2((q一石)2)

+F3((q一石)2)

とお くと,

･o"(0,Iq,･T,石言 > -一式 Z2(i ,3Jr',-q,u(r'(也

xF((q一石)2)A;((q-6)2)

となる｡但 し

(irq+m)u(r)(q)-0

Jr)(6)(ira-m)-o

F--mFl+mF2+F3
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∑ニトく0座(0)Jq,r,-q,;> I2
∫)r

~22=ZIZ2
fo2

(27E)6

4Q)(q)a)(a)

~2 2

= ZI Z2

但 し,

再 L((q-ら)2)自 F((q-ら)2)‡2

T,[ (iγ6十m)(iγq一m)]

2(27E)6

(q一石′)2

fAI((q-ら)2)l2EF((q-6)2)f2

Gi)(d)(L)(6)

I-1

くp(-p2)-ヱ (-一声p2)IAI(p2)l2lm 打l(p2)
3r

∑ u(ar)(q)諺)(q)-
r

∑ V(ar)(-q)毒)(6)-
∫

a(q)=石 7 才′ヽ′

p≡ q+q

1

2W(q)

2a)(q)

(iγq一m)｡β

=(ir61 m)aP

である｡ 蘭 -- 1imitは ( ql一石)2--4nト pZによ り , f(q 一 石)2ト - と同じであ

る｡従って

7r

iM l(p2)'--12 Z22Z3fo2両 IF((q烏 )2)12

で 1p2i-- とすると,右辺は 0になるから,

f2lFI2-o as tp2ト -

1

W(q)60(-q)

となる｡従ってf2の normalzoneが0でなければ, l円 2--とな りverlexの IP2ト -
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limitは0となる｡

上の証明では,

J"dK2p(応2)- 10

即ち, p(K2)-oasぷ2--がきいている.これは,相互作用の effectをあらわす量

p(x2)が high energy で消える即ち VerteXが消えるとい う事を意味するのである.し

かしながら, f2のnormalzoneが0であるかもしれないので, LFl2-0 が必ず しも結

論出来ない事は頭に入れておかねばならない｡

vertex の議論は,前にあげたLehmanSymanzikZirmlermanの paper に詳 しい｡

§8. Renom alizationgroup1

前章迄に考察 した, くりこみ可能な理論に於いては･理論に含まれている infinityは,

素粒子のmassとcoupiingconstant及び有限個の renormalizationconstantsの中に

攻収されるOこの事をもう少 し一般的な観点からながめると, renormalizationgroup

の考え方 に到達する｡ renormalizatiorlgroupの考えを用いて, high energyに於ける

物理量の behaviourを或程度推測する事が出来る｡ 同様の techniqueが, statistical

mech9nicsに於けるcriticalphenomenaにapplyされる時 criticalexpolnentの計算に

役立っ様である｡

lくenormalizationgropの議論は,何となく何をやっているかわからない様な式の変形

の連続の様な気がするかもしれない｡余程,自分の目標 を定めておかないと,道に迷 う事

になる｡

話を具体的にするために, §2.のmodelに戻る｡ S一matrixのある elementは,

vertex W
のつみ重さねから出来ているので

S-α2S

D- α3D

r q a-1lT

と, scale変換すると同時に,
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f2ー a12a-22重lf2 (8.2)

とscaleを交換してやると,S一matriscelementは不変である｡ (但 し,externalline

も適当に scale交換 しておく｡ )従って,Green関数 とvertexのnormalizationを変え

た時barecouplingconsntもそれに応じて変えてやると,Observableなeffctを生 じない｡

ところで,Fieldtheoryに於いては, S′とかD′とかを計算すると発散が出て来るが,

その発散は, renormalizablefield theoryでは,massとか′couplingconstantとか

Zの形にまとまる｡言いかえると,何かあるcu卜offprocedureを用いて計算すると,

cuトoffの effectは出たらめでなくト Cut-Offを-にした時,maもSや couplingcon--

stantや, Zのみが発散する様にまとまる.すぐあとで見る様に,一定の cut9ffpro-

cedureをとった時,異った二つの cuトoffの値に於けるGreen関数は,multiplicative

factorで結ばれる｡

(8.1)(8.2)の変換を renormalization変換,又,この交換は, groupをなしてい

るので, renormalizationgroup とよぶ｡以下の議論では, group をな しているとい

う事は,あまり気にする必要はない｡ grouppropertyは,無限小変換を考える事に意味

があるという事にのみ用いる｡ grouppropertyを用いて, abstract理論を作 りあげる

と何 をやっているかわからなくなるので,こゝでは出来るだけ具体的に,今迄勉強 して来

た representation を用いて話を進めよう｡

§2.でとったmodelに戻ろう｡この'modelは,くりこみ可能だから,

T(p,q;fo)-zTrc(p,q;f)

SI(p,f.2)- Z2SFC(p;f2)

赤(k2,f.2)-Z3AFC(k2,f2)

f.2-(Z7Z2,Z｡･)-1f2

と書いた時,Cのついた量には,発散は含まれていない｡特に,

AFC(k2,f2)--
1 1

k2+〃21+,Tl(k2,f2)

7El(-〟2,f2)-o
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1i111
!k2l- -

1+ 打1(k2,f2)- Z3 (8.7)

である｡以下,数式を簡単にして, idea のみを明らかにするために,Q.E･D,の時の様

に zl- ZZ としよう｡

先づ,

1
AFl(k2,fl2)…一 一一

k2+

1+花1(-)2,f2)

F121+7E.(k2,f2)

1+7rl･(-12,f2)

を定義 しよう｡定義より

lim f12-Z7 f2-f.2 (lbarecouplingconsl.)
}2_.→c¢

lim fl2-f2 (renormalizedcouplingconst.)
12-A--iIL2

1 Z3

lA2ニ ∞ ~= ＼▲リ Âノ k2+p2 1+花1(k2,f2､-I_im AFl(k2,f}2)ニー

iiTd AFl (k2,fl2)--

1 1

k2+p2 1+7rl(k2,f2)

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.ll)

-AI(kZ,foe). (8.12)

- AFC(k2,f2) (8.13)

AFlにあらわれる (k2+〃2rlの facte,は trivialだから

-(k2+/L2)AFl(k2,fl2)≡

を定義すると,明らかに

E 亘 三∃ 重 要 ]

d(-ス2,ス2,f芸)- 1
今, cワt-Off右とス2を考えると,定義 (8･14)より

d(k2,i.2,f12)-d(k2,ス…,f22)
1+7rl(-̂12,f2)
1+I,El(一人22,f2)

=d(k2,122,f22)d(｣ 22,}12,f12)

-320-
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d(k2,112,fミ)-d(k2,122,f22)/d(-ス12,122,f22)

rf二一1+7rl(-ス22,f2)
1+7El(-112,f2)

即ち,

又,

だから,

(8.16)

(8.17)

(8.16)と (8.17)が renormalizationgroupの基本式で,それらを, condition(8.

15) をみたす様に解けばよいわけである∴こゝでやった様に zl-Z2をや り度 くなけれ

ば,･Sい こついても同様の事をや り,全部を連立させればよいわけであるが, zl- Z2と

しても,これ程複雑なので,それ以上の事をや るのは骨がおれる｡

(8.16)(8.17)をとり扱 う例として,仁ell-Mann-Lowの議論を以下紹介 しよう｡

GelトMann-Lowは,上の関係をQ･E･Dの high energy領域に applyして, barechar岩.e

の振舞をしらべた｡上の式で

2
112-12, 〟 - 0,人22- 0

とおく｡ すると,

d(k2,12,fl2)-d(k2,0,f2)/d(--ス2,0,f2)

f}2- d(-)2,0,f2)f2

dは一般に electronmassn石こdependするから, availableな dimensionalquanti-

ties は, k2,m2,12である｡k2

｢ ≡ x
Ill

}2

I-~て≡y
111

とおき,dをx,yの関数としてあらわす｡

d(k2,0,f2)… dc(x,f2)

d(-)2,0,fZ)≡ dc(y,f2)
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Ⅹ

lk2l, l12l≫m2なる領域では, d(k2,ス2,f12)は,- のみの関数であるから
y

d(k2,12,fl2)-d(i,fl2)
とおくと,

dc(x, f2)- dc(y,f2)d(チ, fl2)

f12-dc(y,f2)f2

･ f2dc(x,f2)-f2dc(y,f2)d(チ ,f2dc(y,f2))

となる｡

f2dc(X,fZ)…X

f2dc(y,f2)…Y

とおくと,

Ⅹ-h(X,f2)

y-h(Y,f2)

従って

Ⅹ-Yd (
h(X, f2)

h(Y, f2)

h (X,fZ)

h (Y,f2)

はf2に independentである｡従って

Ⅹ-h(X,f2)-

,Y)

G(Ⅹ)

め(f2)

Ⅹ-G-1[XQ(f2)]

f2d｡(x,i)-G-1[x¢(f2)]

- 3'1 2-
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f2d｡(y,fZ)-G-1[yQ(f2)]

もとの notation では

12

f2d(｣ 2,0,f2)-fj2-G-1[-r Q(f2)]
nl

f2d(k2,0,f2)- f2卜 (k2+〟2)dFC(k2,f2)]

しかるに

従って

*

- f2J芸 dK20(K2)

aGl li "f2']
∂k2

k2
-G-1[-7Q(f2)]

nl

CQ

- f2Jka2dK20(K2)

CO

- f2Jニa2dK2(再 2)

k2十㍍2-k2-Fl2

(kZ+応2)2

2 2
〝 - 〟

(k2+K2)2

k2
G-1[｢ ¢ ( f2) ] は increasing function.
nl

≧O,

12
(i) G- 1卜r Q( f2) ] -- な ら

【11

112iim∞fl2--･ perturbationのresult.

(ii) Glll一三頼 2)]→ finit｡ そしてこの fiLi.ev軸 は拍 2)の値によらない.
Ill

lim f12- finite (･independentofめ(f2))
]2._.→ co

originalformのみ見ていたのでは,112iJmof}2が finiteであっても,その値が, f2に
independentである事が言えない｡ 上の事が関数方程式からわかるのである｡上の

議論は,複雑に見えるが zl- Z2及び IL2-po2-0 のために,まだまだ簡単な方であ

る｡
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Gell-Man-Lowでは, highenergy の議論のみがなされて居 り, low energy 例え

ば infra-redの話はなされていないo infra-redは, ロシアの人達 によってなされてい

る｡これについては, Bogoliubov-Shirkovの教科書 をみ られたい ｡

§9. Renormalizationgroup刊 (DiCastroの議論 )

以上の考 え方を, criticalexpo11entの計算 に応用する事が流行 しはじめたので, Di

Castro の議論を簡単に紹介する｡

1

L- -- (･apbap¢+品 拍 )一卜goil¢4 (9･1)2

をとる｡

一般的な注意｡空間,時間の次元を4次元に限るとcouplingconstantgoは dimen-

sion lessになる｡ ¢のGreen function(renormaliz.ed)を AFC(k2)とすると,｣投論

により

AFC(k2) - -
(k2+/L2)(1+,cl(k2,/L2,g))

(9.2)

となる筈であるO くりこみの条件は, massshellk''+p2- 0のあた りで AFC(k2) が

- (kB+FL2)11と振舞 うというのであるから(そうしないと,AFCによって propagateする

"particlell が変なものになって しまう ) 7Cl(k2,〟2,g)は,条件

2 2
7C1(-P,JL,g)-0 (9.3)

を満足 していなければならない｡ところで, (9.2)の, T～Tcに於ける behaviourを見

出すために jL2-0とお くと, ,C1(k2,0,g)は,次元から, 畑 こdependできない事がす

ぐわかる｡ 即ち,次元のない 7Elを次元のある k2 のみから作 る事が出来ないO従って

AFC～ (9.4)

で criticalexponent甲を定義するとき, 4次元の (9.1)をとる限り

甲-0
となる事がわかる｡如何に頑張 ってもd-4をとる限 りか-0である｡ しか し,若 し時
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間空間の次元を4から下げて d-4-Eとすると話は変わってくる. この場合, bare

couplingconstは

〔g｡〕-L-e

なる次元をもち, くりこみも可能である｡ (superrenormalizable) 今度は,次元のな

い 打latP2-0 を作るのに, k2とgを使 う事が出来る｡即ち, p2-0で机はg7k2eや
ら作る事が出来声ので, criticalexponent甲が0でない可能性が生じる.

この事を頭においてmodel (9.1)をながめて見る｡ ¢のGreen関数は (9.2)の形に

書け

lim 1+ 7El(k2,α)- Z
匪2!-co

と書け るか ら, (ここで DiCasTroにあわせるため, couplingconstantをα,

massをMと書 きかえた )

AFl(k2,a} )- AF (k2)

を考える｡これは,

/

1im AF1- AF
j2.....→co

A25mM2AFl =AFC

kLiiTJ2 A-FIAFl -1･

今,例によって

d(i ,i

k2M2

とおくと,

a

1+7Tl(-ス2,a)

1+7rl(k2,a)

a})≡AIFl(k2)AF} (k2;a l)-

ス12 M2

1+7Cl(-)2,a)

1+7El(k2,a)

k2ノM2

d (宜 で ,α1 ) d 仁 美 ,元 ,α2)- d (五 7iZ,α2 )

(9.5)

(9.6)

(9.7)

(9.8)

をうる｡これが renormalization変換の基本式である■｡但 し, αlとα2の関係がわからな
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いと,手がっかない｡ α1とα2の関係には,この場合, vertexが入って来て複雑になる

が,

al-aR(宣 貰 a2) (9･9'

なる形を仮定 しておけば,以下の話には充分である｡今, (9.8)を (9.9)を使って解 く

事が出来ればよいわけだが,その場合,条件 (9.6) 即ち

d仁 1,笠 αl)-1 (9･10)

が潤されていなければならない｡ (9･8)を解 くには,その微分形がとければよかろう

(これが唯一の grouppropertyを使 うところ.即ち, infinitesimaltransformationが

わかると, grouppropertyのおかげで finitetransformationをbuildupする事が出

来る｡ )0

(9.8)を微分方程式に直すために,それを112で微分する:

･d (音 賃 al) M2 ∂d(宣 告 α1)

∂(k2/112) 114 ∂(M2/ス12)

aaR ad(% % al)
∂(ス12/122)

次に 12-11≡)とすると,

∂α1 〕d仁器 α2)

112 M2

∂d( -君 ,T2,a2)

∂(ス12/ス22)
(9,ll)
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a(S ,al)-

I:,lt.:.iI-_･:-- 二

但 し,

l12 M2

∂d仁 72,7;2,α2)

∂(112/ス22)

ス苧二1…=}2

112=122= 12

(9.12)

(9.13)

(9.14)

こゝで,T～Tcに於けるゆらぎの相関が, どの様な尾をひいているかをしらべ るために,

k2∂d(3,0,αl)-
ス2 ∂(k2/12) ･o(0,a" d(i,0,al)

+少(0,aj)

更に, notationや simplifyするために

Z … log(k2/ス2)

d(i ,0,al)- g(Z,al)

a(0,α1)… 0(α])

少(0,a})≡サ(α1)

とおくと (9.15)は簡単に

∂g(1,a})

∂Z
+ a(aD g(Z,al)+少(ctl)

-32 7 -
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となるoあとは, これをboundarycondition(9.10)即ち

g(0,al)- 1

のもとに解けばよいのである｡

DiCastroは (9.16)の解を

g(Z,al)-eXPIzdz'o(-?(Z′,αl)) へ0

と書いた｡但 し

β(Z,αl)- √ 1[p(扉 +Z]

p(al)-Jalda′⊥ -
+(a')

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9･17)が (9･16)の解である事は,代入 してみれば分かるが,それはあとまわしに して,

(9,17)から得られる informati9m を先にのべる｡

(9.18)より

p(β(Z,α]))-p(al)十2

従って

ap(β(Z,aj)) d-p(β(Z,α}))∂P
-ニ ーil

∂z dβ ∂Z

∂β(Z,al) rdp(β(Z,α}))
･ 仁

∂z L dβ

この式によると, Z--- (即ちk2･-o)で

lim β(Z,al)-a*Z→-rLぺ二)

但 し,

+(a*)= O.

一方, (9.17)よ り,
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lim g(Z,a})～expzo(P(Z,α1))
Z--a-Cく⊃

-expu logS )a(a･''- (S)0'a*'

従って,はじめのGreedsfunctionが

令

1
AFj(k2)M2=o(k)2-可
一ヽ■′..一･･･････-.I atkZ→ o

とすると, (9.23)により

で-20(a*)

となるO従って criticalexponent77を計算するには,先づ

+(a*)-o

(9.23)

(9.24)

辛
を解き,そのa に於ける o(a*)を計算すればよい｡これは,特別のmodel をとって計

算 しなければならない事は勿論である｡ 少と Oの定義 (9.･13)(9.14) から明 らかな様

に,こ､で αRの具体的な形が必要になる｡詳 しくはDiCastroの paperを見 られ度い｡

最後に, (9.17)が (9.16)の解になっている事は,次の様にしてわかる｡

P(0,al)- √ 1[p(α1)]-al.

(9.19)と (9.18)より

∂β(Z,a}) ∂p- 1[p(al)+ Z ] dp(al)

∂a} ∂p(α}) dal

ap- 1lp(al)+Z] 1

∂p(α1) 少(α1)

∂g(Z,al)

∂Z
- -a(β(Z,al))g(Z,α})
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又,

少(a))
∂g(Z,aス)

∂al

′ ∂
-少(al)g(Z,al)Jzdz- a(♂(Z′,αl))

O ∂al

do(β(Z′,α1))∂β(Z′,al)

o dP(Z',al)

do(β(Z′,al))

-+(a))g(Z,a})/zdz'

-少(al)g(Z凍 )Jzdz′
'､八′O＼叩7二八/Joー~ dβ(Z′,αl)

-g(Z,射 ∫zdz′芸 ?(β(Z′,al))0

-g(Z,aj)to(♂(Z,aj))-a(a)))･

(9.28)と (9.27) を一緒にすると, (9.16)になるo

∂al

∂p-l[p(al)+Z'] 1
∂Z′ 少(a))

(9.28)

§10, ScaletransformationandWard relation

最近 Saclay の人々I Brezin,LeGuillouとZinn-Justinらによって, Callan-

symanzilkequationを応用 して criticalexponentsを計算する方法が提出されたo

Brezin,LeGuillou,Zinn-Justin,Wilson'STheory ofCryticalPhenomenaand

Callan-Symanzikequation in4-edimension.

Preprint

Calln,Phys･Rev旦 1541 (1970)

Symanzik,Comm.Math.Phys.18 227 (1970)

23 49 (1971)

第一の paperは,CallanとSymanzikの paperを 4-6に straightforwerdに apply

したも甲だが, Callanの paperもSymanzikの paperも難解である｡簡単にい うと話は

こうである｡
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先づ scale変換を考え,その変換に伴 うscalecurrentを定義する｡ scalecurrent

は,理論が scale変換で invariantならconserveし,そうでなければ conserveしない*O)

とに角,この scale currentについてのWard relation を書き下す事が出来るが,それ

と次元解析を併用する事により,ある関係が得られる｡しかし,場の理論には,さける事

の出来ない発散が含まれているので,実際計算では cu卜offを用いなければならない｡

cut10ffを用いると,新 しい次元を導入す急事になるので,次元解析がくずれ,前に得た

関係を補正 しなければならなくなる｡斯 くて,新 しく得られた補正された関係をCallan

-Symanzikequationとよぶ｡この補正が 4-8dimensionにappiyした時, critical

expone.ntと関係 してくる｡

こゝに述べた様に∴callan-Symanzikequationは, Seale変換と密接に関係 している

から,先づそれから説明する｡

場の量を¢(x),massFLO,coupling-constを g｡とする (全部 unrenormalizedquantities)

Lagrangianは

ef-C2f(aJL¢(x),め(丸 p｡,g｡)

とするoこゝで,次元を (h-C- 1)

[桐 ]-rgo

[仏]-I/ 1

lg.]-L%

とおくと,

lEl-L-4

だから, Eulerの関係

∂cZf ∂ ∂

(10.1)

(10.2)

(10.3)

鋤 (eo+1)+諒 ¢Co+〝o⊥ -f一符ogo盲云cf=4-i (10･4)∂〟｡

*) 世?中の全体がscale変換で不変ではありえない,何故なら, scale変換に対する不変性から,

elementaryparticleのmassspectrumは, continuf,uSでなければならないという事が証明で

きる｡現実には elementaryparticleのmassspectrumは continuousでなくdiscreteである｡
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が成立つ事を注意しよう｡

seale変換 (dilatation変換ともいう)を次の様に定義する :

′
XjL- XJ,-スxJL

掴 - d(x)= TCoQ(x)

′
P0---JLo= Po

′
go→ go= go

(10.5)

(10.6)

即ちⅩ-dependentなもののみを変換 し, constantsilo,g.を変換 しない｡これが rule

ofthegameである｡以下,無限少変換

ス-1十 E

を考えるOこの変換に伴うcurrentを次の様に定義する :

sp(x)-tp'y(x)xy

但 し

(10.7)

tp'y(A- - +T eo6-∂沃 芸 ¢)て 亀∂y(芸 ¢ (10･8)

1 分 .∂cl: . 1

∂｡ど

t卯 (カニ 編 ∂y¢~ 6"eZ

I/Ly(如まいわゆるcanonicalenergytensorで

･pt-(x,-∂p(義 )∂y¢+ 編 ∂p∂V¢-∂yg
∂ど

∂e2f ∂｡ピ ∂c27 ∂｡ピ

~両 ∂〝¢+両論 ∂p∂V¢~Na7 ∂y¢~古さ詣 ∂p∂y¢

- 0

を満す｡従って

-332-
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･ptp,V(x,- ∂pt- (- - a ay鋸 (蓋 ¢ ト J e- (蓋 ¢ )

l ∂L=･! . 1

3 3

- 0

tp･p(A- t"p(x,･摘 (芸 ¢) ノ

∂ef ∂cz7

ン 4ギ+毎 ∂pQ･eoap(志 )Q･eo編 ∂p¢
∂｡ど

- -｡cf+(a.1)掌̂ ,∂p打 eoニー¢
∂¢

(10.ll)

且つ,

′ ∂∂〟¢

∂c2e ∂

=~〝o叫 +甲ogo電 e27≡0(x)∂〝o

となる｡こゝで (10,4)を用いた｡

さて, scalecurrentは,

∂psp(x)-∂ptp'V(x)･xy+tp'p(x)-tp'p(x)

∂Lr'' ∂

= -〝o~ 十でogo元 t27=0(カ∂〃o

(10.12)

(10.13)

を満すか ら,若 しLagrangianが〃Oや, 甲｡キ 0なる g｡を e-Xplicitに含んでいると,

sp(x)は conserveしなV*,). 〟Oや 符｡キ 0なるg｡を含んでいなければ, conserveする｡

Dilatationcurreutが定義できたから, dilatatiorlの generatorを

D(X｡)≡ -iJd3Xs｡(Ⅹ) (10.14)

*) 若し,運動方程式を使った結果, (10･13)の右辺が何かある localvectorKp(x)のdiver

gence即ち, ∂J,Kfjx)と書ける時は, Sjix)-KJL(Ⅹ)で scalccurrentを rdefineした方が,便利
である｡この点については

Anrilia,Takahashi,Umczawa,phys.Rev.5851(1972)
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で定義すると,

又は,

め,(x)=e-iD(Ⅹ甑 x)｡iD(Xo)e

[D(x.),め(x)] --i(e+xl∂1)@(x) (10.15)

を満す｡こゝに Eは通常は naivedimensione｡ に等 しいが,前に言った様に,発散に

もとづ く､anomaly があらわれるo以下では,一応 紬こ等 しいとしておいて, くりこむ時

に補正をする事にする｡即ち,以下,

[D(x｡),O(x)] ニーi(C｡+xlal)め(x) (10.16)

とする｡

次にWardrelationを導きたいが,まだ材料が足 りない｡Wardrelationを得るには,

Sl(x)と¢(Ⅹ)の同時交換関係が必要になる｡これは,一般にmodeldcpendentであるが,

(10.16)及び (10.14)から, x｡-x.'で

[S.(x),q(x')]-(B.+Xl'∂;)め(x′)a(.a-互)十 -･･････ (10.17)

と書いておいてよかろう. ････-の termは, 三で空間積分 した時,消えて しまう様なもの

である｡ これで,Wardrelationを導 く材料がそろった｡さて

∂
- T(A(t),B(t'))
∂t

-;to(t-t,,A" B(t･" 0(t'-t,B(t',A(t,)
≧ a(ト ー′)[A(t),B(t′)]+T(A(t),B(t′))

を用いると, (10.18)(10.ユ3)から

∂jL<T(Sp(x),め(xl),-,¢(xn))>o

-<T(∂JLSjL(x),め(xl),･･･,め(xn))>｡

- 33 4 -
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-i芸d 4'( x-Xi)(Co+Xil芸 )<T(- ,･･･,拍 n))>oi=1

+--- (10.19)

を得る｡ こゝで,--･は, (10.18)の-･-から来た termで, Ⅹについて空間積分すれ

ば落ちる様なものである｡ (10.19)はWard relationだが,このまゝでは,よくわから

ない term ･-･･が入っているので使えない｡もっと使える様にするためには,両辺をFou-

rier transform する :

(2打)48(4)(n十･･･+ pn )G(p.'.･･,pn)

-i(plXl+･･･+pn王n)<T (め (xl),･･･,@(xn))> ｡= Id4xl･･･d4xne

(10.20)

及び

(2打)48(4)(q+pl十 -+ pn)F(q;.pl････,pn)

-i(qx+pIXl+･･.+pnxn)<T(a(x),め(xl),･･･,¢(Xn))>｡=Id4xd4xl･･･dAxne

(10.21)

を (10.19)に入れてq-0とお くと(その時--･がおちる )

[n ( e o 1 4)･4-∑ pi忘 ] G (pl,･･･,pn - 1,-p1- - Prl- . )

n- 1

i= 1

-iF(o;p.･･･,pn_1,-Pl一- -pn_1) (10.22)

を得やoこのま､で依ってもよいが, CallanとSymazikは,これから更に one-particle

-irreducibleGreen'sfunction(以下0-P､-Ⅰ-G-Fと略記)というものを導入している｡

それは,一本の内線を切る事によって二つの図形にわかる様なものを除外 し,-それをexter-

nallegの数だけの propagatorで割ったものをい う｡

Gに対応する0-p-I-G-Fを I.(n)(p.,-,pn-1)

Fiこ対応する /′ を AI.(n)(pl-,pn_1)
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と書 くと, (10.22)より

[4-nco-i写 IP意 ]F'n'(pl,-,Pn-1)- iAF'n'(pl,-,p-- i)

n-1

(10.23)

を得る｡ (10.22)と (10.23)で [ ]の中の第-項が変ったのは,GとI.(n)の次元の

相異による｡即ち

[G]-L-4-A(e0-4)

[r(n']-Ll4'neo

I.(n)は pl'-'pn_1' 〃0 ' goから出来ているから,-Eulerの関係

[4-nco- ∑ pi蕊 ]F(n'(pl,-,pn-1)

nll

i=1

∂

-(po盲云 - goiai:)/ n)(pl,･･･,Pn-I)

が成立つ｡これを (10.23)に入れると,

∂

[p0- -かogo志-]F 'n'(p1,-- 1)∂〃｡

- iAI.(n)(pl,･･･,pn_1)

(10.24)

(10.25)

(10.26)

をうる｡これがunreno工･malizedquantityに成 り立っ関係であって, Scaling law とよ

ばれる｡

前に言った様に,実は,理論には発散がふ くまれてお り,上に用いた次元解析がくずれ

る事になるが,それを調べる前に,例をあげておく｡

以後,話をノ

1
-i--- (∂p¢∂p¢+〟.244ト 薫 ¢4
2 24

に限ろう｡公式により
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1
tpy--∂p¢∂y卜 8-[一一7 81- -⊥ 'po242･一芸 ♂]2

1 1

tpfy-∂pか∂- -2-8" lal¢∂lQ+- 和 ¢-ipo2¢2]2 2

1--(□Spy-∂p∂y)¢26

G(p,-p)- iAi(p2)

〆 2)(p)≡ iAI (p2) [ 赤 (,2) ]~2- iAI -I(｡2)

F(0;p,-p)-Id4xd4xIC-1PXl<T(0(x),¢(xl),め(0))>｡

AI,(2)(｡)-F(0;｡,-｡)[宥(｡2)]2

G(pl,P2,p3,-P1-P2-p3)- (% 4Id4yld4y2d4y3dAy4d4p4

~i(ply古 ''''p4y与 (yl,y2,y3,y｡)AI(｡12)･.･AL(p.2)×e

I,(4)(pl,P2,p3)-gop(pl,P2,P,,-pl旬 -p)
■

(10.28)

(10.29)

(10.30)

となる｡ 以上は, unrenormalized quantities だが, renormalization をすると sca-

1ing law がどうなるかが問題である｡以下,それを考えよう｡

§ll. Callan-Symanzikequation

前頁の例からわかる様に, renormalizedmassを〃, renom alizedcouplingcons-

tantをgとすると
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n

I.(n)(｡i,〃Q,gDl-Z-2す(p,g),g )( pi,LL,g)

即ち,

T(2'(pi,Po,go)- iA{1(,2,〃｡,go)

Iic2)(pi,FL,g .)- iAI-cl(p2,p .,g)

/4'(pi,Po,go)-go,(pl,p2,p3,- pl-P2ザ

ni4)(pi,〟｡,go)-gITc(｡l,｡2,｡3,- ｡1-｡21 )

g.-zzz-22g･

今, (ll.1)を (10.26)に入れ, pとgとを独立変数とすると,

∂
〃o = 〝o
∂〃o

に注意 して,

但 し

∂〃 ∂ ∂g ∂
- - + 〟- -
∂po ∂〃 ∂p｡∂g

∂ ∂ ∩
[a(g)p芯 +β(g)高 一-γ(g)]nF 'pi,〟,g)2

a

-iZ22 (〟,g) AI.(n)(pi,〟 . ･g ｡)

≡ iAnln)(｡i,P,g)

〝o∂〟
α(g)-- -

〟 ∂〟｡

∂g

β(g)-il｡-
∂〟o

∂
r(g)-p.-

∂〃｡

go

logZ2(〟,g)
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である｡ (ll.3)をCallen-Symanzikequationとよぶ｡ (ll.4)～(ll.6) の右辺が

cut-offによらない事は,こゝではわか らないが, cuトoffによらなければ,massJ̀

にもよらない事は次元か らわかる｡ cu卜offによらない事は,次の様にすればよい｡それ

には, Ilniこ対す る ,｡n｡,m｡liz｡ti｡｡C.nditi｡nを用いて a,β,Tをあらわ してみる.

renormlizationは

(i) Iic2)(,2,〟,g)～-i(,2+pZ) ｡t｡2+p2-0

∂Tc(2)(p2,〟,g)

ap2 ニ ー l atP2+p2-0

(ll.7)

(ll,8)

･iiD 亮 4'(pi,〟,g)- ig a t pipj-t p 2 ( - 48ij, (11･9)

先づ (ll.7)を (ll.3) に入れると

-2ip2α(g)- iAIj2)(p,〟,g) atp2+-p2-0

即ち

a(g,-i A,̀2'(p,p,g症 2二｡

これは cu卜offによらないO従ってmasspにもよらない｡

次に (ll.8)を (ll.3)に用いると

･(g)-[意 AE!,2'(p,〟,g)

･2i〃2(意 )2d2'(p,〟,g)]｡2.〃2二｡

最後の関係 (ll.9)より

(1丸10)

(ll.ll)

♂(g)-2gγ(g)+ [AIic2)(｡i,P,g)

3 ∂

-ii写lPi詔 4'(pi,〟,g)]piP昌 d(I-.8.,) (11112)
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(ll.ll)と(ll.12)両者とも cuトoffをふくまない｡

Re】ativisticfrildtheoryでは,速度 Ⅴのmass/i(V)は

〟(Ⅴ)-
/i(O)

vTT vT

と交換する事から

AT(2)(p,p,g)--2〃2 (p2+ p2-0)

が得 られるから (ll.10)は簡単に

α(g)- 1

となる｡ (ll.13)にっいては, Se止トstressの諌論,例えば

Pais,Epstein･Rev.Mod.Phys.21 445(1949).

(ll.13)

(ll.14)

を見よ｡

(ll.3)に戻り,これからrSl)のhighenergybehavi｡l汀 を評価したいわけだが,

このまゝではあまり大した事が言 えない ｡ し か し, 先づ,右辺 が highenergyで消えて
しまう事に気をつけよう｡即ち high energyで は α(g)- 1として

∂ ∂
[p蒜 +P'g)義 -‡ γ(g)]kSny'.(pi,d,g)- 0

となる｡従って

〟
･fsny'･(pi,丁,g)-An(g,り rinsi(pi,P,g(i,'

と書 く事が出来る｡但 し

An(g,A)-exp卜 ‡Jgg̀Ddg'γ(g′)P-I(g')]

であ りg(A)は

Jg(A)dg′6-I(g,)- logig

-340-
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で与えられる｡ ((ll.16)を (ll.15)に入れてみよ)

さて,若 しβ(g)が唯一の zerog∞をもち,

〆(g∞)< O

とすると, (ll.18)より,

g(-)- g∞

を得る｡この場合には,

asy. p r l→ 言 昔γ(g∞)log}F'n'(pi,P,g-)r(n) (pi･T ,g) - e

∝ i-号γ(g-)

次元から

r(れ)(lpi,〟,g)- 1 4-nT (A)(pi,千 ,g )

〟

～ スト n一号γ(蛋-)

(ll.19)

(ll.20)

となる｡

上の議論を criticalexponentの計算に応用するとき, r(g…)が 符となる｡他の cri-

ticalexponentの計算には, もう少 し上の議論を refiileLなければならないが,詳 しく

は§10 にあげたBrezineta王のpreprintを参照されたいO

最後に,いろいろdiscussして頂いた物性研の方々及び教育大物理教室の方々に感謝 し

ます｡
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