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Abstract 

Singularities of finite holomorphic map germs are considered in the context of computational 
algebraic analysis. Holonomic D-modules associated to image surfaces of a holomorphic maps from 
2-space to 3 space are studied. An effective method is described for computing the structure of 
holonomic D-modules. The key of our approach is the concept of local cohomology. 

1 序

本稿では，計算代数解析の観点から， holomorphicmap germsの特異点の解析を試みる．対象とする

holomorphic map germsはD.Mondが 1987年に発表した論文 [12]に載っている C2からびへの map

germの標準形から選んだ．解析の対象とするのは， holomorphicmap germの像集合となる複素 2次元の曲

面に付随するホロノミー Dー加群である． Localcohomologyを用いることで，曲面の特異点集合の孤立成分

に台を持つホロノミー D—加群の構造を決定した埋没成分であるびの原点に台を持つホロノミー D—加群

に関しては，発表するにはまだ解析が不十分であるので割愛したが，いくつかの例に対し原点に台を持つホ

ロノミーD珈群が定めるb-関数の根の計算結果を与えた．

ホロノミー D—加群は， vanishing cyclesと深く関係するなど豊かな構造を担っており，それ自体特異点の

複素解析的不変量とみなせる［6].従って，ホロノミー Dー加群の構造を調べることは重要なテーマであると

考えている．また．ホロノミーD』I群はWhitneystratificationと深く係わることから [9,11], holomorphic 

map germsのWhitneyequisingularityに応用があるのではないかと期待している [5,18]. 

2 Bernstein-Sato polynomial とホロノミー D—加群

この節では， b-関数とホロノミー Dー加群に関する基本的な事柄を復習する前半で，計算代数解析的な事

柄を説明する．後半ではホロノミー D—加群の解暦に閣する複素解析的な事柄を説明する．

*1〒950-2181新潟市西区五十嵐2の町8050 E-mail: taj imacemeri tus.niigata-u.ac. jp 
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以下， Kは有理数体Q,K[x]はK係数のn変数多項式環K[x1心2，．．．，在］を表すとする． Dにより Wey!

algebra D = K[x羞］ ＝K[x1心2,...xか晶，点，・・・，点］を表すとする． D[s]により， Wey!algebraに属

す線形偏微分作用素を係数とする不定元 sについての多項式のなす環を表す．

多項式fE K[x] = K[x1立2,・ ・ ・,xn]に対し，ー変数多項式環K[s]のイデアルBJを

Bi= {b(s) E K[s] I b(s)f8 E D[s]f8+1} 

で定める．このイデアルの (manicな）generatorを朽（s)で表し，fの Bernstein-Sato多項式もしくは， b-関

数とよぶ bー関数は常に s+lを因子として持つ．妬（s)に対し的(s):= b1(s)/(s + 1)をfの reducedbー関

数とよぶ

fSの環D[s]における annihilator

Ann,D[s](fり＝｛P(s) E D[s] I P(s)f8 = O} 

は，fの s-pararnetricannihilatorと呼ばれる．

Remarks-parametric annihilatorは，fが定める超曲面に関する非常に多くの情報を担っていることが

知られている ([2]).

この s-pararnetricannhilatorの計算法として，大阿久俊則によるアルゴリズムと，J.BrianconとPh.

Maisonobeらによる計算アルゴリズムが知られている． ここでは， Briancon-Maisonobeの計算法を紹介

する．

D[s，羞］により Poincare-Birkoff-Wittalgebraを表す．ただし交換閲係は次で与えてある．

sP(x羞） ＝P(x，羞）s,羞P(x羞） ＝P(x，羞）羞forPED, s羞ー羞S=羞

作用素 T。,Ti,i = 1, 2,..., nを

8 8 8f 8 
T。=s+f-i,;,Ti=—+ --i  = 1, 2,...,n 

8t'枷i'axiat' 

で定め， D[s，羞lにおける leftイデアル LPBWを

IPBW = (Ti。,T1,T公．．．，Tn)

で定める．このとき，次が成り立つ．

Theorem (J. Briancon and Ph. Maisonobe (2002) [3])次が成り立つ

Annv[s]U8) = IPBW n D[s]. 

イデアル LPBWから羞を消去した eliminationイデアルを求めれば，fの s-parametricannihilatorが構

成できる．

例をひとつ紹介しておく．

Example f(x) = x3 

T。=s+x囁，冗＝晶＋3x湯を用いて IPBw= (T。,T1)C D[s，羞］と定める．羞を消去することで

T。—柘乃＝ s- 伊羞を得る．従って Annv[s] (f8) = D[s](s —柘羞）を得る．

実際，（s-炉羞）fs= sfs ＿柘（3s丑）fS-1= Sr-s企fs-1= 0が成り立つ．
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論文［19]には， PBWalgebraにおけるグレブナ基底計算により非孤立特異点を持つ超曲面に対する s-

parametric annihilatorを求める計算を説明した例がある．

Remark 

現在いくつかの数式処理システムにs-parametricannihilatorを求めるアルゴリズムが実装されている．

一般に多項式fが変形パラメータを含むとき，その s-parametricannihilatorsの構造もパラメータに依存す

ることになる．論文 [14,15]では， PBWalgebraに対しcomprehensiveグレブナsystemの概念を導入し，こ

れにより変形パラメータを含む多項式の s-parametricannihilatorの構造が変形パラメータに依存する仕方

を求めるアルゴリズムを構成した数式処理システム Risa/Asirに実装してあるこれらのアルゴリズムは，

特異点変形に伴うホロノミーD加群の研究に用いることが出来る [24].

いま， D[s]におけるイデアルI(s)を

釘 8f 8f 
I(s) = AnnD[sJ(J8) +D[s] (J,—-—-...—-)C D[s] 

枷 1'8x2'...'axn

でさだめ，さらにf3E Cに対し

IfJ = I(s) + D[s](s -/3),MfJ = D[s]/IfJ 

とする． X＝びとおき，'Dxにより， X上で正則函数を係数にもつ正則な線型偏微分作用素のなす層を表

すとする． M，は， D加群MBの係数環をDから'Dxに拡大して得られる'Dx加群のなす層を表すとする．

加群の層 M の層としての supportを supp(M)で表すことにする．

Sは，fが定める超曲面s= {x EX  I f(x) = O} C enを表すとし， Sing(S)は，超曲面Sの特異点集合を
表すとする．

Theorem (M. Kashiwara [8, 10])次が成り立つ

(1)句(/3)=J 0に対し Mf!=Oが成り立つ

(2)朽(/3)= 0のとき Mg#0であり， Mgはsupp(Mf!)c Sing(S)を満たすホロノミーD加群である．

一般のホロノミー D加群に関する基本的結果を 3つほど復習しておく．ここでは， Xは一般の複素多様

体でるとする． M は， X上の holonomicVx-module, Oxは， X上の正則函数のなす層とする．

Theorem (M. Kashiwara[9]) 

XのWhitneystratification X = UX。で次をみたすものが存在する

(0) Ch(M) c UTxaX. 

(1) Ext恥(M,Ox)lx。は， rannkが有限な locallyconstant sheafである．

(2) supp([叫恥(M,Ox))は， codimensionがjもしくはそれ以上の局所的には有限個の locallyclosed 

analytic setの和集合である

この定理より， codim(supp(M)= dなら Ext加(M,Ox) = 0, for i = 0, 1,..., d -Iが成り立つことが
分かる．閲次の消滅定理として，次がある

Theorem (M. Kashiwara[9]) 

k = dim(Ch(M) n r;x)とする．このとき，i>kに対し

Ext恥(M,Ox)x= 0が成り立つ．
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さて， YはXのcodimensiondのcomplexsubmanifoldであるとする． Yに台をもつlocalcohomology 

のなす層 By1xをBy1x:= 1-l}(Ox)で定める．次の結果も柏原による．

Theorem (M. Kashiwara [9]) 

Y は X の codimensiondの complexsubmanifoldであり，先程の定理の条件を満たす Whitney

stratificationの有限個の strataの和集合であるとする．このとき，次が成り立つ．

Ext加(M,By1x)= 1-l炉(RHomvx(M,Ox)) 

以上のことから， d= codim(supp(M)のとき， Yc supp(M)がM に付随したWhitneystratificationの
有限個の和集合であるような codimensiondの非特異な submanifolodであり、更に xEYにおいて， xの

近傍で特性多様体に関する条件Ch(M)= TyXを満たしているとするならば，
1iomvx(M,By1x) = ext恥(M,Ox)IY

さらに，i>Oに対して

[xt加(M,By1x)x= ext霜(M,Ox)x= 0. 

が成り立つことになる．

一般に，線型偏微分方程式系の高次の解を求めるには，方程式系のprojectiveresolutionを求めてから，考

えている関数空間に値を持つような cohomologyを計算する必要があり，実際の計算は極めて困難である．

しかし， submanifoldYが上に示したような条件をみたすならば， Yに台をもつ localcohomologyのなす

層 By1xでの通常の意味の解1iomvx(M, By1x)を求めれば， ext忠x(M,Ox)を決定したことになる．つ

まり， localcohomologyを使えば，解を求める際に方程式系のprojectiveresolutionの計算を回避すること

ができることになる

Reduced b-関数に付随したホロノミーD加群の計算代数解析に話をもどそう．

多項式fE K[x] = K[x1, x互．．， Xn]が定める超曲面を S= {x EX  I J(x) = O} C icnとおく．

多項式環でのイデアルJ= (f, ~苦〗苦，．．．〗伍） cK[x] の準素イデアル分解を

J = q1 n q2 n ・ ・ ・ n qr n ・•·n qe 

とし，Jの根基の素イデアル分解を

vJ = Pi n P2 n • • • n Pr 
とする．ただし0fi=柘，i= 1, 2,... rであるとする．

V(p;), i = 1, 2,..., rは孤立成分である．他方 V（y'qj),j = r + 1, r + 2,..., £は埋没成分と呼ばれる．

明らかに， V(P1)UV（加）u・ ・ ・ u V（朽） ＝Sing(S)が成り立つ

Theorem ([24]) 

点 xE V(p;) C Sing(S)は，genericpointであるとする． YcV（p;)は， xの十分小さな近傍であるとす

る こおのとき，次の偏微分方程式系の層 By1xにおける localcohomology解のなるベクトル空間の次元

の総和は，点 xにおけるtransversalMilnor numberと等しい

q汀＝0,Annv[s] (f予＝0,TE Byix• 
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3 map germ Sk 

この節では． D.Mondの1987年の論文［12]の分類表にある mapgerm Sk, (k = l, 2, 3,...)に付随する

ホロノミー D加群の構造を調べる．．

IC2 = { (u, V) I u, V E IC｝，び＝ ｛（x,y,z) I x,y,z E IC}とする． mapgerm品は，

叫u,v)= (u,v叉uk+lv+企）

で与えられる．集合 Deさを

D = {(u,v) Iヨ(u',が)=I=(u,v) s.t.,p(u,v) ='P何，が）｝

で定める．

X=C3とおく．写像ゃの像集合を S=lm位）exで表し， Sの特異点集合を Sing(S)で表す．
計算すると， Kが偶数の場合と奇数の場合で，構造が異なることが分かる，ここでは，まず最初に k=lの

場合と k=2の場合を調べ，その後に，一般の Kのときを調べることにする

例ふ (x,y,z)=,p(u,v) = (u,v叉u2v＋研）

D={(u,v) lu2+v2=0}=D+UD_, ただし D+={v= ✓コu},D_ = {v =-《コu}である．

曲面S=lm位）は，

S = {(x, y, z) I J(x, y, z)＝企y+2x2炉＋炉ー丑＝O}

で与えられる． Sの定義関数fは， weightvector, w = ¼(1, 2, 3)に関しweightedhomogeneousである．

集合Dのゃによる像は

叫D)= {(x,y,z) I x2 +y = 0,z = O} c S 

で与えられる．

Remark 

写像叫D+:D+---+cp(D)と叫D_:D_→叫D)はともに 1: 1写像である．

イデアルJをJ= (!，給鷹齋） cK[x,y,z]で定める．

8/,  / 2, ¥ 8/ / 2, n ¥/ 2, ¥ 8/ - = 4xy（炉＋y),—= （企＋3y）（企＋y),―=-2z 
枷 8y 8z 

より，集合{x}はイデアルJの極大独立集合であり，Jの拡大JeはJe= (x2 +y,z) C K(x)[y,z]であるこ

とが分かる． Sing(S)= 1.p(D) c Xが成り立つ
叫D)のgenericな点でのtransversalMilnor numberは，明らかに 1である．

Step O fの s-parametricannihilator Annv[s] (!りを求める

8 8 8_  ".8.  8 
E = 6s-x~ -2y~ -3z~,B =（叶＋3y)--4xy-

枷 8y 8z'0x  8y' 

8 8 8 8 
A1 = z— +(2x炉＋ 2x3y)~,A2 = 2z— +(3炉＋ 4x2y＋州）一
枷ぬ'8y',~≫'~~,,'-I 8z 

を1尋る． Eは， weightvector wに関するオイラー作用素である．偏微分方程式系の解は， weightvector w 
に関し， weightedhomogeneousであることが分かる．偏微分作用素 A1,A2はともにD[s](f噂ふ給，紡）に

属すことが分かるので，偏微分作用素 A1,A2は以下の localcohomology解の計算には必要ない． Local

cohomology解の計算には， Bを用いる．
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Remark 

8, 8f 8 m 8, 8f 8 
(1) T1 =—+ --T2  =—＋ーーとおくと， B= （丑＋ 3y)T1 -4xy乃を満たす．

枷枷8t'~~ 8y'8y8t 

(2)偏微分作用素Bは（丑＋y)B＝給羞ー悠翡を濶たすので，イデアルJより多くの情報を持っている

ことが分かる．

Step 1孤立成分<p(D)上の解析

<p(D) = {(x,y,z) I y＋丑＝z=O}に台をもつlocalcohomology 

h(x) 
T/ = [ (y＋企）（z)] EBゃ(D)IX

を考えるただし， h(x)は未知の正則函数とする． nは， h(x)によらずに

(y+叶）［ h（x) ] = z[ h(x) ] = 0 
(y+丑）（z） (y ＋丑）（z)

を満たす．偏微分作用素Bは，交換関係に注目すれば

8 0,  8'..  8, ~-. 8 
B=  -2砂x--4企(-~) -2x + 3 ~ (y＋必）ー4x-(y＋砂）

枷 8y枷 8y

と表せることから， D[s](y＋丑，z)を法とした式

B竺ー2（丑嘉―2x3fu+ x) mod D[s](y + x叉z)
を得る．

微分方程式

1 
BTJ = -2x（噂（x）+h(X))[ l = 0 

(y＋企）（z)

を解くことで，解のなすベクトル空間の基底

1 
T/ = ¼[ /.'i?¥I ¥ l 
(y＋丑）（z)

を得る．このlocalcohomology rJは，多価ではなく一価であることに注意されたい．

オイラー作用素 Eを用いると， ETJ= (6s + 6)TJより，

s = -1 

を得る．この結果は， localcohomology rJの weighteddegreeと一致する．

以上の計算から，孤立成分<p(D) に台を持つ非自明なホロノミー D—加群は， s= -1のとき

M_1 = D/D(y + x叉z,x(x羞＋2x渇＋1))

で与えられることが分かった．

Remark 

我々が解析していたのは，元々は， 4つの零階の偏微分作用素と 4つの 1階の偏微分作用素とからなる

X=C立の連立線形偏微分方程式系であった．しかしここに与えた計算により，この偏微分方程式系が，曲

面Sの1次元の特異点集合<p(D)上で非自明な方程式系を定めるのは， s= -1のときのみであり，具体的
には， M_1で与えられることが分かったことになる．このホロノミーDー加群は，本質的に<p(D)上の確定特

異点型の常微分方程式である．
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このホロノミー D—加群は，原点 (0,0, 0)を特異点集合として持つことから， reducedbー関数に付随するホ

ロノミーDー加群で，原点に台を持つようなものが存在する可能性があることが分かる．原点に台を持つ local

cohomology解を求めるか，あるいはネター作用素 ([16,17, 22])を用いた計算を行えば， reducedbー関数の

根に付随するようなホロノミー Dー加群で原点に台を持つものを決定することができる，しかし説明が長く

なるので，本稿では，埋没成分である原点に台を持つホロノミーDー加群は扱わないことにする．論文 [23]に

計算法の説明を与えてあるので参照されたい．

例品 (x,y,z)='P(u,v) = (u,v叉研v+研）

D = {(u,v) I企＋炉＝ O}である． k=lの場合と異なり，既約である．

曲面SはS= {(x,y,z) I f(x,y,z) =砂y+2x3炉＋炉ー丑＝ O}で与えられる．定義多項式fは， weight

vector w =森（2,6, 9)に関し， weightedhomogeneousである． Dのゃによる像は

叫D)= {(x,y,z) I丑+y= O,z = O} CS  

である．

Remark 

写像叫D :D ---+cp(D)は2:1である．

さて，

Bf ~ 2 / :l,  ¥ Bf f :l,  n ¥/ :l,  ¥ Bf - = 6丑y（企＋y),―＝ （企＋ 3y）（企＋y),—= -2z 
枷 8y 8z 

より，集合 {x}はイデアルJ= (f，紐紡，紐） CK[x,y,z]の極大独立集合であり，Jの拡大Jeは

Je =（丑＋y,z) c K(x)[y, z] 

であることが分かる． Sing(S)= 1.p(D) c Xを得る．叫D)のgenericな点でのtransversalMilnor number 
は1である．

Step O fの s-parametricannihilator Annv[s] (fりを求める

B B B _,0  _.B ~ B 
E = 18s -2x~ -6y— -9z~,B= （企＋ 3y)~ -6丑y—

釦 8y 8z' 枷 By

8 8 8 8 
A1 = z— +(3x2炉＋ 3砂y)~,A2 = 2z— +(3炉＋4企y+呼）一
枷 8z'8y 8z 

を得る．先程と同様に， A1,A2 E D[s](f噂ふ鋳，膳））である．

Remark 

Bf B Bf B 
偏微分作用素Bは， B=（丑＋3y)T1-6丑yT2, （企＋y)B=―-―--―-―を満たす．

By枷枷By

Step 1孤立成分叫D)上の解析

叫D)= {(x,y,z) I Y＋砂＝ z=O}に台をもつ localcohomology 

h(x) 
TJ = [ (y＋企）（z)] E B'P(D)IX 

を考える．ただし， h(x)は末知の正則函数とする． nは

h(x),, h(x) 
(y +企）［ ］ ＝ z［ ] = 0 

(y+丑）（z） (y ＋企）（z)

を満たす．
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先程と同様に，偏微分方程式 BTJ= 0を解くことで

3 1 n = x―2 [ l 
(y＋丑）（z)

を得る．この localcohomology解は，多価解である．

ETJ = (18s + 18)TJより s= -1を得る．

孤立成分ゃ（D)での localcohomology解が， k= 1の場合は一価であるが， k= 2の場合は非自明な

monodromy構造を持つ多価解であることに留意されたい．

これから，一般の Kに対する解析結果を述べる

map germ品は，

<p(u,v) = (u,v叉uk+lv＋研）

で与えられる．集合

D = {(u,v) Iヨ(u',v')i= (u,v) s.t. cp(u,v) = cp(u',v')} 

は， D= {(u,v) I uk+1＋炉＝ O}である． Kが奇数のとき， D= D+ UD_と既約分解される．

Dの像集合はcp(D)= {(x, Y, z) I Y＋砂＋1=z=O}である．

Remark 

(1) kが偶数のとき，cplD:D---+cp(D)は2:1である．

(2) kが奇数のとき，写像'PID+:D+---+cp(D)と'PID_: fl_---+cp(D)はともに 1: 1である．

曲面 S= Im(cp)は

S = {(x, Y, z) If= x2k+2y + 2砂＋1炉＋炉ー丑＝ O}

で与えられる．定義多項式fは， weightvector ~(2, 2(k + 1), 3(k + 1))に関しweightedhomogeneous 

である．

吋 f}f t k+ 1, n ¥ t,  k+ 1 ¥ f} f ~ = 2(k+ 1)炉y(y+xK+1)- = (xK+1 + 3y)(y+xK+1) - = -2z 
釦 '8y 'Oz

より，集合 {x}はイデアルJ= (J冷ふ胎紐）の極大独立集合であることが分かる．従って， Sing(S)= cp(D) 
を待る．cp(D)のgenericな点でのtransversalMilnor numberは1である．

Step O fの s-pararnetricannihilatorを求める．

f} _,_., f} _,_., f} -,,_,, -'f} _,_.,,_ f} 
E = 6(k + l)s -2xij; -2(k + l)yi,;; -3(k + l)z西，B=（砂＋1+ 3y)ij; -2(k + 1)砂y-釦f}y -,・-・-raz・-,- •-a;ax -,·-•-;-aay 

と， A1,A2を得る．ただし，偏微分作用素 A1,A2はイデアルD[s]((fほふ給，紐）に属すので， localcoho-

mology解の計算には不必要であるので省略した．

Remark 

町 8 8f 8 
偏微分作用素Bは， B=（砂＋1+y)T1-2(k+l)砂yT2,(xk+1 + y)B =―-―--―-―を満たす．

f}y釦枷f}y

Step 1孤立成分cp(D)上での解析

イデアル D[s](y + xk+1, z)を法とした計算により

f} -,_.',_''f} B~ —砂(2x~ -2(k + l)xk+1;-+ (k + 1)) mod D[s](y＋砂＋1，z)
枷f}y

を得る．

孤立成分cp(D)に台をもつlocalcohomology class 
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h(x) 
T/ = [ (y +-~~~1)(z) ] E B,p(D)IX 

を考える．ただし， h(x)は未知の正則函数とする． nは

(y＋砂＋1）[h(x) ] = z[ h(x) ] = 0 
(y+砂＋1)(z)J ・, (y + xk+1)(z) 

を満たす．偏微分方程式Bry= 0を解くことで

ーニ 1 n = x 2 [ 
(y+砂＋l)(z)

を得る． sの値はー1である． Kが偶数のとき，nは多価解である． Kが奇数のときは，nは一価である．

原点に台を持つホロノミーD珈群をまだ求めていないが， k=l,2,3,4の場合にこれら原点台を持つホロ

ノミー D—加群に付随する reduced bー関数の因子を参考のため，以下に与える

map germ S1 

(s + 1)(6s + 8)(6s + 9)(6s + 10) 

map germ S2 

(18s + 17)(18s + 19)(18s + 23)(18s + 25)(18s + 27)(18s + 29)(18s + 31) 

map germ S3 

(s + 1)(12s + 11)(12s + 13)(12s + 15)(12s + 16)(12s + 17)(12s + 18)(12s + 19)(12s + 20)(12s + 21) 

map germ S4 

(30s + 27)(30s + 29)(30s + 31)(30s + 33)(30s + 37)(30s + 39)(30s + 41)(30s + 43)(30s + 45)(30s + 47) 

(30s + 49)(30s + 51)(30s + 53) 

4 map germ Bk 

この節では mapgerm Bk, k = 2, 3, 4,...,の像集合の reducedb-関数に付随するホロノミーDー加群の構

造を調べる．

記号'-P,D,X, S, f, J, Sing(S)等の意味は，前節と同じであるとする． Bkは次で与えられる

Bk : (x,y,z) = <p(u,v) = (u,v2,u2v+v2k+l) k = 2,,3,4,・・・

集合Dは，

D = {(u,v) I研＋v町＝D+uD_ 

と既約分解される．ただし，

D+ = {(u,v) I u＝茫｝，D_= {(u,v) I u =—炉｝

とおいた． Dの'-Pよが象叫D)は

'-P(D) = {(x,y,z) I丑＋炉＝z= O} 

である．

Remark 
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(l) k = 2mのとき叫D)= c.p(D+) U c.p(D_)と既約分解される．

このとき，写像叫D+: D+ ----+ c.p(D+)と叫D_: D_ ----+ c.p(D_)はともに 2:1である．

(2) k = 2m + 1のとき，ゃ(D)は既約である．写像叫D+: D+ ----+ c.p(D)と叫D_: D_ ----+ゃ(D)は 1: 1 

である

曲面 S=lm位）exは，

S = {(x, y, z) I x4y + 2丑yk+l+y味＋1_丑｝

で与えられる．定義多項式fは， weightvector 2(2よ＋TT(k,2,2k+l)に関し， weightedhomogeneousである．

吋 of
~=4xy（丑＋炉）ー＝ （叶＋ （2k + l)yり(x2+炉）
釦 'oy

より，集合{y}は，イデアルJ= (J，紐，給，紐）の極大独立集合であることが分かる

Step O fの s-parametricannihilator：を求める

a n_ a /nL,,¥_a  n / __ 2,  /nl_,,¥_k¥ a'--- a E = 2(2k + l)s -k正― -2y~ -(2k + l)z~, B =（丑＋ （2k + l)yk)~ -4xy~ 
釦 8y釦＇枷 8y

とA1,A2を得る．偏微分作用素 A1,A2は，イデアルD[s](f冷ふ給，紐）に属すので以下の計算には必要な

いので省略した．

Remark偏微分作用素Bは，次を満たす

0f 8 8f 8 
（x2 +yりB= -----

8y釦釦8y

Step 1 rp(D)上の解析

D[s］（丑＋y久z)を法とすると

8 8 
B 竺 2kyk~ - 4xy~ -2x mod D[s］（丑＋炉）

釦 8y

を得る． Bが定める偏微分方程式を解くことでlocalcohomology解

(i) k = 2m のとき，y―½[ ],(s = -1): monodromy 
（丑＋y2m)(z)

X 
(ii) k = 2m + 1, y―(m+1)[ ], (s = -1): trivial monodromy 

（企＋y2m+l)(z)

を得る．ただし，｛（x,y,z)Ix —炉＝ z = 0}¥{(0,0,0)}上では

]= 
（丑＋y2m)(z), X +炉（x-炉）（z)

と解釈している．｛（x,y,z)Ix +ym = z = 0}¥{(0,0,0)}上でも同様に解釈する．

sの値はオイラー作用素，あるいはlocalcohomology解の weighteddegreeから求まる．

Kが偶数のとき， localcohomology解は非自明なmonodromy構造をもっており，多価解である． Kが奇数

のときは，一価である．

k = 2,3,4,5のときの，原点に台を持つホロノミーD加群の定める reducedb-関数の因子を以下に与え

ておく

map germ B2 
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(2s + 3)(10s + 9)(10s + 11)(10s + 13)(10s + 17) 

map germ B3 

(s + 1)(2s + 3)(7s + 6)(7s + 8)(7s + 9)(7s + 10)(7s + 11)(7s + 12) 

map germ B4 

(2s + 3)((6s + 5)(6s + 7)(18s + 17)(18s + 19)(18s + 23)(18s + 25)(18s + 29)(18s + 31) 

map germ B5 

(s + 1)(2s + 3)(11s + 9)(11s + 10)(11s + 12)(11s + 13)(11s + 14)(11s + 15)(11s + 16) 

(lls + 17)(11s + 18)(11s + 19) 

5 map germ Ck 

この節では， mapgerm ck, k = 2, 3,...の像集合のreducedbー関数に付随するホロノミー D—加群の構造

を調べる． Mapgerm ckは，次で与えられる

Ck: (x,y,z) =ゃ（u,V) = (u, v2, U岱＋ukv)

集合D= {(u,v) Iヨ(u',v')i= (u,v) s.t.'P(u,v) ='P(u',v')}は， D=D。UD1とあらわされる．ここで

D。={(u,v)I u = O},D1 = {(u,v) I uk-I＋炉＝O}
である．ただし， D1は， Kが奇数 k= 2m+ 1のときさらにD1= D1,+ U D1，ーと既約分解される．

D。仄のゃによる像は，それぞれ

“つ(Do)={(O,y,O) I y EC},“つ(D1)= {(x, Y, 0) I xk-I + y = O} 

で与えられる

曲面Sは

S = {(x, y, z) I x2ky + 2xk+1炉＋x2炉ー丑＝ O}

で与えられる．定義多項式fは weightvector ~(2, 2k -2, 3k -1)に関し， weightedhomogeneousで

ある．

皇＝2ぽ＋kxk-ly)x(y+ xk-1),閾＝（3xy+k砂）x(y+ xk-1) 
より，集合｛x}はイデアルJの極大独立集合であることがわかる．

Sing(S) = 1./つ(D)= { (x, y, z) I x = z = O} U { (x, y, z) I y + xk-I = z = O} 

である．

Step O fの s-parametricannihilator AnnD[s] (Jり

{) /01- n¥.. {) f'lL 1 ¥ {) n f'l....,.. k¥ {), nt.. 2, 1-_k-L.¥ {) E = (6k -2)s -2x~ -(2k -2)y~ -(3k -1)~, B = -(3xy + xk)~ + 2（炉＋ kxk-ly)~
枷 8y 8z' 枷{)y

と
8f 8 0f 8 8f 8 8f 8 

A1＝百茄―百西'A2＝西戸―戸西

を得る． A1,A2は以下の計算には必要ないことが分かる．
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Remark 

町 8.8f 8 
偏微分作用素 Bは B= -(3xy＋砂）T1+2（炉＋ K砂— 1y)T2, （式＋i + y)B =一―-―-＋―-ーを満たす．

' 8y枷枷8y

Step 1'f!(D。)および'P(D1)上の解析

(1)'f!(D0) = {(0,y,O) I y EC}上での解析

末知函数h(x)を用いてT/= [ h(y) lとおく．偏微分作用素BはD[s](x,z)を法として
XZ 

B釘y(2疇＋3)mod D[s](x,z), 

と表せる．．微分方程式 BrJ= 0をとくことで，次を得る

1 
'fJ = y―!["'],(s=-1): k=l,2,3,・・・ 

XZ 

(2) 1P(D1) = { (x, y, 0) I xk-l + y = 0}上での解析

h(x) 
末知函数h(x)を用いてrJ= [ ]とおく．偏微分作用素Bは法D[s](xk-1, z)の下で

(xk-1 +y)z 

B竺 2x心--2(k-l)x2k-21--+ (k + l)xk-l mod D[s](xk-l + y, z) 
枷 ay

と表せる．微分方程式 BrJ= 0を解くことで

k+l 

n = x―ア[ l, (s = -1) 
(xk-1 + y)z 

を得る．この localcohomology解は， Kが偶数のとき，非自明な monodromy構造を持つ多価解であるが， K

が奇数のときは，一価である．

孤立成分上の localcohomology解が非自明なmonodromy構造をもつか否かは， mapgerm'Pの複雑さを

反映していると思われる．ここで， 2017年の OtonielNogueira da Silvaの博士論文［18]にある概念を思い

出そう．以下は [18]からの抜粋である．

Seja'P : C2---+ C邑umgerme de applicaciio finitamente determinado e considere a curva de pontos 

duplos D de'P・ A restriciio'PID : D---+(C3 e uma aplicaciio genericamente 2-a-1 

Seja Dj uma componente irredutivel de D e considere a restrii:;iio'P厄： Dj---+(C3. Observamos que 

existem dois tipos distintos de componentes irredutiveis Dj de Dem relagiio de'Pao conjunto Dj. 

Caso (a): A restrii:;iio'PID; : Dj---+(C3 e uma aplica⑱o genericamente l-a-1. Nesse caso, existe uma 
outra componente irredutivel 1入comi =/= j tal que'P(D;) ='P(Dj) e a restrii:;iio de'P a 1入tambeme 
genericamente l-a-1. 

Caso (b): A restrig函叫D;:Dj---+(C3 e uma aplicagiio genericamente 2-a-1. 

Vamos dar agora a seguinte definic;iio: 

Definicao([18]) 

(a) Se a restriciio'PID; e uma aplicaciio genericamente 1-a—1, dizemos que Dj e uma componente de 
identificac恥 deD

(b) Se a restriciio叫凡 euma aplicaciio genericamente 2-a-1, dizemos que Dj e uma componente de 
dobra de D 
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さて， mapgerm Ckでは， Kが奇数のとき， D1= D1,+ U D1,-と既約分解され，叫□＋平似，＿は compo-
nente de identificacao de D1である．このとき，叫D1)上のlocalcohomology解は，一価であり， monodromy

構造は自明である．いままで計算した mapgerm sk, Bkでも状況は同じである．

k = 2,3,4,5の場合に，（Reducedbー関数の根に付随する）ホロノミー D—加群で原点に台をもつものに対

する bー関数の因子を以下に与える．

map germ C2 

(10s + 9)(10s + 11)(10s + 13)(10s + 15(10s + 17) 

map germ C3 

(s + 1)(8s + 7)(8s + 9)(8s + 10)(8s + 11)(8s + 13)(8s + 14) 

map germ C4 

(22s + 19)(22s + 21)(22s + 23)(22s + 25)(22s + 27)(22s + 29)(22s + 31)(22s + 33) 

(22s + 35)(22s + 37)(22s + 39) 

map germ Cs 

(s + 1)(14s + 12)(14s + 13)(14s + 15)(14s + 16)(14s + 17)(14s + 18)(14s + 19) 

(14s + 20)(14s + 22)(14s + 23)(14s + 24)(14s + 25) 

6 map germ F4 

この節では， mapgerm応の像集合の reducedbー関数に付随するホロノミー Dー加群の構造を調べる．

凡は次で与えられる．

八：（x,y,z)= <p(u,v) = (u,v叉u3v+炉）

Dおよび'-P(D)は

D = {(u,v) I研＋v4= O},'-P(D) = {(x,y,O) I企＋炉＝ O}

である．曲面 S=Im位）の定義多項式fは

f(x, Y, z) = x6y + 2xザ＋炉ー z2

で与えられる．

塁＝6丑y（企＋炉），悶＝ （企＋5炉）（企＋炉）

より， Sing(S)= <p(D)を得る．

fの s-pararn.etricannihilatorA血 D[s](fりを求めると

8 8 8 8 8 
E = 30s -4x面― 6y面― 15z玩， B=（企＋5炉）面―6x`

と

of o of o, of o of o 
Al = -----A2 = -----
0xOz Oz 8x'8y 8z Oz 0y 

を得る． A1,A2は， localcohomology解の計算には必要ない．
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D[s］（企＋砂z)を法とした計算で

8 8 
B 竺—4x3~ -6x2y~ -15x2, mod D[s］（企＋砂z),

釦 8y

を得る．ゃ（D)上で微分方程式を解くことで，localcohomology解

1 
n = y―打］

（企＋炉）（z)

を得る， Sの値は， s= -1である．

原点に台をもつホロノミー D—加群に付随する reduced bー関数の因子は次で与えられる

(2s + 3)(30s + 25)(30s + 29)(30s + 31)(30s + 35)(30s + 37)(30s + 41)(30s + 43) 
(30s + 47)(30s + 49)(30s + 53) 
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