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あらまし 本論文では､Cowanによって提唱されたニューラルネットワークマスター

方程式によって確率動作するニューラルネットの解析をする一手法について考察する｡

ここでは三つの状態をとるニューロンからなるネットワークを外積表記されたニュー

ラルネットワークマスター方程式を用いて解析する｡この解析ではネットワークのモー

メントの力学階層式を導き､この階層式を近似する一方法としてネットワーク活動を

平均場の中におかれた一つ､もしくは二つの擬似ニューロンによって表現する方法を

提案する｡ これらの近似を単純な構造を持つネットワークに適用し､モンテカーロシ

ミュレーションとの比較を行なった｡

1.まえがさ

ノイズを含む､もしくは確率動作するニューラルネットワークについての研究は

近年においても盛んに行なわれている｡特に近年においてはニューラルネットワーク

を解析する手法として全体の挙動を確率動作する一つの実効果もしくは擬似ニューロ

ン (EffectiveorQuasiNeuron)の解析によって調べる研究が見受けられる(1)(2)(3)0

この論文では近年cowanによって提唱された(4)ニューラルネットワークマスター方

程式 (NeuralNetworkMasterEquation(NNME))によって表現されているモデル

において擬似ニューロンを用いた解析を行なう｡NNMEは古典力学における多体問

題のために提唱された第二量子化の定式(5)(6)を用いたマスター方程式(7)をニューラル

ネットワークに応用したものである｡マスター方程式のこのような定式化は場の理論

によって展開されている解析手法を可能にする｡以前の研究(8)においてはNNMEよ

りモーメント力学式の階層を導き､これをやや恋意的に近似することでモンテカーロ

シミュレーションとの比較を行なった｡またマスター方程式よりHeisenberg表示を

通じて､モーメント母関数をFeシnman図の組合せによって表現する手法も提案した

(9)｡ここではNNMEを因子の外積表記を用いることで定式化するとともにそれぞれ

のニューロンが3状態をとるようなシステムへの拡張を行った｡この定式化を1次元

リングのネットワークに適用し､シミュレーションとの比較を行なう0
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図1:ニューロンの状態遷移確率速度

2.ニューラルネットワークマスター方程式

まずNNMEについて簡単に触れる｡ニューロンはactive(a),re血actory(r),and

quiesce山 (q)の三つの状態をとるものとして､それぞれを三次元空間の基底ベクト
ルとして考えDiracの表記により記述する｡

Iqi,- ( " i･ .ai,- ( J i, .ri,- ( Z ) i (1 ,

これらのベクトルの内積は次のように定義される｡

< ailai>-<qilqi>-<rifri>-1, (2)

<qilai>-< ailqi>-<rilai>-< ailri>-<rilqi>-<qilri>-0･ (3)

このモデルの基礎となる個々のニューロンの状態遷移確率速度は次のように表される

と仮定する(図1).ここでαとP.はニューロン一によらない一様な定数で､C1とC2は他
の活性ニューロンからの入力の総和の関数であり活性化確率速度をしめす｡一般にこ

れらの関数 は絶対不応期による活性化確率速度の上限を反映するためにシグモイド型

の関数などを用いる｡

ネットワークのとりうる可能な状態の集合は個々のニューロンの状態ベクトルの

直積によって基底される空間tlO>)であると考える.

lO>-lvl>lv2>...lvN>, Vi-airiOrqi･
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今 pln,t】をネットワークが時刻tに状態 O にある確率と考える.そして､ネット
ワークの"ステートベクトル"を次のように定義する

l4?(i)>-∑pln,i]lO>,
(nl

(5)

ここではすべての可能な状態について総和する｡

これらの定義をもとにして(図1)の基本遷移確率速度を持つネットワークのため

のLNNMEを書くことが外積の形で書き表された演算子(10)を用いることで可能とな
る｡･ここで使われる演算子は例えば次のように与えられる｡

.I

＼J1

0

0

0

0

0

0

0

0

同

十川u

二郎<>.C4α

NNMEはこの表記を使って以下のように書ける

一芸L･(i),-Ll･(i),
ここでI.は

(6)

(7)

L-α= (･ai,(ai.-･ri,〈ail,I= (･ri,(ri.-･ai,(ri･,02(嘉,!lWi3･.a3･,(a)･L,

Ⅳ Ⅳ

i=1 i=1

+β∑tN=1(lri)(ril-lqi)(ril)+∑tN=1(lqi)(qiトIai)(qit)01(差∑,F=1Wi,･laj)(a,･I)･(8)

元は一つのニューロンへの結合の平均数であり､wi3･はjからiニューロンへの結合

の強さである｡(自己結合は無いものとする｡wii-0)このマスター方程式の形は量

子力学のシュレデンガ-方程式と類推して考えることができる｡しかし､PNln,t]は
確率分布であり､またLは全体の確率保存のためエルミート共役でないことに注目し

ておく必要がある｡

ここで ｢a十qベクトル｣を定義し､モーメント母関数をNNMEより導出する方
法を提示する｡a-r-qベクトルは次のように定義される｡

〟

(a-r-ql-Il(qi(gil+ri(ril+ai(ail)･i=1
(9)

上記の積は直積でai,riとqiはパラメ.一夕である.今､一次モーメント≪ai(i)≫,
≪ri(i)≫と≪qi(i)≫ をiニューロンが時刻 tにおいてactive,refractoryそして

quiescentである確率と定義し､高次モーメント､例えば≪riq3･ak- (i)≫ も同様に時
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刻 tにおいてiはrefractory,jはquiescent,kはactive,etcである確率であると定義

する｡するとa十qベクトルを用いてこれらは以下のように導くことができる｡

≪ ai(i)≫-(a--r--q--1fai)(ail申(i))
≪qi(i)≫-(a--r--q--llqi)(qil申(i))
≪riqjak･･･(i)≫

-(a--r--q--1lri)(ril㊨Lqj)(q3･l㊨lab)(akl- ld?(i)) (12)

ここで⑳は直積を表す｡さらに一般には

≪siSjSk- (i)≫-(a--r--q--1Isi)(sit㊨lsj)(S)･[㊨Lsk)(skl･-lq?(i)),
S=a)r)q

以上については次の性質が成り立つことは容易に示せる｡

≪ai(i)≫+≪qi(i)≫+≪ri(i)≫-1

そして

(13)

(14)

≪aZ(i)≫-≪ai(i)≫,≪rt?(i)≫-≪ri(i)≫,≪q.?(i)≫-≪qi(i)≫. (15)

さらにモーメント母関数､及びその力学式は以下のように与えられる0

G(a-,r-,q-,i)千(a-,r-,qld?(i)), (16)

一芸G(a-,r･,q･,i)-(a･,r-,qlLIW ) (17)

そしてこの母関数より各次のモーメントは次のように微分および全てのパラメータを

1と置くことで導ける｡

･ai≫-孟G(a･,r-,q-,i)la--,--q--I

･ri≫ -孟G(a･,r･,q･,i)Ia-,韓 1-

･ qi≫ -孟 G(a-,r-,q･,i)la--,--q--I

･riq3･ak･･･(i)≫-芸 孟 孟 ･-G(a･,rT,q･,i)Ia--r韓 1-
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上記の定式化は実質においてはゲルマン演算子(4)とコヒーレントベクトル (ll)を用い

て展開された以前の定式化と同等であるが､物理状態との対応づけがより明らかで

ある｡

3.モーメントの力学階層式

モーメント母関数の力学式に加えてモーメント自身の力学階層式もNNMEより

a-r-qベクトルを用いて求めることができる｡この階層式は多体問題のBBGKY階層

式と類似のものである(12)(13)｡二次モーメントまでを以下に表す｡

-孟 ≪ai≫ -α≪ai≫ -≪riO2(;,e wi3la3･,≫ -≪qiOl(;,flWijaj,≫ (22)

一芸≪ ri≫ ニーα ≪ ai≫ ･P({ri≫ +≪riO2(;,!lWija3･,≫ (23)

一芸≪qi≫ ニーP({ri≫ +≪qiOl(境 lWi3･a3･,≫ (24)

一房 ≪aia3･≫ -2α≪aiaj≫-≪riajO2(;k!lWikak,≫-≪air3･02(;k!lWjkak,≫
∂

-≪qiajOl(嘉∑F=1Wikak)≫-≪aiqjOl(嘉∑kN=1Wjkak)≫ (25)

∂
一房≪rir3･≫ =-α(≪ria3･≫+≪air,･≫)+2β≪rir,･≫

･({rir3･C2(;k;lWikak,>･{{rir3･02(;A;lW3･kak,}> (26,

一房 ≪叫 ≫ ニーα(≪aia,･≫ -≪air3･≫,IP≪ air,･≫･≪ai r jC 2 ( 嘉 k!lWikak,≫

∂

-≪rir,･C2(嘉∑kN=lWikak)≫ - ≪qir,･01(嘉∑kN=1Wikak)≫ (27)

ここでは(14)によりa,r,qのうちで一つのパラメータの消去は可能である｡
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4.階層式の近似

ここではより一般的なNNMEより導かれるモーメントの力学階層式を近似する

(trancationofhierarchy)｡階層式の近似は物理的状況を反映してヒューリスティック

に行年われることが多い.ここでは近似の結果が一つもしくは二つの平均場を通じて

相互作用するニューロンに類似する形となるような近似を行なう｡以下では (8)の

式に

cl(:,!lWi3･({ajか C2(;,flWij({a3･如 ;,f lWi,･({a3･}) (28,

の条件をつけたNNMEについて考察する｡

一次モーメント近似は通常の平均場の近似と同じである(14)｡この近似では二次

モーメントは2つの一次モーメントの積として近似され､階層式は次のように一次の
レベルで近似される｡

∂
-bi≪ ai≫=α≪ ai≫ -iUI(≪ri≫+≪qi≫)
∂
-bi≪ri≫ = -α≪ ai≫ +β≪ri≫+両≪ri≫ ,
∂
-房≪ qi≫ =-β≪ ri≫ +珂 ≪ qi≫ ,

護 1
Wt= WLA:≪ak≫ (32)

ここ で

ここでの留意点はこの近似が自己活性遷移確率速度 喝を持つニューロンの形である
点である｡

二次モーメント近似は一次モーメント近似を拡張し､その結果が平均場を通じて

相互作用する二つの擬似ニューロンの形となるように階層を近似する｡具体的にはそ

のような形となるように三次モ｢メントを二次と一次モーメントの積と近似する｡

一 房 ≪ ai≫-α≪ai≫-;,flWij(≪qia3･}jI≪ria3･≫),

∂

一 面 ≪ri≫ ニ ーα≪ai≫･- ≫弓 ,flWi,･≪ria3･≫ ,

∂

一房≪ qi≫ ニーP({ri≫ + 境 lWi3･<{qia,･≫ ,

∂
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∂

-扇≪aia3･≫=2α≪ aia,･≫一両 (≪ria31≫+≪qia3･≫)

一面后(≪air)･≫+≪aiq31≫), (36)

一芸≪rirj≫ ニーα(≪riaj≫ .≪air,･≫).2P+{rir,･≫.2両 ≪rir,･≫, (37)
∂
-bi≪air3･≫ニーα(≪ aia3･≫ -≪air3･≫)+β≪air,･≫ +可 ≪air3･≫

一両石(≪rirj≫ +≪qir3･≫)･ (38)

こ こで
〟

拓 =孟【k=1忘 m,wLk≪ak≫ +wL-]･ (39)

これはiとjニューロンが平均場 面有 と巧言を通じて相互作用する式となっている｡
ここで留意しなければならない点は､このような近似が階層式の近似として一意

に決まるものではなく､その評価は次節に行なわれるようにモンテカーロシミュレー

ションとの比較によってなされる｡

5.モンテカーロシミュレーションとの比較

前節で求められた近似をNNMEのモンテカーロシミュレーションと比較するため

に､具体例として､ニューロンがリング状に配列されたネットワークを考える｡ この

ネットワークでは､それぞれのニューロンは隣り合う二つのニューロンと相互作用し

ている (図2)0

1

=□=Ⅱ 二二
図2:リング状のネットワーク

具体的にはNNMEに次の条件を付加する｡

wi3･-(6i,i+1+∂i-1,i),(N+1≡1), 元-2, Oi(I)-WiX (40)

この条件を前節の近似に適用すればこのネットワークの一次､そして二次モーメ

ント近似を求めることができる｡ここではネットワーク全体の挙動を調べるために､
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次のように巨視的パラメータ(15)を定義する｡

xa-拒≪ai≫,Xr- 拒≪ri≫,Xq-拒≪qi≫, (41'

恥a- 諸 ≪aiai･1≫,qrr-諸 ≪riri･1≫- - 諸 ≪airi･1≫･ (42)

これらの定義を用いると一次モーメント近似は

∂
L
a

S
∂
l
飢

一

一

Xa = αX ~ W2XaXr- WIXqX a '

γ

α▲

V人

V
人

-αx+βx,+W2XqXa,

1-xa-x,.

となり､二次モーメント近似は以下のようになる｡

∂

~扇Xa
∂

一房,Yr
∂

一房11aa
∂

-5㌢7ar

∂

-扇qrr

αx I W211ar- Wl(xa-rlar-T7aa),

-αx+βx,+W277ar,

2α恥a- W277a,(xa+1)- wl(xa+1)(xa-Tlar-llaa),
1

-α(qaa-Tar)+β%T+.盲W2恥r(xa+1),
1 1

一言W2恥 Xa一言wIXa(xr-qrr-nap),

-2αqa,+2β7,,+W277,,Xa.

(43)

(44)

以下では､これらの近似より得られるxaおよびx,の力学についてのみ注目する｡ここ

ではマスター方程式のためのモンテカーロアルゴリズム(16)をNNMEにあてはめて

10000ニューロンを含むネットワークを

α-1.0,β-0.2,W1-0.01･wo,W2-0.6･wo (45)

として､woを変化させるに伴うxaとx,の挙動を調べ､一次及び二次モーメント近似

と比較した (図3)0
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ll T.Elt 28

11 T.A 28

14 TLrlE 28

H Ti.EL 28

11 Tl.lk 18

(A)

11 T.rlE 18

H Ti.zK 2B

H Tlrlt 18

ll TIIR 28

j.

′′~~一一一一一___■一一一一---

14 Tl,pt 】8

l.

′■一一一一一___I_-------ll.

LI T.IP 胡
2 1

0.l
′一一㌧､ Xrol6

I-ll_ _ _ - - - - - - -

11 TuEE 18

11 TiJtE 加
5.

′一■一一一一----Ill--------

11 TutL つ8

--､-､ 一一一一一一一一一------ Zr-

(8)

11 TA 18 14 T1.,L 廿

図3:モンテカーロシミュレーション (点)と一次 (ダッシュ線)､そして二次モーメ

ント近似 (実線)の比較 (xa(A)andx,(B))｡それぞれのグラフはwo/αの数値で
表記されている｡

この結果にあるようにより広いパラメータ範囲で､二次モーメント近似の方が一次

モーメント近似よりネットワークの力学を正しくとらえているが､パラメータによっ

ては二次モーメント近似の限界も示されている｡

6.むすび

マスター方程式による確率動作するニューラルネットワークの解析を行なう一手

法を紹介し､三状態をとるニューロンよりなるネットワーク-の応用を示したム具体

的にはモーメントの力学階層式を導きだし､一次及び二次モーメント近似を行ない単
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純なネッ.トワークについてシミュレーションとの比較した｡このマスター方程式に基

づく他の手法について､また､より複雑なネットワークの解析は別に考察されている

(17)と同時に探求中である｡
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