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1 Introduction 

ノルム空間の幾何学的構造に関連し多くの幾何学的定数が広く研究されている

ノルム空間を X,単位球面をふと表す．広く研究されている幾何学的定数の 1つ

にJames定数がある ([8]): 

J(X) = sup{min{llx + YII, llx -YII}: x, YE Sx}-

James定数は空間の単位球面の四角さを表し，以下の性質を備えている．

(i)任意のノルム空間 X に対し，J2:S J(X) :S 2 ([8]). 

(ii) J(X) < 2は，空間 Xがuniformlynon-squareである事と同値である．なお

空間 Xがunifromlynon-squareであるとは，ある o>Oが存在し， x,yE Sx 

かつ llx-YII~2(1 -o)ならばllx+yllさ2(1-o)となる事を言う．

(iii) X が内稜空間ならば J(X)=⑫  更に， dimX~3 であるノルム空間 X に

対して J(X)= J2はXが内積空間である事と同値である．

この内積空間の特徴付けにおいて，仮定 dimXミ3は除外できない.J(X) = J2 
を満たす2次元ノルム空間については [14,15]などで研究されている，

内積空間では内積を用いて 2元の直交が定義され多くの研究者により研究され

ている．ノルム空間には内積が存在するとは限らないが，ノルムに関する等式や不

等式を用いてノルム空間に拡張された直交が複数定義されている．

Definition 1. ノルム空間 X の元 x,yに対し，

xがyにBirkhoff直交する (x..ls yと表記）とは，任意の実数入に対して

llxll :S llx十入YIIが成り立つ事を ([5])'

xがyにIsosceles直交する (x..l1 yと表記）とは， llx+ YII = llx -YIIが成
り立つ事を言う ([9]).
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拡張された直交の概念についても幅広く研究が行われている ([1]等を参照）．

とある直交上がx上y⇒y上xを満たすとき，上は symmetricであると言われ
る．内積空間における通常の直交は symmetricであり，定義からノルム空間におけ

るIsosceles直交も symmetricである一方， Birkhoff直交は必ずしも symmetric

ではない

Theorem 2 ([5, 7, 10]). X をノルム空間とする.dimX 2: 3ならば次は同値：

(1) Xが内積空間

(2) X において Birkhoff直交が symmetricである

この特徴付けにおいても仮定 dimX2: 3は除外できない. Bikrhoff直交が
symmetricになる 2次元ノルム空間は Radon平面と呼ばれている ([7,16, 17]). 

Example 3. 実2次元空間に ll(a,b)II= max{lal, lbl}でノルムを与えた心を考
えると，任意の sE (0,1)に対し叫=(1,s)は e2= (0,1)に Birkhoff直交する．
しかし e2は叩に Birkhoff直交していない．

Us l_B位 (llusll::; I Us+入e2IIfor all 入€ 股），

e2 l-B Us (lle2 +入usll< lle2II for入E(-1,0)) 
in応

一方，

ll(a, b)II-」~{ max{lal, lbl} (ab 2: 0), 
lal + lbl (abさ0).

でノルムを与えた Radon平面応，1ではUsとe2が互いに Birkhoff直交する．

叫 l_B砂 (II叫 I:::::II叩＋入e2IIfor all 入€ 政），

e2 l_B叫 (II e2 I I :S: I I e2十入u』Ifor all 入€ 股）

in応，1
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ここでは， Radon平面における James定数の値を考える．なお， James定数は

Isosceles直交を用いて

J(X) = sup{llx + YII : x, y E Bx, x ..l1 y} 

と表現される．

2 Preliminaries 

今回の主結果を得るためにノルム空間に一般化された sinefunctionを利用する

内積空間 Hでは 0でない 2つの元 x,yEHに対し

s(x, y) = 1-
〈x,y〉2

llxll2IIYll2 

でsinefucntionが定義されるこうして定義される sinefunctionはx,yE嘉に

対し

11 +tyll inf X 
tElR 

と一致している．このことを基に， V.Balestra, H. Martini and R. Teixeira [3]は

一般的な 2次元ノルム空間での sinefunctionを定義した：

Definition 4 ([3, 27]). X を2次元ノルム空間とする.sine functions: Bx x Bx→ 
罠を

で定義する

s(x, y) = inf llx + tyll 
tE良

0でない 2つの元 x,yEXに対しては，

s(.T, y) = 8 (11:11'11~11) 

で sinefunctionを定義する.V. Balestra, H. Martini and R. Teixeira [3]はnon-

degenerate symplectic bilinear formや antinormの概念と組み合わせて sinefunc-

tionを研究し複数の結果を与えている例えば sinefunctionを用いて Radon平

面が特徴付けられている：

Proposition 5 ([3]). 2次元ノルム空間 X が Radon平面である事は，その空間

における sinefunctionが symmetricである事と同値．ここで， sinefunctionが

symmetricであるとは，任意の x,y EX¥ 0に対し s(x,y) = s(y, x)が成り立つ事
を言う．

主結果を得るに当たり， Radon平而における正弦定理が有用である：
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Theorem 6 (Law of Sines [3]). X をRadon平面とし， x,y,zE Sxは同一直線上

にないとする．このとき，三角形△xyzにおいて

llx -YII IIY -zll llz -xii 
＝＝  

s(x-z,y-z) s(y-x,z-x) s(z-y,x-y) 

が成立する．

また， Radon平面における Birkhoff直交上B とIsosceles直交上Iの違いも利用

する内積空間Hにおいては，内積を用いた通常の直交と Isosceles直交と Birkhoff

直交は全てが互いに同値である ([2]).しかし，一般のノルム空間ではそうではない．

Example 7. P, 
00 
においても釘=(1, 0)とe2=(0,l)は互いに isosceles直交，

Birkhoff直交しているしかし，任意の sE(O,l)に対し叫=(1,s)はVs=(-s, 1) 

とisosceles廂交するが， Vsには Birkhoff腹交しておらず， e2にBirkhoff直交する．

匹 l_I応 (11叫＋叫1=11叫ー叫I),
叫 l_Be2 (llusll~I Us+入e2IIfor all 入€ 股）

in応

また， ll(a,b)ll1 = lal+lblで定められるノルムを持つ外ではe1がw= (-0.5, 0.5) 

に Birkhoff直交するが， ll(a,b)ll2 = (lal2 + lbl2)112でノルムを与えた磨ではe1は

wに Birkhoff直交しない

e1上BW

(lle1II ::; 11釘十入wllfor all入E恥）
in昇
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e1 J-B W 

(II釘＋入wll< lle1II for入E(0, 2)) 
in£~ 

このように，一般のノルム空間 X に拡張された直交概念はそれぞれ同値ではな

く，更に拡張された直交は空間 X のノルムに依存するそこで直交の違いを各空

間で計量する定数が複数定義研究されている．

D(X) = inf {i聾＋入YII:x,y E Sx,x上rY},
D'(X) = sup{llx + YII -llx -YII : x, y E Bx, x上By},

BR(X) = sup { llx + YII -llx -YII : x, y E X, x, yヂO,x上By}
IIYII 

BI(X) = sup { llx + YII -llx -YII : x, y E X, x, yヂO,x上By}'
llxll 

I B(X) = inf { inf入E照llx十入YII
llxll 

([13, 22, 25]等を参照）．

: x, y E X, x, y -/= 0, x上Iy} 

ここでは IB(X)を利用する一般に 1/2さIB(X)S 1が成立し， IB(X)= 1 
は空間 Xが内禎を持っている事と同値である．また Dunkl-Williams定数 [12]

llxll + IIYII x Y 
DW(X) = 8tip { llx -YII llxll―IIYII : Oヂx,yE X,x # y} 

との間に等式 IB(X)DW(X) = 2が成立するので， 1/2< IB(X)は空間 X が
uniformly non-squareである事と同値である.Radon平面における IB(X)の値に

関し次が得られている：

Theorem 8 ([23]). X をRadon平面とする．このとき 8/9さIB(X):S 1. 

Proposition 9 ([23]). X をRadon平面とするこのとき， IB(X)= 8/9は単位
球が affineregular hexagonである事と同値である．
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3 Restults 

Isosceles直交する x,yE Sxを取り Z=-Xとして Radon平面における王弦定

理を適用すると

llx -YII llx + YII 2 2 
= = < 

s(x,x+y) s(x-y,x) s(x+y,x-y) -IB(X) 

を得る事が出来る．更に Radon平面において sinefunctionはsymmetricなので

s(x,x+y) =s(x+y,x) =翌'11::~11 +入x ::; (llx+yll)-1. 

こうして次の定理が得られた：

Theorem 10 ([24]). X をRadon平面とする．このとき， v'2::;J(X) ::; 3/2. 

また下記も成り立つ：

Theorem 11 ([24]). X を Radon平面とする．このとき， J(X)= 3/2は単位球

が affineregular hexagonである事と同値である．

Remark 12. 先述の通り [14,15]等で J(X)= v'2を満たす2次元空間が研究さ
れているほか， p-ノルムを与えた 2次元空間¢ のJames定数がpの値に応じ連続

的に変化する等， Radon平面ではないが J(X)::; 3/2を満たす 2次元空間も存在

する．

また， [24]ではとある Radon平面の classにおける James定数の明確な値も得

られた．

4 In a practical class of Radon planes 

2次元ノルム空間とその共役空間の単位球面を連結することでRadon平面を形

成できる ([7,16, 17])ので，配上 absolutenormalizedノルムと対応する凸関数に

より無数の Radonを考える事ができる．

実2次元空間配上のノルム II・IIが absoluteであるとは，任意の (a,b) E配

に対し ll(a,b)II = ll(lal, lbl)IIが成り立つ事を， normalizedであるとは 11(1,0)11 = 
11(0, 1)11 = 1を言う．具体例として，

ll(a, b)II, ~{ (lal'+ lb叫 (1:5 p < oo), 
max{lal, lbl} (p = oo). 
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はabsolutenormalizedノルムである.absolute normalizedノルム II・IIIま，ゆ(t)= 

11(1-t,t)II及び

ll(a, b)II~{ (lal + lbl)心Cai'!lbl) ((a, b)ナ(0,0)),

0 ((a, b) = (0, 0)) 

の関係式により，

心(0)=ゆ(1)= 1, max{l -t, t} :s; 心(t):s; 1 (Vt E [O, 1]) 

を満たす [O,1]上の連続凸関数心と一対ーに対応する ([6,26]). 配上の absolute

normalizedノルム全体を AN2,

心(0)=心(1)= 1, max{l -t, t} :s; 心(t):s; 1 (Vt E [O, 1]) 

を満たす [O,1] 上の連続凸関数全体を動と表記するまた心€ 叱：と対応してい

るabsolutenormalizedノルムを I・II心とそのノルムを持つ配をだと表す．ゅ

ゆ€ 叱に対し dualfunctionゆ＊を

心*(s)=sup{st+(lー(:rl-t):t E [0,1]}, vs E [0,1] 

で定義するこのとき炉€ 動であり， II・Iいは II・ 伽の dualノルムになる，っ

まり(£!)*は佑と等距離同型である ([18,19, 20]). また 1/;(t)=心(1-t)とする．

心＊＝（炒）であるので炒＊と表記する．

心，ゃ E動に対し，

ll(a,b)Iい~{ ll(a, b)IIゅ (ab:>0) 
ll(a, b)ll'P (ab :s; 0) 

でノルムを与えた配を Day-James空間信，中と表現する.Day-James空間ぇ心＊
がRadon平面となる．

(3 E [1/2, 1]に対し kf3= (l -(3)/(3とし，加=max{/3, 1 -t, t}とする対応す

るabsolutenormalizedノルムは

ll(a, b)IIゆ,~{~ilal + lbl) i~~I~ ~11::i~k;;'lal), 
lbl (lal :s; kf3lbl)-

となる.dual functionを計算すると

Lemma 13 ([21]). (3 E [1/2, 1]に対し，加の dualfunction心；は

叫~{ (! -s) + k,s (0 <: s <C'. 1/2), 
kf3(l -s) + s (1/2 :s; s :s; 1). 

で与えられる．
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Proof. s, t E [O, 1]に対し

f(s, t) = 
st+ (1 -s) (1 -t) 

臼(t)

とすると，任意の sE [O, 1]に対し 1/Ji(s)= maxtE[0,1] J(s, t)である．
〇:Stさ1-(3のとき，加(t)= 1 -tであるから，

1-s+(2s-l)t s 
f(s,t)= =-(2s-1)+ 

1-t 1-t 

と変形でき， J(s,t)はtに関し増加する．

1-(3:St:S/3ならば，

J(s, t) = 
1-s+(2s-l)t 

(3 

なので， f(s,t)はs:S 1/2のときに tに関し減少し， 1/2:S sのとき tに関し増加

する

(3:St:Slの場合を考えると四(t)= tより

1-s+(2s-l)t 1-s 
J(s, t) = = (2s -1) + 

t t 

なので， J(s,t)はtに関し減少する．

以上より， sE [O, 1/2]に対しては

s 
叫s)= f(s, 1 -/3) = 1 -2s + -= 1 -s + kfJs, 

/3 

s E [1/2, l]に対し

1-s 
ぢ(s)= f(s,/3) = 2s-1 + = kfJ(l-s) +s 

/3 

である

ll(a, b)IIゅ;= (lal + lbl)ゆ;Call~lbl) ((a,b) -1-(O,O)) 

より

Lemma 14 ([21]). (3 E [1/2, 1]に対し， II・II心f3の dualノルムは II・IIゅ；は

ll(a, b)II心;~{ lal +k,lbl (lbl <; lal), 
kf31al + lbl (lalさlbl)-

で与えられる．

仁l
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従って Radon平面 R, ~ *は
咋，ゆf3

II (a, b) IIゆ/3,1P';J= 

lal 

/3(1al + lbl) 

lbl 

k13lal + lbl 

lal + k13lbl 

(ab~0, lbl S k13lal), 
(ab~0, k13lal S lbl S k-;i11al), 
(abミ0,lal S k13lbl), 

(abさ0,lal S lbl), 

（ゆ：：：：：o, lbl s lal)-

で計算されるノルムを持つ．

/3 = 5/6, /3 = 5/9の場合における Radonplane e叩西＊の単位球面

この Radon平面における James定数を以下のように計算できた：

Theorem 15. 1/2 :::; /3 :::; 1に対し灼=(1-/3)//3とするこのとき Radon平面

虹如
e -• の James定数は

叫，紛/)=max{
1+2炉 3/3-2伊ー2+ 4/3 + /32} 
2/3'1 -/3 + /32'-1 + 2/3 + /32 

1+2炉
2(3 

3(3 -2笠
1 -(3十伊

-2 + 4(3十虎

-1+2(3+伊

9

9
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Radon 平面の一例なので定理 10 より v'2~J(£ゅ13,,f/3*)~3/2 が成り立つが，こ
の計算結果より任意の (3E [1/2,1]で v'2< J(£ 咋，ゆg～＊）である事， (3= 1/2,1の場
合のみ 3/2に一致する事が確認できる
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