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合流型の確率的推移をもつ決定過程問題について

1 はじめに

九州工業大学・大学院工学研究院藤田敏治

Toshiharu Fujita 

Faculty of Engineering, Kyushu Institute of Technology 

ノンシリアル動的計画における推移法則の一つである合流型推移 (ConvergingBranch Systems) 

では，一般に複数の初期状態が与えられ，途中で合流を繰り返した後，最終的に一つの終端状態

へ達してシステムが終了する．本報告では，この推移において（初期状態以外の）各状態が確率的

に生じる場合を考え，決定過程問題として定式化し，動的計画法による再帰式（最適方程式）を

導く．この種の問題では，部分問題の構成方法により幾種類かの再帰的解法が考えられるが，こ

こでは， 1状態変数ずつ追加する形で部分問題を構成し，再帰的関係式による解法を与える．

2 定式化

合流型の確率的推移をもつ有限段決定過程間題を考える．合流型推移においては，複数の初期

状態があり，状態推移の過程で合流し，最後は 1つの終端状態に達しシステムの終了となる．推

移の過程では，一般に，状態とそれに対する決定の複数の組に対して，次の状態が確率的に生じ

る．そして，各状態とそれに対する決定に対し利得が与えられ，すべての利得の和を目的関数と

し最大化することが目的である．

まず，

X:  有限状態空間 (X=J¢) 

U:  有限決定空間 (U=J¢) 

とし，状態変数を x1,x2, ... , XN (N > 2)であらわし，最初の C個x1,x2, ... , xc (1 < C < N) 
は初期状態， XNは終端状態とする．各状態 Xnが実際に取りうる範囲を XnCXとおく．また，

Un :Xn→ 2八{¢}(n = 1, 2, ... , N -1)は，状態 XnEふに対し選択可能な決定全体をあた
えるものとし，各状態 XnE Xn (n = 1, 2, ... , N -1)に対し，選択した決定を UnE Un(xn)で
あらわす．このとき，

在： Gr(Un)→ R: 状態 Xnに対し決定 Unを選択した際の利得 (n= 1, 2, ... , N -1) 

k: XN→ R:  終了状態 XNに対する終端利得

とする．ただし，

Gr(Un) = {(xn,Un) lun E Un(Xn), Xn E Xn} 

である．

状態推移に関しては，

1 匂が Xiの次の状態）

匂＝ ｛。 （その他）．



185

とおき，推移行列 E= (eij) E {0, l}NxNを定め，合流型確率的推移法則を

四 (・I〈Xm,U叫mEin) n = C + 1, C + 2, ... , N 

であらわす．ただし，

Ij = {i I eij = 1} j = C + 1, C + 2, ... , N 

であり（便宜上， j= 1, 2, ... , Cに対しては Ij=¢ とする），また，添え字集合l={m1,m2, ... , 

ffiM} (四＜匹<・ • ・< ffiM)に対し，状態と決定の相互列：

Xm1, Umi, Xm2, Um2, ・ ・ ・, XmM, UmM 

を〈Xm,U叫mEJとあらわす．すなわち，状態と決定の列〈Xm,U叫mEinが与えられたとき，次状

態 Xnの生じる確率が条件付確率四(xnI〈Xm,U叫mEin)であり，

区 Pn(XnI〈Xm,U叫mEin)= 1 V 
XnEXn 

が成り立つ．以後，この推移を

％～四(.I〈Xm,U叫mEin)

とあらわす．

このとき，考える問題は，次の期待値最大化問題である．

〈Xm,U叫mEin

(P) Maximize E [r1 (x1墨1)+乃(x2墨2)+・ ・ ・+ rN-I(XN-l, UN-I)+ k(xN)] 

subject to Xn ~四(・I〈Xm,U叫mEin) n = C + 1, C + 2, ... , N 
Un E Un(Xn) n = 1, 2, ... , N -1. 

目的関数は，初期状態 x1,x2,... ,xc, 決定 u1,u2, ... , UN-l (un E Un(xn))および確率的推移

法則 PC+l,PC+2, ・ ・ ・, PNにより以下のように定まる：

E[r1(x1,u1)十乃(x2,u叫＋・・・十rN-I(XN-l,UN-l)+k(xN)] 

区 [ri(x1,u1)+乃(x2墨2)+・・・十rN-1(XN-1,UN-i)+ k(xN)] 
xa+1, xa+2, .. ,, XN 

xpc+1(xc+1 I〈Xm,Um〉mEio+1)Pc+2(xc+2 I〈Xm,Um〉mEI0+2)・ ・ ・PN(XN I〈Xm,Um

例 2.1図1で表される合流型状態推移をもつ決定過程問題について考える．まず，状態数につ

いては N = 9であり状態変数は xぃX2,X3, X4, X5, Xも町， Xg,Xg, 初期状態は 0=5で

XI, X2, X3, X4, X5, 終端状態は Xgとおく．各状態 Xn(n = 1, 2, ... , 8)に対応する決定は Un

で，利得は Tn(Xn,匹） (n = 1, 2, ... , 8), 終端利得は k(x9)となる（圏 2参照）．

また，図 2において

Ii = 12 = h = 14 = h =¢ 

h = {4}, h = {1, 2}, 18 = {5, 6}, 19 = {3, 7, 8} 
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凸

〇：状態 ▽：決定 □：利得
固 1:合流型状態推移圏 1

附 N=9

• 
T5 Tn = rn(Xn, 叫）

圏 2:合流型状態推移阿 2
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であり，状態推移は

で与えられる．

咋~PG(・X4, U4) 

巧~p7(. x1, u1, x2, 四）

⑬ ~ Ps(・X5, U5, X5, 四）

Xg ~ pg(・Xぁ U3,X7, U7, Xふ四）

このとき，所与の Xn(n= 1, 2, 3, 4, 5)に対し

E [r1 (xぃ町）＋乃（四，四）＋・・・+rs(外叫+k(x9)] 

を最大化する決定 Un(n = 1, 2, ... , 8)の与え方（政策）を求めることが目的である． ロ

3 部分問題群の構成

部分問題群の構成法を与える．終端状態のみを含む部分問題（式）から開始し，順に 1状態ず

つ付け加えた部分問題を構成する．ある時点で付け加えられる状態は，その状態からの推移先す

べてがが直前に構成された部分問題に含まれていなければならない．よって，初期状態は最後に

付け加えられることとなる．なお，もし各時点において付け加えることができる状態が複数ある

場合，その中から任意に選ぶことができるものとする．具体的な構成手順は以下のとおりである．

最初に

fa= N, JN = {jN} (= {N}) 

とおく.jn (n = N, N -l, ... , 1)は，付け加える状態の添え字を表す．よって JNの値 N は
最初に考える（付け加える）状態が XNすなわち終端状態であることを意味する．添え字集合

Jn (n = N, N -1, ... , 1)はその時点で，部分問題に含まれるすべての状態の添え字集合をあら
わす．

次に， n= N -1, N -2, ... , 1に対し

En = {j E Jn+l I j > C, Ij ¥ Jn+l c/=叫

とおき， lE En に対し（任意に選んでよい）， J五 E~ハJn+lをとり，
Jn = Jn+l U {jn} 

とおく．さらに

とおく．

Kn = {j E En I Ij n Jn =¢} 

Ln = {j E En I Ij n Jn i=¢} 

Mn = (LJ lj) ¥ Jn 
jELn 
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このとき， (N-n+ 1)個の状態変数｛叩hoれを含む部分問題群は次のように与えられ，その
最適値を値関数 vinとおく：

v1N (xJN) = k(xJN) xJN E XJN (1) 

凸（知；〈％〉mEKn,〈Xm,Um〉mEMn)

m邸 Ehn(Xjn,uin)+rin+l(xin+uUin+l) + (2) 
Ujn'UJn+l'…, UJN-1 

... + riN-1 (x訊 i,U証 i)+ k(知）］

Xjn E Xjn, Xm E Xm (m E Kn), (xm氾m)E Gr(Um) (m E Mn) 

n = N -1, N -2, ... , 1, 

N-1 

ただし， LJ Li= {li,l2, ・ ・ ・,ld}とおくとき
i=n 

E[圧 (xjn,Ujn) + rin+l (xin+u Ujn+l) + ... + k(xfa) l 

▽‘] x1,,x12,・・ ぶld
｛巳(xjn,uin)+い(x五+uい）＋・ ・・+k(xiN)]

囁 (x1iI〈Xm,Um〉mEiz)P1,(x12I〈Xm,Um〉mEJz2)・・ ・Pld (叩|〈Xm,Um〉mEizd)}

である．

なお，部分問題の構成手順から必ず，式 (1)は

び(xN)= k(xN) XN EX兄

n=lに対する式 (2)は， K1= M1 =のから

炉 (xj,;〈Xm〉mEK1,〈Xm,Um〉mEM1)=砂（い

となり，この右辺は与えられた問題に一致する．

例 3.1例2.1で扱った合流型の確率的状態推移をもつ決定過程問題について考える（図2参照）．

最初に， N=9より， jg= 9, Jg = {9}を得る．これより

泣(xg)= k(xg) 

と定まる．

次に， n=N-1=8に対し

恥={jEJglj>5,Ij¥Jg=J叫．

ここで j= 9 E Jgに対し， lg={3, 7, 8}より lg¥Jgヂの．ょって

Es = {9} 

である．ここで， l=9E恥をとり， lg¥Jg = {3, 7, 8}から， (3,7, 8のいずれでもよいが，例

えば） js = 3をとる．そして

Js = Jg U {3} = {3, 9} 
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と更新する．さらに

応={j E Es I Ij n Js =叫=¢

Ls = {j E Es I Ii n Js #¢} = {9} 

島=(LJ Ij) ¥ Js = lg¥ Js = {7, 8} 
jELs 

を得て，部分問題：

悦(xぶ巧，町，咋，四） maxE[乃(xふ四） + k(xg)] 
U3 

が定まる．

同様にして， n=N-2=7に対し，

B1 = {j E Js I j > 5, Ii ¥ Jsヂ<P}= {9} 

となり，折 =7を選べば，

さらに

み=Js u {7} = {3, 7, 9}. 

K1 = {j E B1 I Ii n h =叫=<P 

L1 = {j E B1 I Ij n hヂ叫={9} 

島=c~7 Ii) ¥ h = lg¥ h = {8} 
より，次の部分問題が

屈（町；窃，四） = max E[行(x□1) +乃(xa心） + k(xg)] 
U3, U7 

と定まる．

以後， n=lまで繰り返した結果を表1に示す．

n = 6, 5, 4, 3, 2, 1に対応する部分問題は，それぞれ以下のようになる：

岱(xs;町）＝ぷ翌3E[rs(xs製）＋巧(x7,u7)+乃(x3,u3) + k(xg)] 

vl(, じ1;xs,x2,u2) = max E[ri(: じ1,u1) + rs(xs, us)+ r7(冗7,u7)+r3(x3,u3) + k(xg)] 
u1,ug,u7,u3 

v2(x2; xs) = max Eh(x2, u2) + r1 (x1, u1) + rs(xs, us) + r1(x1, U7) + r3(x3, u3) + k(xg)] 
u2,u1,us,u7,u3 

岱（咋；窃，麻） = max E[叫％叫＋乃（四，四）
u5,u2,u1,us,u7氾3

十門(x1,1打）＋乃i(xs,1伶）＋巧(x7,U7)十乃(x3,1伶） + k(x9)] 
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I n Bn jn Jn Kn Ln Mn 

N=9 ， {9} 

8 {9} 3 {3, 9} ¢ {9} {7, 8} 

7 {9} 7 {3, 7, 9} <p {9} {8} 

6 {7, 9} 8 {3, 7, 8, 9} {7} {9} ¢ 

5 {7, 8} 1 {1, 3, 7, 8, 9} {8} {7} {2} 

4 {7, 8} 2 {1, 2, 3, 7, 8, 9} {8} {7} qJ 

3 {8} 6 {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9} <p {8} {5} 

2 {6, 8} 5 {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9} {6} {8} <p 

1 {6} 4 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} qJ {6} qJ 

表 1:繰り返しの結果

炉(x□6) max E[店(x5墨5)+乃(x5直）＋乃(x2墨2)
u5 ,ue,u2,u1 ,ug,u7,u3 

+r1(x1, 町）＋叫窃氾）＋巧（町，町）＋叫邸，叫+k(xg)] 

v4(x4) = max E[r4(x4, 叫＋叫5,u5)+府（％叫＋叫2四）
u,,u6,U5 ,u2,u1 ,us,u7,u3 

+r-1(冗1,1打）＋乃;(xs,1侶）＋巧（冗7,u7)+乃(x3,u3) + k(xg)]. 

4 再帰式

前節で定めた最適値関数 v丘に対し，次の再帰式が成り立つ：

定理 4.1

v1N(xfa) = k(xfa) 

(i) j五が ejnh= 1なる hに対し， hnJn+iナのを満たすとき

凸（知；〈％〉mEKn,〈Xm,Um〉mEMn)

口

(3) 

=~J:;X bn(Xjn,Ujn) +vjn+'(xjn+l; 〈%〉mEKn+l'〈Xm,U叫mEMn+1))] (4) 

巧nEX五, Xm E Xm (m E Kn), (xm,um) E Gr(Um) (m E Mn) 

(ii) j五が e五h=lなる hに対し， hn Jn+l = <pを満たすとき

凸 (xjni〈X叫mEKn,〈Xm,U叫mEMn) (5) 

=~;:;x[圧 (x年 'Ujn) 十〉凸+'(xjn+1i 〈Xm 〉 mEKn+l> 〈Xm,Um〉mEMn+1)Ph(x川〈Xm,U叫mEh)]
咋 EX

XjnEXjn, XmEXm(mEK砂 (xm墨m)E Gr(U:』 (mEM砂

なお， n=N-1のときは h=Nかつ JN= {N}より hn JN =¢ となるため，必ず (ii)に該
当する．
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証明 【(i)の場合】 (n:S: N -2の時のみ考えればよい）

J五が ejnh= 1なる hに対し， hnJn+1#¢ を満たすとき，

N-1 

Ln C LJ L; 
i=n+l 

N-1 N-1 

が成り立ち， LJ L; = LJ L; = { li, l2, ・ ・ ・ 山｝とおく．このとき
i=n i=n+l 

vln (xjni〈X叫mEKn,〈Xm,Um〉mEMn)

max Eに(Xjn,Ujn)+い(x五十,,ujn+i)+k(xfa)] 
... ,u・ u;n,u払+1'JN-1

max L (hn(Xjn,ujJ+rjn+l(x五+1,Ujn+1)+・ ・ ・+ k(xfa)] 
u年，u五+1'…，UjN-1Xz,,Xz2, …，叫

xpz,(xz,I〈Xm,U叫mEI11)Pl2(X!2 I〈Xm,U叫mEI12)... Pld (叩|〈Xm,U叫mEI1d))・

N-1 N-1 

LJ Li C Jn+Iより jn(/_ LJムなので
i=n i=n 

凸 (xjn;〈X叫mEKn,〈Xm,U叫mEMn)

= max { 
u,n ,uJn+l, …,UjN-1 

圧 (Xjn,Ujn)+ 区 (hn+l (xjn+l'u五+1)+・・・十 k(xfa)]
叩,,x12,…，叫

囁 (x1iI〈Xm,U叫mEI11)Pb(Xゎ1〈Xm,U叫mEI12)・・ ・Pld (叩|〈Xm,Um〉mEい）｝
max{rjn(Xjn,u・.  "" 
U丘

1J+ max L (hn+1(Xjn+1'Ujn+1)+ +k(x 
u、•1n+l' ... ,u 1N-1 

]N)] 
叫1,x12, …, xzd 

噂 (x1iI〈Xm,U叫mEI11)Pl2(叩|〈Xm,U叫mEI12)... Pld (叩|〈Xm,Um〉mElid))}

max{乃n(Xjn,Ujn)+ max E[r・X U・...  u・,u・Jn+1(Jn+P Jn+1)+ +k(xfa))} 
Ujn Jれ+1,・・・1N-1

守 bn(xjn, UjJ + vjn+l (xjn+l; 〈%〉mEKn+l'〈Xm,U叫mEMn+1)]・

ロ

【(ii)の場合］

(ii-a) n = N -lの時
n=N-lのとき， h=Nかつ JN= {N}より h n JN =¢ となるため，必ずこちらの場合に

該当．また，

ふ={N}, BN-1 = {N}, JN-1 = {XN-1, N} 

より

KN-1 = <P, LN-1 = {N}. 

よって，部分問題：

vN(xN) = k(xN) 

vJN-1 (xiN-1; 〈Xm,U叫mEMN_,) = max E [riN-i (xfa_,, Ufa_,)+ k(xiN)] 
UjN-1 
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に対し

vJN-l(xiN-1; 〈Xm,U叫mEMN_,)

＝四:~bN_,(xjN_,,ufa_,) + L v汀邸）PN(x州〈Xm,U叫mEIN)]
XNEX 

を示せばよい．
N-1 

U Li=LN-1={N}より
z=N-1 

VJN→ (xiN-lj〈Xm,U叫mEMN_,)

umax [苫 [riN-1(xfa_,, UjN_,) +応）]PN(XN I〈Xm,U叫mEI砂］
1N-1 

四~[rfa_,(xfa_,,uiN-,)+苔k(xN)PN(XNI〈Xm,U叫mEI砂］
max [rfa_,(xfa_,,uiN-,) + Lバ邸）PN(x州〈Xm,U叫mEIN
UjN-1 

) ] 
邸 EX

(ii-b) n .:; N -2の時

ルが ejnh= 1なる hに対し， hnJn+i=¢ を満たすとき，

N-1 

Ln ¥ (~ 日1ム） = {h} 
N-1 N-1 

が成り立つので， LJ Li = { li, 12, ・ ・ ・ 山｝とおくと， U Li={l1,l2,・・・,ld,h}である．よって
i=n+l i=n 

vln (知；〈X叫mEKn,〈Xm,U叫mEMn)

max Ebn(Xjn,ujJ+r五+1(x年+1,u五+1)+k(xjN)
誓 Ujn+l'…，u釘V-1

］ 

max 
u,n,uJn+l'…, UjN-1 

L (に(x知'Ujn)+い(xjn十,,u五十1)+・ ・ ・+ k(xjN)] 
叩1'・・・，叫ぶh

囁 (xz,I〈Xm,U叫mEI叶.."Pld(叩|〈Xm,U叫mEii)Ph(XhI〈Xm墨m加叫）．
N-1 N-1 

LJ Li C Jn+Iより jn</. LJムなので
i=n i=n 

凸 (xjni〈X叫mEKn,〈Xm,Um〉mEMn)

= max {rjn(Xjn心） + L (hn+i(X五+1,Ujn+i)+・ ・ ・+ k(xfa) 
u年，Ujn+l'…,UjN-1 

］ 
X/1'・・・，叫ぷh

囁 (xiiI〈Xm,い〉mEI11)・ ・ ・Pld (叩|〈Xm,U叫mE11)Ph(xhI〈Xm,U叫mEJ砂）｝
max{広 (Xjn,Ujn)+ max 
Ufo U拓+1'…，UJN-1

区（［い(xjn+1'u五+1)+・ ・・+k(xfa)]
Xtl, …，Xtd,Xh 

囁 (xiiI〈Xm,U叫mEI11)・・.pzd(叩|〈Xm,U叫mEii)Ph(XhI〈Xm,Um〉mEJり）｝
max{広 (xjn,ujJ+ max 
Ufo Ujn+l , ... ,u 

I: I:([い (x五+1,u年+1)+・・・十 k(xfa)]
lN-1 

咋 X!1,…, X!d 

汎 (xiiI〈Xm,U叫mEI11)... Pld (叩|〈Xm,U叫mEJ1d))四 (xhI〈Xm,U叫m叫｝．
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h n {jn+l,jn+2, ・ ・ ・,jN-1} = qJより

vln (xjni〈X叫mEKn,〈Xm,U叫mEMn)

max{圧 (xjn,Ujn)+L(max E[r (x・u 
Ufo Xh 叫,, ••• ,u1N-1 

Jn+l ]n+l'Jn+l) + 

・ ・ ・+ k(xfa)])狐 (xhI〈Xm,Um〉mEJ砂｝
max [乃n(x丘, • 
U丘

Ujn) + f凸 +'(xjn+1i〈X叫mEKn+l'〈Xm,U叫mEMn+1)Ph(叫〈Xm,U叫mEh)]
口

例 4.1例3.1で定義した部分問題群に対し再帰式を求める．まず，

泣(xg) = k(xg). 

次いで， v9(xg)と

岱（四； X□7心叫=~亭 E[乃（硲，叫+k(x9)] 

の間の再帰式だが，このとき，応 =3に該当し， e39= 1 (すなわち h= 9)なので lgn Jgが空
集合か否かが問題となる．実際， 19= {3, 7, 8}, Jg = {9}であるから lgn J9 =¢. したがって，
定理の (ii)の場合となり再帰式は

岱(x立 7,u7心8退） =~ はx(土 3墨3)+L 袂(xg)pg(xgI x3, u□ 7, U7, Xg製））
XgEX 

が成り立っ．

次に，研（叩；X7,U7心8墨8)と

訊（町；X3殴） = maxE[巧(x1,u1)+乃(xふ四） + k(x9)] 
U7氾3

の間の再帰式について考える．このとき， h= 7に該当し， e79= 1 (すなわち h= 9)である．
lg = {3, 7, 8}, Js = {3, 9}より lgn Js =I=¢ となり，今度は定理の (ii)の場合となる．ょって次
の再帰式を得る：

訊(x1泣8墨s) = max {r7(町，町）＋悦（勾；X7, U7, XS, 四）．
U7 

） 

以後，同様にして再帰式群：

岱(x糾町）

1 
V (x1; X2墨2,窃）

炉（四；窃）

6 
V (X6i X恥％）

炉（窃；咋）

v4(四）

max (rs(xs, 叩）＋研（町；xs,us)) 
us 

m亭 (r1(x凸）+L岱(xs泣7)p7(町 IX1, U1心2,u2)) 
X7EX 

max(r2(四，匹）＋計(x1;x2, u2心s))
u2 

mざ（叫6,u5)+ L 役（四；窃）Ps(邸 IX5, U5, 咋，％））
x廷 X

max(土 5,廊）＋岱（咋；窃，廊））
U5 

~~(r4(x4, 四）+L炉（咋；x5)p5(x5 I x4, 四）
咋 EX

） 
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を得る． ロ
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