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Modular law through GKM theory 

大阪公立大学佐藤敬志

Osaka Metropolitan University 

1 Introduction 

Hessenberg functionというもので添字付けられた代数的対象の族が、ある 3項間

漸化式を満たすとき、その族は modularlawを満たすという。 Hessenbergfunction 

にはindifferencegraphというグラフが対応し、 modularlawはそのグラフに関す

るdeletion-contractionformulaのqー類似と見ることができる。このような意味で

modular lawは自然な法則であり、様々なところに現れうる。

Indifference graphの彩色対称関数の族はその 1つである。また、 Hessenberg関数

に対応する regularsemisimple Hessenberg多様体という varetiesの族がある。これ

のコホモロジーには対称群が作用し、次数付き表現と見ることができる。このコホモ

ロジーの族も modularlawを満たす。そして、実はその 2つの族は(involution込み

で）全くの同一のものであることがmodularlawを通して理解される。組合せ論的な

対象と幾何学的な対象が結びつく軍要な定理である。

本稿では、 modularlawについて概説した後、 regularsemisimple Hessenberg多様

体のコホモロジーがmodularlawを満たすことを説明する。この説明には GKM理

論と呼ばれる、 トーラス作用の固定点と 1次元軌道から空間のコホモロジーを決定で

きるという理論を用いる。

ここで、彩色対称関数と regularsemisimple Hessenberg多様体のコホモロジーと

の対応関係の歴史について述べておこう。この対応関係は ShareshianとWachs[10] 

により予想され (2014年arXiv,2016年出版）、 BrosnanとChow[3] (2015年arXiv,

2018年出版）、および Guay-Paquet[5](2016年 arXiv,未出版）により独立に示さ

れた。 2022年に AbreuとNigroがmodularlawの一般論を整理し [1]、それを用い

てKiemとLeeが2024年に対応関係の初等的な証明を与えた [8]。筆者は枡田幹也氏
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と堀口達也氏との共同研究でこの初等的な証明を GKM理論に触発されたアイデア

を用いてより簡単なものとした［7]。これは通常の GKM理論の範疇を超えた証明で、

GKM理論の 1つの拡張の方向性を示している。

2 組合せ論的な対象

この節では、本稿における組合せ論的な登場人物である彩色対称関数と modular

lawについて解説する。

2.1 indifference graphとその彩色多項式

まずは、 Hessenbergfunctionとindifferencegraphを定義しておこう。本稿では、

[n]で1から nまでの自然数の集合 {1,2,...,n}を表す。

定義 2.1.Hessenberg function h: [n]→[n]とは、任意のjE [n]で

h(j) ~ h(j + 1)および h(j)2::j 

を満たす関数のことである。ただし、j=nのとき、前者の条件は考慮しない。

Hessenberg function hをその値の列 (h(l),h(2),..., h(n))で表すことにする。さ

らに hを次の図のように対角線以下の箱と対応させた絵でも表すことにする。対応す

る絵ではj< i ~ h(j)を満たす(i,j)—成分の箱がある。
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後に説明する Hessenberg多様体は旗多様体の subvarietyであり、この絵は (A型

の）ルート系の部分集合を表している。旗多様体はルート系と深い関わりがあるが、

Hessenberg多様体はある意味でルート系の対称性を崩して得られる subvarietyで

ある。

定義 2.2.Hessenberg function h: [n]→[n]に対するindifferencegraph Ghとは、
頂点集合が[n]で、辺集合が{(i,j)I j < i :S h(j)}であるグラフである。

つまり、辺が Hessenbergfunctionを表した絵の箱に対応している。辺を通常の

{i,j}ではなく、(i,j)と書いたのも箱と同一視したいからである。簡単な具体例を図

2に描いた。実際にindifferencegraphを有向グラフと見た方が適している状況もあ

り、その場合は数字が小さい方から大きい方へj→ iという方向が付けられているも
のとする。また、本稿では常にグラフは有限で単純なグラフを指すことにする。単純

グラフとは、多重辺とループを持たないグラフである。グラフ Gの頂点集合は V(G)

で表し、辺集合はE(G)で表す。

さて、 modularlawを定義する前にグラフの彩色多項式について思い出そう。

定義 2.3.グラフ Gに対し、 XG(K)でGのproperなK彩色の数を表し、これを G

の彩色多項式という。ここで、properなK彩色とは、頂点に数（色とみなす）を割り

当てる関数f:V(G)→[k]であって、辺で結ばれている頂点には異なる色を割り当て
るもののことである。

さて、彩色多項式に関して deletion-contractionformulaというものが成立し、

知 (k)が名前の通り Kの多項式になっていることを確認できる。ここで、グラフ G

の辺eに対し、 G¥eでGから辺eのみを取り除いたグラフ（頂点集合はそのまま）、

G/eでGの辺eをその端点ともども 1頂点につぶしたグラフを表すことにする。

定理 2.4(deletion-contraction formula). 

知 (k)= XG¥e(k) -Xc;e(k) 

証明． G¥eの彩色は eの端点の色の被りを気にしない Gの彩色であり、そのような

Gの彩色のうち eの端点に同じ色を割り当てているものがG/eの彩色になる。 ロ

また、実際にXG(K)がKの多項式であることも証明しておこう。 XG(K)にdeletion-

contraction formulaを適用すると、辺の数が減ったグラフの K彩色多項式の符号の付
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いた和に分解される。これを繰り返せば最終的に辺が全く無いグラフの K彩色に帰着

する。そのようなグラフの K彩色の数は Kのベキであり、指数はその頂点数である。

ゆえに知(k)はその名の通り、 Kの多項式である。

さて、上の定理2.4をindifferencegraph Ghに適用して、indifferencegraphたち

の関係性を調べたい。このとき、辺 eを箱の絵における角（図 1での (4,1),(5,2), 

(7, 3), (8, 6), (9, 7)のこと）に取れば、 Gh¥eが再びindifferencegraphになる。し

かし、 Gh/eは頂点の順番が破壊され、indifferencegraphにならないという問題が発

生してしまう。

これを回避して次のように工夫すればindifferencegraphの彩色多項式の関係式

を得られる。しかも、この関係式は定理 2.10に述べるように本質的である。このエ

夫を下の図の例で説明しよう。 h_= (1, 3, 3), h = (2, 3, 3),加＝ （3,3,3)とする。

e = (2,1), e'= (3,1)とする。このとき、 Gh_= Gh ¥ eであり、 Gh+=GU e'で

ある（記号の乱用ではあるが、しばしばこのように書かれる）。グラフとしての同型

Gい亨 GhとGh+/e~ Gh/eを指摘しておく。前者は頂点 2と3の入れ替えで得

られる。

仇と辺e= (2, 1)に対し定理2.4を適用して、

xch = xch_ -XGh/e 

を得る。また、 G加と辺e= (2, 1)に対し定理2.4を適用して、

xch+ = xch -XGh/e 

を得る。
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この 2式の差を取ると、

XG叫― xch= xch - xch_ 

となり、indifferencegraphたちの彩色多項式の 1つの関係式を得ることができた。

例を見た所で、一般的にどのような状況でこの関係式が成り立つか述べる。

定義 2.5.Hessenberg functionの3つ組 (h-,h,h+)が、次の条件を満たすとき、

modular tripleという。

•加の絵の角の箱 e' とそれに隣接する箱 e が存在し、 Gh = Gh+ ¥ e', Gh_ = 

Gh¥eである。（このとき、 e= (d,j), e'= (d+ l,j)あるいは e= (i, d + l), 

e'=(i,d)として表せる。）

•上の d に対し、頂点 d と d+l の入れ替えがグラフ同型 Gh+¥ e竺 Ghを導く。

定理 2.6.(h_, h，加）がmodulartripleであれば、

XG叫― XGh= XGh - XGh_ 

が成立する。

2.2 modular law 

グラフの彩色多項式を対称関数に一般化して、さらにqー類似をしたものをindif-

ference graphに対し定義しよう。本来は chromaticquasisymmetric functionと呼

ばれているものであるが、ここでは hに対する彩色対称関数と呼ぶことにする。

z1,z2,zか．．．という無限個の変数を用意しておく。頂点集合が [n]であるグラフ Gの

properな彩色K,:[n]→ Nに対し、

知＝り知（i), m;c(,c) ~ # {(i,j) E E(G) Ii> j,,c(i) > K(j)) 

と定める。また、 Gのproperな彩色全体の集合を PC(G)で表すことにする。

定義 2.7.Hessenberg function h: [n]→[n]に対する彩色対称関数csfh(q)を次で定
める。

csf虚）＝こ知qasc(K)

KEPC(Gh) 
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このとき csfh(q)に現れるqのベキは＃E(G)以下であり、各項は変数 Ziたちの n

次式である。また、qの多項式と思うと、その係数が z1,z2, Z3....の対称関数になっ

ていることが知られている。つまり、任意の置換に対し、添字の置換が係数を変えな

い。indifferencegraphでないグラフ GでV(G)= [n]であるものに対しては、上と

同様にして定まる式の係数はquasisymmetricfunctionと呼ばれるものになっている。

詳しくはShareshian-Wachsを参照。

さて、前置きが長くなってしまったが、いよいよ modularlawについて述べよう。

彩色多項式 XGhのある意味でのqー類似がcsfh(q)であり、定理2.6のqー類似が彩色対

称関数に対する modularlawである。

定理 2.8(cf. [7, Appendix Cl). (h-,h,h+)がmodulartripleであれば、

cs恥(q)-csfh(q) = q(csfh(q) -csfh_(q)) 

が成立する。

自然数nに対し、 Hessenbergfunction h: [n]→[n]全体の集合を沢nで表すこと
にする。より一般にmodularlawを定義しよう。

定義 2.9.M を加法群とし、 M[q]でqの M係数多項式全体を表す。 M[q]には和

とq倍の演算がある。<p:'.J-{n→M[q]がmodularlawを満たすとは、 (h_,h, h+)が
modular tripleであれば、

(f)(h+)-炉)(h)= q(炉)(h)-炉)(h_))

が成立することをいう。

彩色対称関数csfh(q)の場合には、上の M がn次の対称関数全体の加法群Anで

あった。一応言及しておくと、LJnEN沢nには Hessenbergfunctionの絵を対角線に

沿って並べるという積を考えて、 Rを環とし、積を保つ写像cp:LJnEN沢n→R[q]を
考えればより自然な記述になる。

さて、 AbreuとNigroにより示された次の重要な事実を紹介しよう。

定理 2.10(cf. [1, Theorem 1.2]). modular lawを満たすcp:沢n→M[q]は、 Ghが
いくつかの完全グラフの非交和で書けるような hE沢nに対する値cp(h)のデータだ

けで、一意に決定される。
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説明のために、上記のデータをゃの境界条件と呼ぶことにしよう。彼らは一般の

hE叫における値cp(h)を境界条件から計算するアルゴリズムを構成した。実のとこ

ろ、 modularlawを満たし彩色対称関数と同一の境界条件をもつ写像別n→A叶q]が
幾何学的に構成できる。ここに次章で説明する regularsemisimple Hessenberg多様

体が現れる。境界条件が一致することは比較的簡単に分かるので、本稿では省略する。

この章の終わりに、彩色対称関数の modularlawについて経緯や由来を述べておこ

う。この用語は modularrelationなどとも呼ばれていて、最初に用いたのは Guay-

Paquetである。彼は次数無し(q= 1という特殊化）の場合の彩色対称関数に対す

るmodularlawを示した。この名前の由来は submodularfunction（劣モジュラ関

数）が満たすような関係式だからと本人から直接聞いた。不等号ではなく等号なので

modularということらしい。

定理2.8については直接的な証明が知られていなかったが、論文のAppendixCにお

いて簡潔で初等的な証明を筆者らが与えた。直接的でない証明というのは、 unicellular

LLT多項式と呼ばれる別の対称関数がmodularlawを満たすことを示して、それと

csf h(q)との関係式から示す方法である。最も早い時期に提出された unicellularLLT 

多項式がmodularlawを満たすことの証明は、 S.J. Leeの論文 [9]によるものである

が、実際のところこの論文にはタイポが多すぎるし、証明にも致命的なギャップがあ

るように思われる。 unicellularLLT多項式に関しては、 Alexandersson[2]が最初に

証明を与えたのだと認識している。

3 regular semisimple Hessenberg多様体

3.1 regular semisimple Hessenberg多様体の定義

この章では、彩色対称関数の幾何学的な対応物である regularsemisimple Hessen-

berg多様体について述べる。旗多様体Flag(C門とは

Flag(C門＝ ｛V. = (Vo C V1 C厄 C...C Vn = en) I dime¼= i} 

で定められる多様体 (variety)である。ここで Sは成分ごとのスカラー倍写像で互い

に相異なる固有値をもつものとする。

定義 3.1.Hessenberg function h E直nに対し、 regularsemisimple Hessenberg多
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様体X(h)を

X(h) = {v. E Flag(CCn) I Vi E [n]'S¼ C vh(i)} 

で定める。

事実として、 X(h)のdiffeomorphismtypeはSの選び方に依存しないことが知ら

れている。ゆえにコホモロジーを考える際には、 Sの選び方を気にする必要は無い。

例 3.2.h = (3, 3, 3)のとき、 X(h)= Flag(CC門である。

例 3.3.h = (2, 3, 3)のときの X(h)を調べよう。 1次元部分空間だけを見る射影

proj: X(h)→ ｛Vi Cび｝ ＝C戸を考える。 V1c:/〈eりであるとき、見は異なる 1次
元部分空間いと SViのどちらも含む。ゆえに見＝Vi+SViとなるしかない。ここ

でeiはびの基本ベクトルである。 V1=〈ei〉であるとき、見は Vl(=Svl)を含む

任意の 2次元部分空間である。ゆえに X(h)はC戸の 3点blow-upである。

置換 w € 6れに対し、(〈ew(l)〉C 〈ew(l),ew(2)〉C • • • C (Cn)は W に対応する
permutation flagと呼ばれ、明らかにX(h)の元である。

3.2 GKM理論

GKM理論とは、良いトーラス作用をもつ多様体の同変コホモロジ一環が、固定点

集合と 1次元軌道から決定できるという理論 [6]である。ここでトーラス Tの作用を

もつ多様体Xの同変コホモロジ一環とは、

Hf (X) = H* (BT汀 X)

のことである。本概では、 C係数コホモロジーのみを考えることにする。 GKM理論

については、詳しくは前回の変換群論集会での原稿を参考にしていただけたら幸いで

ある。ここでは固定点集合XTは有限であるとし、通常のコホモロジー H*(X)は偶

数次のみであるとする。また、トーラスが固定点での接空間に作用するが、そのウェ

イトはどの 2つを選んでも線形独立であることを仮定する。このとき、 XTへの制限

写像

Hf(X)→Hf(Xり竺Map(X久H*(BT))

が単射になり、 Hf(X)の元を H*(BT)ー値つまり C[t1，．．．，ねl-値の関数として、非常
に具体的に記述することができる。
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さて、 n次元トーラス TnがCnに自然に作用することで旗多様体Flag(C門にも作

用する。 SとTnは可換なので、この T凡作用はX(h)に制限できる。特に X(h)の

固定点集合はpermutationflagsのみであり、上に述べた仮定を全て満たし、その同

変コホモロジ一環は次のように書ける。ちなみに積と和は各点ごとに計算される。

定理 3.4.

Hr(X(h))C'{/ E Map(6詞＊（BT)) f(Wi。:]f:Wt(ltこJ)h:」ロニ:(j))} 

ここで(li,jでiとjの互換を表すことにし、(tw(i)-tw(j))はtw(i)-tw(j)が生成す

るH*(BT)のイデアルである。

また、(lE6nがHr(X(h))に((l•J) (w) =(l(J((l―lW))で作用する。これによ

り、開(X(h))は次数付き 6n表現になる。さらに、tiで Map(6n,H*(BT))にお

ける定数関数も表すことにすれば、(lti= tw(i)なので‘(lは Hr(X(h))のイデアル

(t1,,,,,tn)を保つ。 H*(X(h))竺 Hr(X(h))/(t1,...,tn)なので、この 6nー作用によ

りH*(X(h))も次数付き 6n表現になる。

彩色対称関数と regularsemisimple Hessenberg多様体の関係性を正確に述べよう。

肝obeniuscharacteristic chは6nー表現を n次の対称関数にうつす。また、対称関数

には W で表されるinvolutionがあり、基本対称関数と完全対称関数を入れ替える。

定理 3.5([3], [5]). 
CX) 

w(csfh(q)) = L ch(H2i(X(h)))qi 
i=O 

BrosnanとChow、および Guay-Paquetにより与えられた証明は少々難解である

が、定理2.10を利用してかなり初等的に定理3.5の証明を与えることができる。

定理3.4の状況を分かりやすく表すために、次の GKMグラフというものを考える。

定義 3.6(GKMグラフ）． X(h)のGKMグラフ rhとは V（几） ＝6n, E（い） ＝ 

{{w,w匹j}I j < i'.S h(j), WE  6n}で、辺{w,w匹J}はiw(i)-iw(j)というラベル

が付けられているものである。（ラベルはー1倍の不定性を許す。）

一般には、固定点を頂点集合とし、それを結ぶ炉を辺とみなし、対応するウェイト

をラベルとすることで、条件を満たすトーラス作用をもつ多様体の GKMグラフを描

くことができる。
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置換を oneline notationで書くことにして、簡単な Hessenbergfunctionに対する

GKMグラフ几の例を下に挙げよう。
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ラベル：t2-t3, t1 -t2, ti-t3 

rh+ 321 

231 

213 

123 

図3 GKMグラフの例

より簡単な空間の GKMグラフとして戸が自然に作用する CP2のGKMグラフ

もあり、こちらは三角形である。ラベルは先程の色（および方向）と対応している。

V1 =〈e砂

V1 =〈e2〉

V1 =〈eり

ここでh= (2, 3, 3)のとき、 X(h)はC戸の 3点（それはGKMグラフにおける 3頂

点）の blow-upであった。 GKMグラフにおいては、この 3頂点をカットして断面を

辺とみなすことで、図3のrhが得られている。

後で利用するためにラベル付きグラフ「に対し、定理3.4の右辺と同様にして定ま

る環を HT(r)で表すことにしよう。つまり頂点集合V(r)から H*(BT)への関数で

辺の端点での値に関して差がラベルで割り切れるもの全体のことである。

さて、 KiemとLeeはmodulartriple (h_, h, h+)に対し、 X(h_)に沿った X(h+)
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のblow-upX'を考えることで、 H*(X(h))がmodularlawを満たすことを示し、定

理2.10を用いて定理3.5を示した [8]。

GKMグラフを用いてこの状況を記述するには、 rh十を几＿に沿ってカットをす

れば良いのではないかと自然に考えられる。そして、実際にそれは正しい。図 3の

modular tripleについて、対応する絵『を下に見せよう。厳密に言えば、 X'はGKM

理論を直接適用できる空間ではなく、これは GKMグラフではない（各頂点で同じラ

ベルをもつ 2本の辺がある）が、トーラス作用に関する本質的な情報を記述している。

321 321 321 

却
312 口

123 211 a2.3 ， 

132 
叩

bottom hexagon □ 
123 123 声

図4 GKM的なデータ r’ の絵

r'はグラフと追加の構造をもつ。 F のグラフとしての構造を述べよう。 r'は6n
の2つのコピーを頂点集合にもつ。片方の元には上線を付けて表すことにする。便宜

上、バーを付けた方を下部、付けていない方を上部と呼ぶことにする。図 4に表した

ように F の上部のinducedsubgraphは几であり、下部の方は rhを四＝びd,d+l

で変換したものである。上部と下部の間の辺は各 w€6n に対し、 w と初の間の辺が

あるのみでそのラベルはtw(d)-tw(d+l)である。（厳密には、 W と蔀万こそが結ばれ

ていると思った方が良いが、ひとまず気にしなくてよいだろう。）

追加の構造について述べよう。以下でHr(r')はラベル付きグラフとしての同変

コホモロジ一環を表している。任意の w E 6nに対し、 X'内に 1次元軌道がなす

(Cpl X (Cplが存在し、それに対応する 4角形{w,w叩，布，翫可｝は面として扱い、定

理3.7のようにHr(r')の元にさらなる条件を要請する。
その定理に付いてであるが、厳密に記述しようとすると紙面が足りないので、ここ
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では記号の乱用に目をつぶり、直感的に書くことにする。言わんとしていることは伝

わるのではないかと信じている。厳密に知りたい場合は論文［7]を参照されたい。

定理 3.7 ([7], equivariant geometrical modular law). 

開（い）①q的(rh_)竺 H叫）⑤q開（几）

竺{1E Hr(l'') I f(w) -f(w四）＋f（司―f（戸） E((tw(d) -tw(d+l)戸） ｝ 
for WE  6n 

証明のアイデアは以下の通りである。 r'はr加の rh＿に沿った blow-upであると

いう観点から、定理3.7の最後に出てきた GKM理論的な記述を持った環が、 Hデ(rh』

の引き戻しと、各点wでtw(d)-tw(d+l)倍された HT(rh_)の直和で書けることが分

かる。これがHr(rh+)EBqHr(rh_)の部分である。

もう一方、ラベル付きグラフの写像 r'→几を w f------t w'tiRf;i,→ wで定めると、

ラベル付きグラフとしてファイバー束のような構造が現れる（上部と下部を結ぶ辺が

wと翫可を結ぶというのは、ここに効いている。）。これは X'→ X(h)がcpl＿束に
なっていることと対応している。これがHr(rh) 〶q H:;,(rh) の部分である。

両者が同一のものであることを示すために、それを明示的な形で記述したのが、定

理3.7の最後に出てきた環なのである。

また、論文では示さなかったが、これは実際に H:;,(X')に一致するようである [4]。

これは最近その著者から連絡をいただいて知らされた。しかし、ファイバー束として

の構造の一般論などは未整備のようである。

論文 [7]のAppendixAで述べたように、特に unicellularLLT多項式との関係性

において、このファイバー束の構造は興味深い。これの解明はこれからの研究の課題

である。
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