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1.序章

ohyaによって定式化された相互エントロピーは入力状態の情報がどれだけ出力系

に正しく伝えられたかを表わす量であり､量子通信過程において非常に有用な量であ

る.Ohya相互エントロピーを用いると量子通信路容量が定められる.通信路容量は

チャネルが入力の情報量を最大でどれだけ正確に出力系に伝達することができるか計

るための尺度であり､チャネルの設計に関して重要な基準となっている.

本論文では以上のことをふまえて､2章において,文献[1,9]に従?て量子チャネル,

量子チャネルの数学的構成法,そして減衰過程に相応する光チャネルの数理モデルの

構成法について述べ,3章において,文献[1,3,5,9]に従って量子系のエントロピー,

量子相互エントロピー,そして量子通信路容量について述べ,4章において,本研究

で用いた光変調方式,C-Qチャネルの通信路容量について説明し,5章において,C-Q

チャネル通信路容量の数値計算を行い,最後に6章では,まとめについて述べる.
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2.量子チャネル

Tt.,Tt2をそれぞれ入力側,出力側の ヒルベルト空間とし,B(7t)を 71k上

の有界線形作用素の全体,6(71k)を Ttk上の密度作用素の全体とする
(k-I,2)･6(71.)から6(Tt,)への写像 A'を量子チャネル(quantumchannel)
あるいは単にチャネル(channel)といい,アフィン僅 (すなわち,∑九n-1なら

ば車 Anpn)-写AnA,'pn',∀pne6("I),を満たす *̂%線形 (1;near,な量子
チャネルという･さらに,B(712)からB(71)への写像Aが *̂の共役写像 (dual

map)であるとは,任意の p∈6(Ttl)と任意のA∈B(Tt2)に対して,
′√〟(〟)A-叩A(A)が成 り立つものをいうが,この 人が完全正写像であるとき,

〟 を完全正 チャネル(CPチャネル)と呼ぶ.なお,A が完全正写像であるとは,

任意の n∈Nと任意の Aj∈B(Tt2) と任意のBk∈B(71)に対して,

皇BIA(AIAk)Bk,-0j,k=l
を満たす場合をいう.

以下では,文献[1,9】に従って量子チャネルの数学的構成法について簡単に説

明する.入力系と出力系の ヒルベル ト空間 T(とナt,に加えて,外部効果を記
述する二つの ヒルベルト空間 Kl,A;を用意する.ここで,KIlは雑音系の ヒル
ベルト空間を表し,K:2は損失系のヒルベル ト空間を表すものとする.
写像 a',7F',γ*は各々,次のように定められる :

(1)a*は6(Tt2⑳K:2)から6(71,)への完全正チャネルであり
a'(o)-trK26,6∈6(712⑳K:2)と表せる･

(2)7F'は6(Ttl⑳KI)から6(7t2⑳K:2)への完全正チャネルである･
(3)了 は6(TL.)から6(711⑳KI.)への完全正チャネルであり,定義より,任
意のp∈6(Ttl)と任意の Q∈B(Tt.⑳ K:I)に対して

try'(p)Q-trH.Pγ(Q)-trHIP(trK lgQ)-trHl⑳Kl(p⑳g)Q
となるから,γ央(p)-p⑳g と表せる.以上のことより,
完全正チャネル A<は

Ar<(p)-a"｡7rk｡γ"(p)-trK27F'(p㊨g),P∈6(Tt.)
と書き表されるのである.従って,雑音状態 首と合成系間の完全正チャネル

7r*がわかれば,光通信系のCPチャネル AAが構成できたことになる.
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6(Tt.) -ら 6(712)
γ央l †a*

6(Tt.⑳kAl)一丁→6(Tt2⑳KI2)
図 2.1チャネル a書,7rk,γ*,A*

次に文献[1,9]に従って減衰過程に対応する光チャネルの数理モデルの構成法

について説明する.維音源は真空状態 6.-IO)(01によって記述されているもの

とする.さらにTt.⑳K:.からTt2⑳K:2-の変換 V.を次のように定める ;

〟
V.(In)㊨)0))≡∑C5ln'Ij)⑳ln-j)j1-0

ここで,

α牛β)〝~ノ

となる･ V.を用い,6(71.⑳K:I)から6(712⑳K2)_へのCPチャネル宛を
7r:(･)-V.(･)VJ

で定める.従って,入力状態 pに対するチャネル Ax.は

Aも(p)≡trK2V.(p㊨g)V.A

と定められる[1].なお,rl=α2とおき,この りをチャネルの透過率

(1光子がチャネルを通過できる確率)という･このとき,C5･n'は

Jlii7F7,(I-,7,nl'
と表すこともできる.この Aもを減衰チャネルという.さらに,より一般の雑

音のある量子チャネルの研究も行われている【7】.

3.量子系の相互エントロピーと量子通信路容量

量子系のエントロピーの定式化は1930年頃vonNeumannによって,密度作
用素 βで表される状態に対して

S(p)--trplogp (3･1)

で与えられた[1,4,9,10]･すなわち,ヒルベルト空間 TtのあるCONSを(xnlと

すると,

S(p)--∑(xn,plogpxn)〝
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で定められ,これはcoNS(xn)の選び方に依存しない･ところで,6(Tt)のス
ペクトルは離散的であるから,そのスペクトル分解は,一意に,

p-;Anpn
と書ける.ここで Anは p の固有値,pnは Anに関する固有空間への 7-tから

の射影作用素である.従って,各 Anに縮退がなければ,p,の値域の次元は1

である (これを,dimPn-1と書く).ある固有値 Anが縮退している場合は,

dimPn≧2であるが,この P . は1次元射影作用素に更に分解される
dimP.

pn-∑Ejn)･E=‖
ここで E,tn)は1次元射影作用素で,pのAnに関する固有ベクトルをx5,a)ーハリノ{

(3.2)

(j-1,･･･,dimPn)とするとEl.17'-回n')(xl･n'[である･これらの1次元射影
の添字 j,nを適当に付け変えて,

入≧左 ≧･･･≧An≧･･･,

EnlEm(ntm),

p=∑AnEn

E,門

nrhHl
1.1"■ーhu
lnrhH1

3

4

5

3

3

3

nrーtu
nⅦ川U
nd

t7
と書き表し,この分解をschatten分解 (vonNeumann-Schatten分解)とよぶこ

とにする【11].なお,式 (3.3)において,重複度が2以上の固有値はその回数

だけ繰り返し現われている.たとえば,孔の重複度が2のときは,Å1=左で

ある.また,単純 (固有値が縮退していない)でない固有値に対する分解 (3.2)

は一意でないことから,すべての固有値が単純でなければ,分解 (3.5)も一意

でない･以下,とくに断らない限りpとOは6(Tt)の元とし,p=∑AnEnn
と書けば,これは(3.3)～(3.5)を満たすschatten分解とする.

次に量子相互エントロピーについて説明する.入力状態 pのSchatten分解を

p-P kEk

とする.初期状態 pと終状態 *̂pの間に存在する相関を顕示する合成状態 JE

は711⑳Tt2上に

JE=∑AnEn㊨A'En (3･6)
〟

と定められている【1]･ただし,この分解はE-(E,,)の選び方に依存するので
添え字 Eを付してある.このとき,量子相互エントロピーは次の条件を満た

さなければならない :

1)もし,チャネルA'が恒等変換)ばであれば相互エントロピーはVonNeumann

エントロピーに一致する.すなわち,I(p;id)=S(p)･
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2)系が古典系であれば量子相互エントロピーは古典系の相互エントロピーに

-致する.

3)基本不等式 o≦I(p;̂*)≦mints(p),S(A'p))を満たす･
この三つの条件を満たすものとして,入力状態 pとチャネル A'に関する相互

エントロピ- (情報量)は,

I(p;AB)-SUEPS(oE･Uo) (3･7)

で定められている[1】.ここで,右辺の上限は入力準態 βのSchatten分解に対

して取っている.また,打Oは,

J｡=P⑳A'p, (3･8)

S(oE,J.) は次の式で与えられる2つの状態JE,J｡に関する相対エントロピー

である【4].

S(crE,60)≡trC,E(logJE-logJ｡) (3･9)

この量子相互エントロピーは,初期状態 pがチャネル A*によってA'pに変換

されたとき,pの有する情報のどれほどが終状態 AApに正しく伝えられたか

_を表す量である.さらに相互エントロピーは次の基本的不等式を満たす.

<定理6.1> 相互エントロピーは次の基本的不等式を満たす.

o≦I(p;̂'l<)≦min‡S(p),S(̂*p)i

次に,文献[3,5,9】に従って,量子通信路容量について説明する.ある条件を

満たす入力状態の集合をβ⊂6(〟)とする.このβに対して,量子チャネル〟
の量子通信路容量は,

cqB(A*)-sup‡I(p'A*);p∈BI
で定められている[2,3,5,6,91.

古典一量子チャネルA'｡=*,古典-量子一量子チャネル孟*｡A*o=*に対しても,以

下のように通信路容量が走義される.

C':;,{I(Ako=･)-sup(㍗ ts(̂･o=･(8̂･),A,o=･(p));pEPo)
C(:;,(/C(i.oAko=*)-sup〈P kS(畠.oA･o=*(SAr),fr'｡̂*o=*(p))･,p∈po)

ここでP.は入力状態のある集合を表している.
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4.光変調方式Mに対するC-Qチャネル通信路容量

この章では,本研究で用いた光変調方式について説明する.ここでは簡単の

ため入力信号をoまたは1の2元信号とする.

1)00K(オンーオフキーイング;On-0打-Keying)方式

次のような光の量子状態に変換する方法をpAM変調方式という.

0うlO)(Ol 1→IO)(OI

ここで,lO)は真空状態ベクトルを表し,lO)ばlo)=exp
(-ilol2)裏芸 In)で表さ

れるコヒーレント状態ベクトルである.

2)PPM(パルス位置変調;pulsePositionModulation)方式

次のような光の量子状態に変換する方法をppM変調方式という.

0うlO)(0[⑳rO)(Ol 1→IO)(OI⑳IO)(Ol

3)PWM(パルス幅変調;pulseWidthModilation)方式

次のような光の量子状態に変換する方法をpwM変調方式という.

0→lO)(Ol⑳lO)(Ol 1→lO)(Ol⑳lO)(Ol
本研究では,次のようなC-qチャネルの通信路容量を相互エントロピーを用い

て求めている.

Aも O =L

古典系の状態はMという光変調方式によって定まる古典一量子チャネル=Lで
量子系の状態に移される｡ さらに量子系の状態は減衰チャネルAk.で量子系の状

態に移される｡ - .A.61(̂0･ 4 -1, 60-lLo.],8･-[:?])tすると
各光変調方式Mに対する古典一量子チャネル三㍍は次のように定まる0
1)三乙oK(6.) -lO)(Ol 三乙oK(∂l)=lO)(OI

2)三こ,M(8.)-JO)(Ol⑳JO)(OI ='FW (♂.)=IO)(OF⑳lO)(Ol

3)三',wM(6.)=IO)(Ol⑳[0)(Ol ='pwM(8.)-IO)(Ol⑳lO)(OJ
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入力状態p=A｡∂｡+48.のとき,古典一量子一量子チャネルA*.o='Mの通信路容量
は次のように定められている.

8-(plp-A｡∂｡+48.;Ao十石-1;㌔,石∈[0,1])に対して

ccfq(A･oo=･ooK)-SuP〈

ccfq(A･oo=･ppM)-Sup(
∑AkS(Aもo='ooK(∂k),Aも｡三乙oK(p));P∈8k

∑AkS(Aも〇三こ,M(∂k),Aもo=*,,Mk

ccfq(A･oo=･pwM)-Sup(∑AA･S(Aも｡=',wM(Sk),Aも｡=もwM(p));P∈8A

5.C-Qチャネル通信路容量の数値計算

この章では各変調方Mに対して入力状態がp=AoS.+Al∂1とチャネルAもO='M
のそれぞれのOhya相互エントロピーを計算し,それぞれの変調方式〟を用い

たときの情報伝送の効率を量子通信路容量を用いて比較する.なお,光変調方

式の効率は文献[12]などでなされている.

1)ooKについて : 入力状態がp-AoSo+AI∂,のとき

三乙oK(P)=ilo)(0[+(1-A)IO)(Ol

となる.このとき,次の定理が知られている[4,9].

<定理5･1> 任意の非直交ベクトM)祖国,Jy)∈Ttによって与えられた状態 p
p-ALx)(xI+(llA)ly)(yl (∀Å∈【0,1])

のvonNeumann分解は一意である.

この定理より､三乙oK(P)-Al())(OJ+(1-A)lO)(坤ま､次のように一意の非縮退

シャツテン分解ができる.

=乙oK(p)-FL.E.十FLIEl= JLJFL.)(p.l+FL.lFLl)(illI

ここで､三'ooK(P)の固有値p.と両 ま､

1-4̂(I-A)(1l eXP(｣Ol)2)

1-4̂(1-A)(1-expHol)2)

ー 72 7 -



研究会報告

瑞 をlO)とlO)から生成される 7tの閉部分空間とすると,札 からC2へのユ

ニタリー作用素 U

UlO)=ly.)-(こ)EC2 UlO)-lyl)-
が存在する.ここで,

uo-(yo･yl)-eXP(寸 OI2) u.-

∈C2

1IeXP(10[2)exp(ia,.)

である.また,透過率 77をもった減衰過程のチャネルAx.に対する出力状態は,

Ak.〇三乙oK(p)-(1-A)IO)く0叫 J和/(J叫

となる･このとき,枕 をlO)とloq)から生成される 71の閉部分空間とする
と,TGqから C2へのユニタリー作用素 V:

vIO)-lz｡)=
が存在する.ここで,

(こ.)
V.-(I.,Z.)-exp

･C2, 叫)-Ill)-

(-iloql2) vl-

である.さらに,A*.oE乙oK(p),の固有値は,

∈C2

ト exp佃 2)ex幽 )

一 一. ,-

古 - ij(lle示舶))
である.以上のことから,量子系の相互エントロピーは,

I(p;A'oo=:,,,A)-S(Aも (,I:",A(p))

で一意に求められる.また,

I

S(塙〇三乙oK(p))--∑ vklogvkk=0
である.

2)ppM方式について : 人力状態がp=A.6.+A.8.のとき
=',,M(p)=AIO)(Ol⑳lO)(Ol+(1-A)[0)(Ol㊥lO)(0(

-ilo)@lO)(Ore(Ol+(1-A)rO)@lO)(ef@(0[

となる･定理5･1より､=芸,M(p)-AJO)⑳[0)(Ol⑳(OJ十(1-A)IO)⑳fO)(el⑳(0握 ､
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次のように一意の非縮退シャツテン分解ができる.

=;,M(P)-P.E.+FL.E.=FL.JFL.)(pol+FLlfpl)(FL.I
ここで､三'p,M(p)の固有値p｡と両 ま､次のようなる･

ト 4A(I-A)(1-exp(-2lOl)2)

I-4人(1-A)(1-exp仁2IOl)2)

7tをIO)⑳lO)とlO)⑳FO)から生成される71の閉部分空間とすると,7七から
C2へのユニタリー作用素 U

UJO)@lO)-Jy.)-

が存在する.ここで,

uo=(y.,yl

(こ)･C2 UlO)㊨(0)-Jy,)-

)-exp(40-2) ul-

∈C2

1-exp(-lOI2)exp(id,0)
である･また,透過率 77をもった減衰過程のチャネル A*.に対する出力状態は,

Aもo=芸,M(p)-ilo)(Ol⑳陣o)(J珂十(1lA)匝oj(而oI⑳lO)(Of
となる･このとき,稚 ,, をlo)⑳付和)とJJio)⑳lO)から生成される 71の閉部
分空間とすると,7t｡から C2へのユニタリ-作用素 v:

が存在+VBo'.誓 ih?zo'-(距 2･ 仰 J.0'-'Z,'-(Vv:)∈C2
vo- (zo,Z.)-exp(-ifoqJ2) V1-

である･さらに,Aもo=;,M(p)の固有値は,

1-4̂(1-A)(I-

1-4A(1-A)(1-exp(-2loql2))
である.以上のことから,量子系の相互エントロピーは,

I(p;A*.o=芸,M)-S(Aもo=',,M(p))
で一意に求められる.また,

-729-
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I

S(Aも〇三',,M(P))=-∑ vklogvkk=0
である.

3)pwMについて : 入力状態がp=A.6.+石∂1のとき

=;wM(p)-ilo)(Ol⑳IO)(Ol+(1-A)IO)(Ol⑳lO)(01

-坤))㊥lo)(Ol⑳(Ol+(1-A)lO)㊥lo)(Ol⑳(Ol

となる.定理5.1より､=;wM(p)-ilo)㊥lo)(OL⑳(01+(トÅ)lO)⑳lO)(Ol⑳(OIは､

次のように一意の非縮退シャツテン分解ができる二

=*,wM(p)-P｡Eo+FL.E.=FL.IIL｡)(FL｡恒 L.Ill.)(FL.I

ここで､三'pwm(p)の固有値IL.とFL.は､次のようなる･

-4̂(1-A)(I-exp(｣OI)2)

-4A(トA)(1-exp(｣OI)2)

7tをlO)㊥lo)とID)㊥lo)から生成される71の閉部分空間とすると,ナもから

C2へのユニタリー作用素 U:

UIO)㊥lo)=ly｡)=
(こ)

が存在する.ここで,

u.=(y.,y.)-exp

･C2 UIO)㊥lo)=ly.)=

(-iLOl2) u.-

∈C2

I-exp(｣Ol2)exp(ia･.)

である･また,透過率 77をもった減衰過程のチャネル *̂.に対する出力状態は,

AもoEiwM(p)-alO)(Ol⑳挿o)(市中 (I-A)匝o/(Jiol@lJ和)(Jiol
となる･このとき,7t q をl())⑳付和)とIJio)⑳ 挿 o)から生成される7tの閉

部分空間とすると,7tqからC2へのユニタリー作用素 V:

V-0,⑳糎 )-leo)-((1,)EC2, V㈱ ⑳糎 )-Iz,)-(vv:)tC2
が存在する.ここで

である.Voa-f 80iz･'-exp(価 ) vl-Jトexp佃)

Aも〇三三wM(p)-ilo)(Ol⑳ 挿oj(J和巨(1-A)lJ殉 (J和I@IJioj(J叫 の固有値は,

1
l●'‖=亨1.√4坤一項 -exp(湘)
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lV)=-2トJ;-4̂(i-～(1-exp(low

である. 以上のことから,量子系の相互エントロピーは,

I(p;Aもo=',wM)-S(Aもo=viwM(P))
で一意に求められる.また, 1

S(ABdo=',wM(p))ニー∑ vAlogvAl･=0
である.

次にOhya相互エントロピ一一を用いて各チャネル も̂o三BMの量子通信路容量を

計算し,得られた結果を次のグラフで示す.各グラフの横軸は光子の平均エネ

ルギー軒,縦軸は量子通信路容量を表す.77は減衰チャネルの透過率を表す.

C-Qチャネルのキャパシティー (00K方式)
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C-Qチャネルのキャパシティー (PPM方式)

- M LLl ー の '･一 M Ln ト 01 - M LLT ト 0) '- の LL) ト の rll M tn トー O)
⊂⊃ ⊂⊃ ⊂) ⊂⊃ ⊂⊃ ●･一 - ～ r11 .-■ N ～ ～ N N M M M Er) M lr '寸■ 寸 寸 寸

18l2

C-Qチャネルのキャパシティー (PWM方式)
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6.まとめ

入力状態p-A｡∂｡+AI6.のとき,各光変調方式Mで定まるC-Qチャネルの出力状態は
次のようになった.

o='ooK(P)-ALO)(OI･(1-A)IJ60/(J和l

o=芸,M(p)-ilo)(OI㊨lJ和/(J珂 ･(1-A)挿 β)(J和l㊨lO)(0

Aもo=',wM(p)-ilo)(Ol㊨1両 /(南中 (1IA)lJ叫 (Jio回J和ノ(Viol

以上の計算より,次のことが分かった.

1)チャネルの透過率17を良くすると正しく伝えられる情報の量は増大する.

2)ccfq(A*.o='FPM),Ccfq(Aもo=乙oK)
同じ師 こ対してPPMの量子通信路容量はooKの量子通信路容量よりも大きい.

3)ccfq(Ak.o=AboK)-Ccfq(A*.｡=x,wM)
pwMの量子通信路容量はooKの量子通信路容量に等しい.

.<O

.<0
人
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