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概要

本稿では、制約なし最適化問題に対する双対間題を与える動的双対化について考

察する。

1 はじめに

双対問題は通常、制約付き凸計画問題に対して定義される（例えば、 Boydand Van-

denberghe [1]参照）。岩本 [2],Kimura, Ueno and Iwamoto [4]および植野・木村・岩

本 [5]において、目的関数が 2次関数の和（平方和）である制約なし最適化間題に対する

双対問題を与えるために動的双対化が提案されている。ただし、いくつかの具体的な形の

問題のみが扱われている。そして、 Kawasaki[3]において、目的関数が凸閑数の和である

制約なし最適化問題に対して、動的双対化が適用され、双対問題が導出されている。

動的双対化は、まず主問題に対して、新たな変数を導入し、元の変数の一部または全部

を新たな変数に変数変換する。次に、変数変換における元の変数と新たな変数の間の関係

式を等式制約として、主問題を新たな変数で表し、制約付き最適化問題に変形し、双対問

題を導出する。ここでは、ラグランジュ関数を用いて双対問題を導出する。 Kawasaki[3] 

における双対問題は変形した制約付き最適化問題のラグランジュ双対間題そのものである

が、本稿で提案する動的双対問題はそのラグランジュ双対問題にいくつかの等式制約が追

加されたものであり、岩本 [2],Kimura, Ueno and Iwamoto [4]および植野・木村・岩

本 [5]における動的双対化を統一的に扱ったものである。

2 主問題

Ji:町→恥 i= 1,2, • • •,m を 2 次関数とする。ただし、 2 次関数とは次数が 2 以下

の関数という意味で用いている。例えば、 1次関数や定関数も 2次関数とみなす。このと
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き、主問題として、次の制約なし最小化問題を考える。

m 

(P) 澁嬰どf心）
i=l 

(P)に対する双対問題を与えるために、岩本 [2],Kimura, Ueno and Iwamoto [4]および

植野・木村・岩本 [5]において、動的双対化が提案されている。ただし、 Ji,i = 1, 2, ・ ・ ・, m 
として、いくつかの具体的な形のもののみが扱われている。

3 (P)に対する動的双対化

(P)に対する動的双対化は、まず

I c {1, 2, ・ ・ ・, m }, Iヂ0

とし、新たな変数 UiE艮n,i E Jを導入し、主問題 (P)を線形等式制約をもつ最小化

問題

(F) 
min 区fi(A心＋bi)＋〉f心）
iEI 澤I

s.t. 尤ー (A心＋如＝ 0,i EI 

または

mm Lfi(A,u, + bi)＋〉こf,（x)
（野 t€I 沼I

s.t. A;l(x -bi) -Ui = 0, i E I 

に変形する。ここで、 AiE股nxn,i E Jは正則行列であり、 biE野尺 iEJである。 (P)

または (P)＇は、主間題 (P)において、各Ji（x),i E Jに対して

x=A心＋bi

と変数変換し、変数変換の関係式を等式制約にした問題である。動的双対化では

V = Bx + c, B E ]Rqxn, c E即

など他のタイプの変数変換も扱えるのであるが、本稿では扱わないことにする。よって、

本稿では動的双対化が適用できる範囲を限定して扱っていることになる。 (P)に対するラ

グランジュ関数は

L（X, (ui)iEI, (μい）＝四(A心＋b』＋四（x)+区μ氾― (AiUi+ bi)) (1) 
iEJ 澤I iEI 
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となり、（野に対するラグランジュ関数は

L（X, (ui)iEI,（叫叫＝四(A心＋b』+四(x)＋江(Ai1(x-b』-ui)(2) 
iEI 澤I 妖El

となる。ここで、 μiE良叫 iEIである。主問題 (P)の双対問題 ((P)または（P)＇のラ

グランジュ双対問題）は

(Dり Illax. -)nf { L(x, (ui)iEI'(μi)iEI)：x,ui E賊尺iE J} 
μ戸噂び，iEI

となる。本稿で提案する動的双対問題は (Dりそのものではなく、 (Dりにいくつかの等

式制約を追加したものである。

m 

定義 1 〉ftが {(Ai,bi)}iEIに対して動的双対化可能関数であるとは、次の条件 (i)'
i=l 

(ii)および (iii)をみたすときをいう。

(i) (1)または (2)におけるラグランジュ関数が

厄 (u心 I,(μい） ＝名伽（の，（UふEI,(μふEl)}2+ r((μふEI)

n n 
(3) 

＋LXjl叫(μふI)）＋ここ糾'j加叫(μふEl))
j=l がElj=l

と表せる。 ここで、 X = (x1心2,・・・,xnlE野＼ Ui=（糾1,Ui2,・・・，糾n)t€股叫 i EI 

であり、 h叫 x,(uふEl,(μi）疋1),k = 1,2,・・・,pは x,ui,μi,i EIの 1次式であり、

厄((μふ叫）， j= 1, 2, • • •,n および h3i11((µふ□））， i'EI, j = 1, 2, ・ ・ ・, nはμi,i EI 

の 1次式である。ただし、 1次式とは次数が 1以下の式という意味で用いている。例え

ば、 0も 1次式とみなす。

(ii)線形方程式系

｛伽((μふa)＝ 0, j = 1, 2, • ・ •, n 

hふ’1((μi)iEI)=O,i'EJ, j=l,2,・・・,n 
(4) 

の解 μiE応叫 iEJを任意に与えると、 x,ui,i E Jに関する線形方程式系

h1kは（Ui)iEI,(μふEI)=O, k=l,2,・・・,p (5) 

は解 X= x((μi,)がEI),ui= ui((μi')がEI),iEJをもつ。
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(iii)線形方程式系 (4)のある解μ?E野＼ iEJが存在し、 x,ui,i E Jに関する線形方程

式系

｛知（工，（U2)tEI,（µ『 );~I;;IO, k=l,2,・・・,p 
エー (A心＋bi)=0, i EI 

(6) 

は解 X = x((μり）i'EI),ui= ui((μり）がEI),iEJをもつ。 ロ

文Jiは{(Ai,bi)}iEIに対して動的双対化可能関数であるとする。このとき、線形方
i=l 

程式系 (4)の各解μiE股叫 iEIに対して

inf{£（x,(u心 I,(μふ叫： x,uiE ffi.n,i E J} 

= inf｛喜心(ui)iEI,(μふI)戸＋r((μふ I)：の，UiE町，iE J} 

= r((μi)iEI) 

となるので、主問題 (P)の動的双対問題を

max r((μ山EI)

(D) s.t. 極（（μふEl)= 0, j = 1, 2, ・ ・ ・, n 

加叫(μ出叫＝ 0,i'E I, j = 1, 2, ・ ・ ・, n 

として提案する。動的双対化可能関数の定義の条件（i)において、（1)または (2)におけ

るラグランジュ関数が

L（尤，（U』iEI,(μふI)＝芦{hlkは(ui)iEI,(μい）ド＋r((μi)iEI)
と表せるとき、主問題 (P)の動的双対問題 (D)は

max r 
μ;E記，iEJ

((μふEl)

となり、主問題 (P)の動的双対問題 (D)と主問題 (P)の双対問題 (Dり ((P)または
（野のラグランジュ双対問題）は一致する。

動的双対化可能関数の定義より、次の双対定理が得られる。

m 

定理, Lfiは {(Ai,bi)}iEIに対して動的双対化可能関数であるとする。このとき、
i=l 

(P)または（P)'の任意の実行可能解 (x,(ui)iEI) E股nX ~IIln および (D) の任意の実行
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可能解(μ出EIE ]RIIlnに対して

r((μふEI)::; L fi(A心＋bi)＋こf心）
託：I 澤I

となり、等号が成り立つのは (5)がみたされるときに限る。ここで、川は Iの要素の個

数である。 ロ

シは {(A囚｝iEJに対して動的双対化可能関数であるとする。 XE町を (P)の
i=l 
任意の実行可能解とし、(μ出ElE閲I|nを (D)の任意の実行可能解とする。このとき、

x=A心＋bi,i E Jとすると、（x,(uふEI)E町 x良I|nは (P)および (P)＇の実行可

能解となり、定理 lょり
m 

r((μふI)<区f心）
i=l 

となる。また、動的双対化可能関数の定義の条件 (iii)より、 (D)のある実行可能解

(μ';,)iEI E良|Ilnに対して、 (6)をみたす（か，（u';,)iEI)E良nx閲Ilnが存在する。このと

き、がは (P)の実行可能解になり、（か，（Ui)iEI)は (F)および (P)＇の実行可能解にな

る。さらに
m 

r(（パ）iEI)= Lf心＊）
i=l 

となるので、かは (P)の最適解になり、 (μ:)iEIは (D)の最適解になり、（P)の最適値

と(D)の最適値は一致する。以上より、次の双対定理が得られる。

m 

定理2 Lfiは {(Ai,bi)}iEIに対して動的双対化可能関数であるとする。 XE陀 1 を
i=l 

(P)の任意の実行可能解とし、 (μi)iEJE閲Jinを (D)の任意の実行可能解とする。この

とき
m 

r((μふ I)SLf心）
i=l 

となる。さらに、 (P)および (D)の最適解は存在し、 (P)の最適値と (D)の最適値は一

致する。 ロ

4 動的双対化可能関数の例

n = 2, m = 3とし、 Ji:配→罠， i=l,2,3を各 X= (x□2)t E配に対して

fl(m) ＝ xf + x3, f2(X) ＝ x予＋x弓， j．3（尤） ＝ （X1 -X2)2 
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とする。このとき、主問題

(P) min [fl（尤）＋ f2（ゎ）＋f3（x)] 
XEIR2 

に対して

I= {1, 2}, {(E, O)}iEJ 

とし、新たな変数 Ui=(uil墨i2rE配， i= 1,2を導入し

(F) 
min fi(u1) + h(u叫十f心）

S.t. X一柘＝ 0,i = 1, 2 

を考える。ここで、 EE股2x2は単位行列である。 (P)に対するラグランジュ関数は

L(x, (uふEl,(μふEI)
= fi(u1) + h(u叫十f孔x)+ μi (x -u1) + μち(x-u叫
＝叱＋uむ＋吐＋u羞＋（X1一四）2
+μ11(x1 -uu) + µ12伍—叩）＋μ21(X1―匹1)+ µ22（四—如）

=（Un 号）2- 叫＋（U12 —苧）2- 凸＋（四1 一号）2- 叫
+ (知-µ2丁—µ為 m —疇＋叫11 + μ21)＋叫12+ μ22) 

2 / 4 
＋（ 

= { (U11 -T) 2 + (U12 -T) 2 + (U21 -~) 2 + (U22 -T) 2 
2.. 2.. 2.. 2 

+(x1 -疇｝＋ (— µ;l _ μ;2 ＿勺— µ;2)
+{x1(μ11 + μ叫＋四(μ12+ μ22)} 

となり、 h+f2+f3が{(E,O)}iEJに対して動的双対化可能関数であることを容易に確

かめることができる。ここで、 μi=（凸1,μi2)t E良汽 i= 1,2である。よって、主問題

(P)の動的双対問題は

(D) 

2 2..  2 2 
μ11 μ12 μ21 μ22 

max --------
4 4 4 4 

s.t. μu + μ21 = 0 
μ12 + μ22 = 0 

となる。一方、主問題 (P)の双対問題 ((F）のラグランジュ双対問題）は

(Dり
max ＿凸＿凸＿弘＿吟＿（匹＋知）2

4 4 4 4 4 

s.t. μ11 + μ21 + μ12 + μ22 = 0 

となる。
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5 結論

本稿では、制約なし最適化問題に対する双対問題を与える動的双対化について考察し

た。 2次関数の和に対する動的双対化可能関数を定義し、目的関数が 2次関数の和である

制約なし最小化問題に対して、その動的双対問題を提案した。
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