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概要

本稿は川崎盛通氏（北海道大学），木村満晃氏（大阪歯科大学），松下尚弘氏（信州大

学），見村万佐人氏（東北大学）との共同研究 ([KKM+21],[KKM+23]）に韮づく．群

Gとその正規部分群Nに対し，拡張不可能な不変擬準同型の空間W(G,N)が適当

な条件の下で有限次元となることを [KKM+21]で示した．本稿では，［KKM+23]で

得られた W(G,N)の次元の粗幾何における解釈について紹介する．

1 序

群 G上の実数値関数μに対し，

D(μ) = sup lμ(gh) -μ(g)―μ(h)I 
g,hEG 

をμの defectといい，有界な defectを持つμを擬準同型というまた， Gの任意の巡回

部分群への制限 μ|Gが準同型となるとき，μを斉次という．以下では明言しない限り，斉

次擬準同型のことを単に擬準同型と呼ぶことにする． G上の擬準同型のなすベクトル空間

をQ(G)で表し， G上の実数値準同型のなす部分空間を H1(G)で表す． Gが可換群（より

広く従順群）のとき Q(G)/H1(G)= 0であり，それとは対照的に Gが自由群や双曲閉曲

面の基本群（より広く非初等的双曲群）のとき Q(G)/H1(G)は非可算無限次元となること

が知られている [BF02].

NをGの正規部分群とし， N上の擬準同型 vE Q(N)がGに擬準同型として拡張可能

かどうかを考える．簡単な議論によりμ E Q(G)は共役不変（つまり任意のg,hE Gに対

しμ(ghg―1)＝μ(h)）となることが分かるので， VがG上に擬準同型として拡張可能なら
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ば， VはG共役不変である．言い換えると，包含写像i:N→Gによる引き戻しが写像

が： Q(G)→Q(N)G

を誘導する．ここで Q(N炉は G—共役不変な N 上の擬準同型のなすベクトル空間で

ある．本稿では Q(N戸の元を単に不変擬準同型とよぶことにする．また， Hl(N)G= 

H1(N) n Q(N)Gとおき，この元を不変準同型とよぶことにする．
次の商空間を考える：

W(G, N) = Q(N)G /(H1(N)G + i*Q(G)). 

この空間を拡張不可能な不変擬準同型の空間とよぶ． W(G,N)の分子 Q(N沢と分母

(H1(N)G + i*Q(G)）はともに，双曲的な設定では非可算無限次元となることが多い（例え
ばGが非初等的双曲群， Nが無限群かつ G/Nが有限生成従順群であればそうなる）．一

方 [KKM+21]において，それらの商空間W(G,N)はある程度マイルドな設定で有限次元

となることが示された具体的には， G/Nが従順群のとき W(G,N)がGの実係数 2次

コホモロジー庄(G)のある部分空間に自然に同型となることが示されている．例えばG

が有限表示であればH2(G)は有限次元となるので， W(G,N)も有限次元となる．

本稿の主題は， W(G,N)の次元の粗幾何的な解釈である．用語や記号の説明は後の章に

回し，主定理を述べる．

定理 ([KKM+23,Theorem 1.3（の一部）］）．群Gとその交換子部分群Nに対し， W(G,N)

が有限次元だとする． W(G,N)の次元を lとおく．このとき，写像 l:([G,N],dtlc,N)→ 
([G, N], dt1a)の粗核は (Zl,dい）と粗同型である．

注意 1.1．本稿では群 G と正規部分群 N という「群の組」の設定で話を進めるが，

[KKM+23]では実はより一般の「群の三つ組」の設定で理論を展開している．

2 安定交換子長

この章では主定理の主張の中の ([G,N], dtc,G,N)と([G,N], dtc,G)について説明する．

Gの元 gとN の元 xに対し [g,x]= gxg―lX―1を (G,N)単交換子というまた

(G,N)ー単交換子で生成される群を [G,N]と書き，（G,N)交換子群という．［G,N]の元 Z

に対し

cla,N(z) = min{ l I z = [gぃx1]・・・ [gz,xzl, 9i E G, xi EN} 

とおき， zの(G,N)ー交換子長という．
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(G,N)ー交換子長は明らかに劣加法性を満たすので， Feketeの補題から極限

lim 
clG,N（砂）

n→oo n 

が存在する．この極限を sclc,N(z)で表し， zの安定 (G,N)ー交換子長という．

以上の定義を G=Nの場合に適用すると，通常の交換子部分群 [G,G]，交換子長clG

および安定交換子長sclGが得られる．

擬準同型と安定交換子長は以下の Bavard双対定理により結びつく．

定理 2.1([Bav91]）．任意の ZE[G,G]に対し，

sclc(z) = sup 
[μ]EQ(G)／ザ(G)2D(μ) 

lμ(z)I 

が成り立つ．（Q(G)= H1(G)のときは右辺は 0とみなす．）

また，不変擬準同型と安定 (G,N)ー交換子長にも同様の関係 ((G,N)-Bavard双対定理）

が成り立つ．

定理 2.2([KKMM22]）．任意の ZE[G,N]に対し，

scla,N(z) = sup 
[U]EQ(N)町印(N)a2D(v) 

lv(z)I 

が成り立つ．（Q(N)G= Hl(N)Gのときは右辺は 0とみなす．）

(G, N)-Bavard双対定理と擬準同型の定義から，任意の z,wE [G,N]に対し

1 
sclc,N(zw)::S sclc,N(z) + sclc,N(w) + i 

2 

が成り立つことが分かる．よって scl古，N:[G,N]→恥oをZE[G,N]に対し

1 
sclい(z)= sclc,N(z) + ~ 

2 

と定めると， scl古，Nは三角不等式を満たす．つまり scl古，Nは [G,N]上の共役不変なノル

ムである．

[G,G]上の共役不変ノルム scl古も同様に定義されるが，本稿ではこのノルムの

[G,N](c [G,G])への制限を考える．これにより [G,N]上に Scl6,Nとscl6のふたっ

の共役不変なノルムが得られる．これらのノルムの誘導する両側不変距離をそれぞれ

が d+_
sclG,N’SclG 

で表す．
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主定理に現れる ([G,N], dtc1G,N)と([G,N], dtc1G)は上の両側不変距離付き群であり，

し： （［G,N]が）9,  sclG,N →([G,N], d;加）は写像としては恒等写像である．主定理が述べてい
るのは「これらの両側不変距離付き群の粗構造の違いを W(G,N)の次元が検知している」

ということである．なお，主定理内の dll・ll1はがノルムの誘導する zl上の距離である．

3 粗核

この章では主定理に現れる粗核について説明する．本稿では一般論には立ち入らず，距

離から誘導される粗構造および粗群構造に限定して話を進める．粗構造および粗群構造の

一般論についての文献として [Roe03]と[LV23]を挙げておく．

GとHを群とし，心と伍を GおよびH上の両側不変距離とする．写像a:G→H
が controlledとは，任意の S> 0に対しある T>Oが存在して，任意の 91,92E G 

に対し，心(91,92) ~ sならば dH(a(91),a(92)) ~ Tが成り立つときをいうまた，
8tiPg1,g2EG向 (a(9叩），a(91)a(92))< ooを満たす写像 aを前粗準同型といい， con-

trolledな前粗準同型を粗準同型という．

写像 a1:G→ H とa2:G→ H が supgEG向 (a1(9)匹 (9))< 00を満たすとき，
a1 ~ a2と書く．粗準同型a:G→H と/3:H→ G が恥 a~ i如かつ ao/3~i知を

満たすとき， aと0を粗同型写像という．

AとBをGの部分集合とする．ある d>Oが存在して Bのdー近傍N(B,d)がAを部

分集合として含むとき， A::s Bと脅く．また AゴBかつ BゴAが成り立つとき， A::=:::B
と書く．この関係ヌに関する同値類を Gの粗部分空間という．

定義 3.1.GとHを群，化と知を Gおよび H上の両側不変距離とし， a:G→H を
粗準同型とする． AをGの部分集合とし， AをAの代表する Gの粗部分空間とする． A

がaの粗核とは， a(A)c Hが有界集合であり，かつ a(B)CHが有界集合となる Gの

部分集合Bに対し B::s Aが成り立つときをいう．

つまり粗準同型aの粗核とは， aでの像が有界集合となるような Gの部分集合のうち，

「粗な怠味で」最大のものの代表する粗部分空間のことである．

注意 3.2.群準同型の核の場合と異なり，粗準同型の核は存在するとは限らない ([LV23,

Lemma 7.16, Example 7.18, Subsection 7.5]）．主定理は粗核の存在についても主張して

いる．
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4 主定理について

ここで主定理を再掲する．

定理 ([KKM+23,の特殊な場合l)．群 Gとその交換子部分群 N に対し， W(G,N)が有
限次元だとする． W(G,N)の次元を lとおく． このとき，写像い ([G,N], scl古，N)→

([G, N], scl石）の粗核は (Z1,II・ 111)と粗同型である．

具体的な粗同型写像は以下のように与えられる． W(G,N)の次元がlなので， W(G,N)

の基底［叫，・・・，［乃］を取る． W(G,N)の定義から各 lliはQ(N炉の元である．ここで

炉：［G,N]→記を ZE[G,N]に対し

杞 (z)=（巧(z),..・，乃(z))

で定める．包含写像 (Zl,d||•|1) → （尉dll・ll1)は粗同型写像なので，粗逆写像p：配→ ;;zl

を取り， <J>=/jO杞： ［G,N]→ Zlとおく．不変擬準同型巧，・・・，Vlをうまくとることで，

①が粗核への粗同型写像となる．①の粗逆写像の一般的な構成は多少の準備が必要なので

ここでは立ち入らない（以下の例4.1も参照）．証明の詳細は [KKM+23]を参照されたい．

例 4.1.G を種数 2以上の閉曲面の基本群とし， N を G の交換子部分群とす

る． このとき， dimW(G,N) = 1となる ([KKM+21]）． よって主定理から写像

し： （［G, N], ScliJ,N) → ([G,N],scl古）の粗核は (Z,II. 111)と粗同型である． 写像
し： （［G, N], scliJ,N)→ ([G, N], scl古）の粗核および (Z,II. 111)から粗核への粗同型写像は
以下で与えられる．

Gの表示として以下の標準的なものを考える：

G=〈a1,b1, ・ ・ ・, a9, b9 I [a1, b叶・・ •[a9,b9] = 1〉.

Gの部分集合Aを

A= {[a1,b『]• • •[ag, 吋] I mEZ} 

で定める． ここで [aぃ砂]= [ai, bi] ・ (bi[ai, bi]b;1) • • • • • (b↑―1 [ai, bi]b}-m)であり，

これらは G/[G,N]内では [ai,bi四と同値である． また G/[G,N]内では [ai,b」と

[aj,も］は可換なので，［a1,b1]・・ • [a9, b;:1]は([a1,bサ・・ ・ [a9, b9]門と同値である． Gの

関係式よりこれは単位元であり，したがって Ac[G,N]が分かる． この Aが写像

し： （［G,N],scl記v)→ ([G,N],scl古）の粗核を代表する．
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写像 ¥.ll:z→AをmEZに対し

w(m) = [a1, bf] ・・ •[a9,b;]

で定める．これが (Z,II・ 111)から粗核への粗同型写像である．
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