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単調欠測データの下でのスフェリシティ検定における
検定統計量の帰無分布に対する漸近展開

1 導入

東京理科大学大学院理学研究科佐藤哲也

東京理科大学理学部八木文香瀬尾隆

Department of Applied Mathematics, Tokyo University of Science 

単調欠測データの下で，分散共分散行列の検定の 1つである以下のような 1標本問題におけ

るスフェリシティ検定について議論する．

H。：工＝び2Ipvs. H1: :E #-u2Ip 

ただし庄は未知であり，庄＞ 0とする． Box(1949)では尤度比における一般的な分布理

論を紹介しており，完全データの下では， Muirhead(1982)がBox(1949)の方法を用いて，

スフェリシティ検定における修正尤度比検定統計量の帰無分布に対する漸近展開を与えてい

る． 2-step単調欠測データの下では， Choi(2005)が尤度比検定統計量の極限帰無分布つま

りx2分布の自由度を， Changand Richards (2010)が尤度比やその帰無モーメントを導出

している．また，一般的な k-step単調欠測データの下では， Batsidisand Zografos (2006) 

が楕円分布の下で尤度比を導出している．さらに，単調欠測データの下での平均ベクトルと

分散共分散行列の最尤推定量 (MLE)に関しては Kandaand Fujikoshi (1998)で与えられ

ている．そして， Changand Richards (2009)では 2-step単調欠測データの下で平均ベク

トルの検定におけるホテリングの T2型検定統計量を提案しており， Romerand Richards 

(2013)はその検定統計景がアフィン不変であることを示している．

本研究では，基本的に 2-step単調欠測データと k-step単調欠測データの下でそれぞれ議論

する．ただし， k：：：：： 2とする．最初にスフェリシティ検定における尤度比を導出し，尤度比

検定統計鼠と修正尤度比検定統計量の帰無分布に対する漸近展開を導出する．また， 2つの

検定統計量の上側パーセント点の漸近展開を与え，その上側パーセント点から近似上側パー

セント点をいくつか提案する．次に未知パラメータである庄の不偏推定量やその平均二乗

誤差 (MSE)について与え， k-step単調欠測データの下でのみ H。の下での庄の MLEと

庄の不偏推定量を MSEの観点から比較する．さらに，モンテカルロ・シミュレーションを

用いて検定統計量や近似上側パーセント点に対する TypeI error, 2つの推定量の期待値や

MSEについて数値的評価を行う．最後に数値例を紹介し，結論と今後の課題を示す．
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2 スフェリシティ検定における尤度比

2.1 2-stepの場合

2-step単調欠測データの下で，以下のようなデータ行列 X について考える．

X11 Xlpl X1,p1 +1 

X=  
X凡 1

XN1+l,l 

X凡 Pl X州 P1+l

X凡＋l,p1 ＊
 

X1p 

XN1p 

＊ 

XN1 XNp1 ＊
 

＊
 

ただし N=凡＋N2,p = Pl + P2, N1 > pであり，“*’'は欠測部分を表す．このデータ行

列X をベクトル表現すると次のようになる．

X=  

・・・ ＊ 

また，平均ベクトルμと分散共分散行列 Eを

μ=（：；）[, E=（t: 
P2 
ヽ

~12 

~22 
Pl

四

ヽ
~
ヽ
~

＼

ー

）

と分割を行う． ここで次のような多変量正規分布を仮定する．

匹•· ·,XN1'．ば芯(µ,~)，叫N叶1,... ， X1N i．赳心 (µ1,~』·

ただし初＝ （叫礼）＇， j= 1,...,Niである．さらに，標本平均ベクトルとウィシャート

行列をそれぞれ次のように定義する．

N1 凡 N
1 1 

叶＝ーと尤ぃ畔＝ーとX勾 9年＝一
1 

N1 
と叫

j=l 
N1 N2 
j=l ~ j=N丘 1
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N1 

叫＝区(x1j —砂）（”u —畔）’,
J=1 

N1 

w冑＝（W訂＝こ因—砂）因—畔）’，
j=l 

N1 

叫＝ど(x勾—畔）因—畔）’,
J=l 

Wげ＝ t 因—年）回—年）’＋ N＼的（砂—畔）（畔—年）’,
j=N丘 1

w畠＝ w旦— W賃)(Wi？戸W塁

このとき尤度比は次のようになる．

入＝
L(μ尼IP)

＝ 
L(µ,~) 

1 1 ___ rn ___ r..,, ¥ I~ 必
-（Wげ＋w胃）

2 I 1 ___ rn I 2 
-W畠

N N1 

｛ 
Np1+N1p2. 

N防＋N1P2
~(tr(W胄＋ w胃）＋ trW昇）｝

ただし L は尤度関数，µ,~は µ,:E の MLE, μ, cr2はH。の下でのμ,庄の MLEである

(μ, ~'µについては付録 A を参照せよ）．尤度比入は表記法の異なる Chang and Richards 

(2010)と結果が一致する．

2.2 k-stepの場合

k-step単調欠測データの下で， j= 1,...,kに対して次のような仮定を行う．

叫1…k-j+l),N(l...;-1）十1,...'叫1…k-j+l),N(l...j) i赳•NP(l...k-j+l) (μ(1…k-j+l), ~(1…K-J+1) (1...K-J+1)) . 

μ
 
＝
 

ヽ`＇ノk
 
ー（
 
μ
 
，
 ー＋
 
J
 

し

P

l

p

k

}
・
:
}
 

¥

）

 

義定

ー＋
 

と

1

.

J

 
... 

＿
 

k
 

〇

μ
―

―

μ

 

）
 7

(

＼
 

.
J
 

~= ー（

）

 

N

T

 

j
 

き

一

k
 

と

ー‘、し、μ
 

のー＝
 

.
J
 
しだた

Pl Pk-j+l 
/―‘•..,ー‘

瓦 K-J+1)（lk-J+1) ＝ ( 

~11 

~k-j+l,1 

E1,K-j+1 

~k-j+l,k-j+l 

) : }P1,  X(1 k)（l k) = E, 

}Pk-j+l 
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, j = 2,...,k, 

w贔＝ Wい・・・+W畠
wf.；］］十J1]l=W[;-J+1] -W;[;J;~11){wt.~-i:_~)(1...j-1)}-1wt.~-i:_~)j'j = 2,..., k 

と定義する． このとき尤度比は 2-step単調欠測データの時と同様に導出することで

N N(l...k-j+l) 

上w[K] l uT[k-j+l] I 2 
N nrrN  W]J・1.J-1

入(k)= 虚叫
j=2 (1...K-j+1) 

庫，~) ｛信N(1K-J+1)PJ)―1言trW[：-J+1]}埃N(1k-J+1)PJ 
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と書ける．尤度比入(k)は設定や表記法の異なる Batsidisand Zografos (2006)と結果が一致

する．

3 尤度比検定統計量と修正尤度比検定統計量の帰無分布に対

する漸近展開

ここでは Box(1949)の方法を用いて H。が真であるときの尤度比検定統計量と修正尤度比

検定統計量の分布関数の漸近展開を導出し，上側パーセント点の漸近展開を与える．ただし

修正係数を p(0 < p :=; 1)，漸近変数を N とする．

3.1 2-stepの場合

2-step単調欠測データの下で，以下のような確率変数Z(O< Z::::; 1)のh次モーメントにつ

いて考える．

E［か］＝ K 

r 

IIば
m=l 

h q1 qz 

rrr［知（1+ h) + fol II r［孤（1+ h)＋如］

£
 
2£ 
N
2
 

z
 

⑪

IIbl 

‘、19
,
b
 

z
1
 

z
 qirr[ 

f=l £=1 
r 

II爪 m(l+ h)＋叫
m=l 

(1) 

ただし
r q1 q2 

こ如＝こ叩＋こ匂 (2) 
m=l P=l £=1 

であり， K はE[Z0]= 1となるような hに依存しない定数とする．また， Ym,Z1£や2£ はN

の1次式であるとする．さらに

/31£ = (1 -p)z1£, f3u = (1 -p)z況，cm=(1-P)Ym 

とするとー2plogZのキュムラント母関数は次のように表すことができる．

1 
s 

w(t) = -~! log(l -2it)＋と叫p){(l-2itt"'-1} + O(N-s-1). (3) 
2 

a=l 

ただし

f = -2 （芦む＋芦如ー苫m — ;(q,+q,-r)), (4) 
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叫 (p)＝ (-1)a+1 (q1恥 ((3u心） や恥((3凶＋如）
a(a+1）と（pzu)a ＋ど a

t=1 £=1 
(p孤）

一芦Ba+]こ；加）） (5) 

であり， Ba+l(a)は自由度 (a+1)のベルヌーイ多項式である．（3)において s= 1とし，

(2)とB2(a)=心 -a+(l/6)であることを用いると

1 
w(t) = -~flog(l -2it) + w1(p){ (1 -2itt1 -1} + O(N-2) 

2 

となる．ただし

よって

叫）＝土｛―（1-p)f＋立（的ー知＋i)＋立（＜羞ー如＋］） 

ー□（品ー'T/m+ i)} 
p=l-]｛言 Z五1 （的―如＋］）＋言ゴ（効ー如＋ i) —吝 Y叶1 （点—加＋i)} (6) 
のとき w1(p)= 0となる．また，（3)において s= 2, w1(p) = 0とし，（2)とB3(a)= 

がー (3/2)a2+ (1/2)aであることを用いると

1 
w(t) = -~f log(l -2it) + w2(p){ (1 -2it)-2 -1} + O(N-3). 

2 

となる．ただし

叫）＝―~ [3(1-p)2(言如＋t知一j;17m) 
+ 3(1-p)｛喜1;（的ー知＋i)＋立（＜羞ー如＋i)

-ty盃1 （品—加＋ i)}
m=l 

言亭e- 髯＋喜u) ＋塁（効—昇＋枠）
一塁（叫ー］点＋；T/m)-~(1-p)畑＋q2-r)] 
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である．よってー2plogZの分布関数は次のように書ける．

Pr(-2plogZごx)= G1(x) + w2(p){ G1+4(x) -G1(x)} + O(N-3). (7) 

ただし切(x)は自由度fのx2分布の分布関数である．さらに， p=lとするとー2logZの

分布関数は次のように書ける．

Pr(-2 log Zさx)= G1(x)＋叫1){G1+2(x) -G1(x)} 

＋叫1)｛叫(x)-G八x)}+ O(N-3). (8) 

ただし

叫 1)＝;｛立（的ー如＋i)+昌（＜羞ー如＋ i) —戸（品ー加＋ i)}, 

叫）＝—]｛塁（塁髯＋料）＋塁（⑰-綽＋晨→
-t如 2（叫ー；点＋長
m=l 

)} 
である． ここで，入の h次帰無モーメントについて考える．

定理 1

h = 0, 1, 2,...，に対して入の h次帰無モーメントは

1 1 

E［炉］＝
(N防＋ N叩）（Np叶~ rp1 D(Nh+N -1)］丘 [~(N1h+ N1 -P1 -1)] 
N竺1:?2h rP1 ［凸（N-1）]に [~(N1 -P1 -1)] 

r ［貨（N-l)p1 + (N1 -1)四｝］

x r [｝｛（N-1)Pl+（N1 -1)P2}＋店(Nm+Nm)h]
である．ただし多変量ガンマ関数は

Pj(P1―1) PJ 1 
且[a]=1r~ り［a-う化ー1)]

と定義される．
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定理 1はChangand Richards (2010)によって与えられている．入の h次帰無モーメント

を多変量ガンマ関数の定義式を用いて（1)と同じ形となるように変形をすると次のように表

せる．
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とhに依存しない定数であり， E［入D]= 1を満たしている． Z=入とし，変形後の入の h次

帰無モーメントを（1)と比較することで次のような方程式を得る．

r = l, q1 = P1,ゅ＝P2,

知＝うN, 知＝一~c,c= 1,...,Pi, 

孤＝ぅ爪＆£=一沢＋Pl),£ = 1, ・ ・ ・, P2, 

Y1 = ~(Np1 + N1p2), T/1 = -~p. 
2 2 

これらは (2)を満たしている．上記の方程式をそれぞれ(8)と(7)に代入することでH。が

真であるときの尤度比検定統計量ー2log入と修正尤度比検定統計量ー2plog入の分布関数を

漸近展開できる．

定理 2

,1 = Ni/N→ふ E(0, 1] (Ni, N→oo)とすると， H。が真であるときー2log入の分布関

数は
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ただし

厖Pr(-2log入：：：：： x)= G八x)+ ~{ GJ+2(x) -G点）｝
N 

＋悶{Gf+4(x)-G八x)}+ O(N-3). (9) 

1 
f = i(P + 2)(p -1), 
2 

贔＝叫（1)=喜[P1(2p『+9p1+ 11) 
1 2 +;伽(2p~+ 9釦＋11)+ 6p心 (p+3)} -~(3p2 + 6p+ 2)], 

賀2)= N冨 (1)

＝土［防(P1+ 1)（P1 +2)（P1 +3) +>(• ＋ 1）（P2 + 2)（P2 +3) 
?l 

+2p叩{(P2 + 1)(2p + P1 + 7) + 2(p1 + l)(P1 + 2)}) 

4 
—~p(p+l)(p+2)] 

である．また， M=pNとすると， H。が真であるときー2plog入の分布関数は

1(2) 
Pr(-2plog入::::;x) = Gt(x) + i;』叫(x)-G八x)}+ O(M-3). (10) 

ただし

1 
p = l -~ [P1 (2Pi + 9p1 + 11) 
1 2 +;伽(2灼＋9四＋ 11)+ 6P1P2 (p + 3)} -~ (3p2 + 6p + 2)], 

心＝ M芦 (p)＝ 2し[―(p+2)1(P-1) (Pl(2pf+9p1 + 11) 
1 2 
+ -{P2(2pt+9釦＋ 11)+ 6p心 (p+3)}-~(3p2 +6p+2)) 2 
T1 Pl十"/1P2

+ 6p1(P1 + l)(P1 + 2)(P1 + 3) + ~（四(P2 + l)(P2 + 2)（四＋3)
7l 

+2p叩{(P2 + 1)(2p + P1 + 7) + 2(p1 + l)(P1 + 2)}) 

24 
―(Pl ＋訊）2p(p+1)（p+ 2)] • 
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(9)において fの値は Choi(2005)と一致する．（9)と(10)から， H。が真であるとき

-2log入とー2plog入の上側100a%点はそれぞれ

如）（a) ＝砂(a)+~亨如）＋嘉］（2f7:)2) 砂（a)｛砂（a)+ f + 2} + O(N-3), 
1 2"f(2) 

q(2) (CY)＝砂(a)＋砂(a)｛砂(a)+f + 2} + O(M-3) 
M2 J(f +2) 

と漸近展開できる．ただし砂(a)は自由度fのx2分布の上側 100a％点である．

3.2 k-stepの場合

k-step単調欠測データの下で，次のようなモーメントを持つ確率変数 Zについて考える

(0 < Zさ1).

r 
h k qj 

II此m rrrrr［叫l+h)＋知l
E[Zり＝ K m=l 

k qj 

RRRR亨

J=lf=l 

r 

II直 m(l+h)＋叫
(11) 

j=lf=l m=l 

ただし
r k qj 

ど珈＝ LLZjf (12) 
m=l j=l £=1 

とし， K はE[Z0]= 1となるような hに依存しない定数とする．また， Ym,ZjfはNの1次

式であるとする．

このとき，ー2logZやー2plogZの分布関数は 2-step単調欠測データのときと同様に導出

することで次のように漸近展開できる．

Pr(-2logZ :S: x) = G点）＋叫1){G1+2(x) -G点）｝

＋叫1)｛Gf+4(x)-G八x)}+ O(N-3), 

Pr(-2plogZさx)= G1(x)＋w2(p){ G1+4(x) -G1(x)} + O(N-3). 

ただし

f ＝ー 2｛芦t知ー名加—:（言も一r)}, 
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p= 1-］｛tシ（砂ー知＋ i） -t叫1 （品—加＋ D},
叫 1)＝：{tt口11（砂ー如＋i） -tym/11（品—加＋i） ｝) } 
叫 1）＝ーi{言言ろf（砂—髯＋託）—塁 (a;,, 一；品＋；am)}, 

叫）＝―:［3（1 -:)2 [3言t邸ー名T/m)
+ 3(1-p) ｛苫□（効ー知＋ i）—戸（点ー加＋i)｝ 
ふシ（c-髯＋料）心y;;;2('T/孟ー］点＋長
j=1 t=1 m=1 

） 
ー］（1-p)2(言も一r)l 

定理 3

h = 0, l, 2,...，に対して入（k)のh次帰無モーメントは
k 

（文叩．K-J＋1)PJ)応凡k-J+1)P3h
E[（炉）り＝ j＝1 

k 1 

II況．K-j＋1)
-N(1…K-j+1)P沖

K rp3]［i(N(1.．K-J+1)h + N(l..K-J+1) -P(1. J-1) -1) 
XII 

~(N(l...k-j+l)h + N(l...k-j+l) -P(l...j-1) -1)] 

J=1 且 [~(N(l...k-j+l) -P(l...j-1) -1)] 

r [；言(N(1.．K-J+1)-1)pJl 
x r [： t(N(1 k-J+1) -1)pJ十；文N(1k-J+1)PJh 
j=l J=l l 

である． ただし j=lのとき P(L..j-1)= 0と定義する．

定理 3の証明は付録 Bを参照せよ．入(k)のh次帰無モーメントを多変量ガンマ関数の定義
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式を用いて (11)と同じ形となるように変形をすると，

E[（入(k)）り＝ K 

.
J
 
p
 

ヽ
~1

、
~ー＋
 

十.J
 

.
J
 
k
 

k
 

ー(

1

 

N

N

e

 
ー＿

2
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文
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、ヽ
j

1
-
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ー

＼

＼

ー

ー

／

＋

.

J

.

J

 

p

＿
 

、

~
k
ー

ー

十

（
 

A
J
 

ふ

N
1
-
2
 
（
 

ー（
 

PJrr[ 

z
 
占
U
曰

k

▽
]
[
 

1
-
2
 

(
_
_
＼
 

h
 

k Pj 

x n ur[；N(1.K-J+1)（1 + h) —拉＋ P（1..J-1))]

r [ ~（芦 N(1k-J+nP])（1 + h）一店］
となる．ただし Kは

k = r [；言(N(lk-J+1) -1)pJl 
k PJ rrrrr -1 ggr [~(N(l... k-j+l) -P(l…j-1) -£)] 

とhに依存しない定数であり， E［（入(k))D]= 1を満たしている． Z=入(k)とし，変形後の

灼のh次帰無モーメントを (11)と比較することで次のような方程式を得る．

j = 1,...,kに対して

1 1 
r=l,%=Pj,勺＝ 2N(1.．K-J+1)，知＝一i化＋P(1.・j-1)),£= 1, ・・・,Pi, 

Y1=~t叩．k-j+l)PJ,T/1 = -~p. 
j=1 2 

これらは (12)を満たしている．上記の方程式をそれぞれー2logZとー2plogZの分布関数

に代入することで，尤度比検定統計量ー2log入（k)と修正尤度比検定統計景ー2plog入(k)の分

布関数を漸近展開できる．

定理4

M=pNとし， i = 1,..., k, j = 2,..., kに対して 'Yi=N;/N心(1...k-j+l)＝ "/1+・・・十

"/k-j+l = N(l... k-j+l)/N→8k-j+l E (0, 1] (N(l... k-j+l), N→oo),"/(1...k)＝"/1 +・・・十咋＝ 1 
とすると H。が真であるとき



63

ただし

伽
Pr(-2log入(k)：：：：： x)= G八x)+ ~{ G1+2(x) -G心）｝

N 

＋悶{Gぃ(x)-G八x)}+ O(N-3), (13) 

Pr(-2plog入(k)：：：：： x)= G点）＋富{Gf+4(x)-G八x)}+ O(M-3). (14) 

1 
f = -i:;(p + 2)(p -1), 
2 

p = 1 - 1 位 1 仇(2pJ+ 9pi + 11) + 6P(l... j-1)凡(P(1...j)+ 3)} 
6(p + 2)(p -l)N L~ 1(1…k-j+l) 
2 

~(3p2 + 6p + 2)]' 

こ賀1...k-j+l)Pj
j=l 

贔＝ N叫 1)＝喜［戸賞1.1-J+1）仇（2p;＋9pJ + ll) ＋ 6p(1. J-1)PJ(P(1.J) + 3)｝ 
2 ~ (3p2 + 6p + 2)]' 
又(1…k-j+l)Pj
j=l 

1 
賀k)= N芦（1)＝屈［シ 2 1 (P凸＋ 1）（pJ + 2)（pJ + 3) 

j=1 1(1…k-j+l) 

+ 2P(1...j-1氾 {(Pi+1)(2P(1...j) + P(1...j-1) + 7) + 2(P(1...j-1) + l)(P(1...j-1) + 2)}) 

4 l -~p(p + l)(p + 2) I, 

（ 苫/(1...k-j+l)Pj)
加＝ Mシ(p)＝ 2し[―(p+2)1(p-1) （芦賀1k1-J+1){p]（2p; ＋9pJ + 11) 
+ 6P(l…j-1)防(P(1…j)+ 3)} 

2 
2 k 

6 ~(3p2+6p+2)) ＋ど 12 （尋＋l)(Pi+ 2)(Pi + 3) 
どm..K-j+1)Pj j=l 1(1...k-j+l) 

j=l 

+ 2P(l…j-1)Pi{ (Pi+ 1)(2P(l…j) +P(l…j-1) + 7) + 2(P(l…j-1) + l)(P(1…j-1) + 2)}) 
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(K 242p(p+1)（p+ 2)］ 
苫"/(1...k-j+l)Pj)

である．

(13)と(14)から， H。が真であるときー2log入（k)とー2plog入(k)の上側 100a%点はそれぞ

れ次のように漸近展開できる．

q(k)(CY) ＝砂(a) ＋玉亨如）＋声f(〗~x}(a){x}(a) + f + 2} + O(N-3), 
1 2"f(k) 

q(k)(a)＝砂（a)+ 砂(a)｛砂(a)+f+2}+0(M―3).
Mげ(f+ 2) 

ここでー2log入（k)の近似上側100a%点をそれぞれql(CY), q2 (CY), q3 (CY)とし，ー2plog入(k)の

近似上側 100a％点をそれぞれq1(CY)，が(a）と提案する．ただし

である．

紐）＝砂(a),
2 如）＝xf(a)＋
1 2(3（k) 

N f 
砂(a),

1 2(3（K) 2 1 2叩(k)
q3(a)＝砂(a)＋- Xf(a) ＋ - xラ(a)｛砂(a)+f+2},

N f N2f(f+2) 

1 2冨(k)
が(a)＝砂(a)＋砂(a)｛砂(a)+f+2}

Mげ(f+ 2) 

4 庄の推定について

4.1 2-stepの場合

2-step単調欠測データの下で， H。の下での庄の MLEは

ぞ＝N（Pl :1叩）（tr(WW + W胃） ＋ trW~り）
と表せる． -;j2の期待値を取ると

亨 l= (1―N(Pl :1叩））庄

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 
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であるため，庄の不偏推定量を

砕＝（1―N(Pl [1lP2)）―1 -;;2 
と与える．

4.2 k-stepの場合

k-step単調欠測データの下で， H。の下での庄の MLEは次のように書ける．

行2=（心賀1k-J+1)PJ)-1立w;:J+1] 
j=l / j=l 

7J2の期待値は

E［巧＝｛l-p(噂(lk-J+1)PJ)―1}び2
であることから，庄の不偏推定量を

尻＝｛1-p(心ア(1k-J+1)P])-'}_,ii' 
と与える．次に，デと碍を MSEの観点から比較する． 7J2と況の分散はそれぞれ

Var［訊＝ 2卜（喜(lk-J+1)P]) -P} (N 〗ア（1k-J+1)P]）-2び，

Var［砕]~2{N（言ア(lk-J+1)PJ)-P}-1が
であることから， 7J2と碍の MSEはそれぞれ次のように書ける．

MSE［訊＝ Var［約＋（E［訊ー庄）2

＝ ［2卜（喜(lk ]十1)P])-p}+p]（心7(lk ]十1)P])-2が，

MSE閤l= Var[a~] + (E[a~] -a叩

= 2卜（言ア（1k-J+nP]） -P}-1び

(19) 
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よって MSE記］と MSE[ai]の大小関係は

k 

N>的＞p,庄＞ O,NL'Y(l…k-j+l)Pj―p>O
j=l 

より，次のようになる．

{MSE炉l< MSE［碍lp < 4のとき
MSE［祠：：：：： MSE[cr~] p > 4のとき

ただし等号成立は N→ OOのときである．以上からp::::;4のとき z;2の方が良い推定鼠であ

るが， p>4のとき況の方が良い推定量であると言える．ただし等号成立は N→ 00のと

きであり，（19)と定理4での "f(l…k-J+1)の収束性から況→ z;2となるため，同じ推定量と

なる．

5 アフィン変換

2-step単調欠測データと 3-step単調欠測データの下で，尤度比におけるアフィン変換につ

いて考える．

5.1 2-stepの場合

A11, A22をそれぞれPlX Pl, P2 X P2正定値対称行列， A21をP2X Pl行列， V1,V2をそれ

ぞれPlX 1, P2 X 1ベクトルとする． このとき

A = （心1 A:2)，C = (：p2ll I:2),v = （：:） 
とおき，次のようなアフィン変換を考える．

(：：：) ＝ AC(：;:） + v, j = 1,．.．，N1, 
孔＝ A心 lj+互 j= N1 + l,..., N. 

このとき

AC  (：：：)＝ （A22A21A;；”[JA→2J), J = 1,，N1 
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よりアフィン変換は次のように書ける．

孔＝ A11五＋互 j= l,...,N, 

孔＝ A22A21五＋A22叫 j+砂， j= 1,...,Ni・

アフィン変換後の尤度比入を入＊とすると

1 立込
(2)* 2 I 1 

N(W信＋wn)w(1)
.1 2 

N1 
2 2 • 1 

入＊ ＝ 

{Npl :NlP2 (tr(W信＋ w冒）＋trWi『)}丘三

ただし

N1 N1 N 
1 1 訂＝ ど孔，嗚l)*= 1 

N1 
ーと孔，充笠＝―区叫j,
N1 N2 j=l j=l 

N1 

w胃＝区（礼ー百笠）（孔ー充笠）＇，
j=l 

N1 

w信＝（W尉）＇＝区（礼—充位）（孔ー充阿）＇，
J=l 

N1 

w尉＝区（孔—亨）（礼—亨）＇，
j=l 

j=N1+l 

w冒＝シ国—亨）（孔—亨）＇＋ N＼N2(年 -Xi2)＊)(Xil)*-臼）＇，
j=N叶 1

wW~=Wらt)*-W;i)＊（Wii)＊）―1wW*

である．このとき

w管＝ A11W胄An,

w管＝ （W曹）＇＝ A11WりA伍A22+A11W尉A22,

w靡＝ A22知WりA'21知＋A22位 W悶A22＋知W 畠[A'21知＋知W旦A22,
w冒＝ A11WげAn,

w掌＝ A11W畠A11
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と書ける．ここでアフィン変換後の平均ベクトルμ*と分散共分散行列 X＊について考える

とそれぞれ µ*=ACµ 十レ，ゞ＝ AC~(AC)＇であり，

V=-ACμ,AC= (An  
A22A21 A□ ＝向）½(＿叫

-:E;2~1 :E21江―11

＼

ー

）
ー
＿
gi 

ー＿
2T
 ゚

とすれば，μ*= 0, :E*＝庄IPとなる．ただし :E22-1= :E22 -:E21立1/:E12である．よって

μ＝位） 9E= （エ：~::)
が与えられたとき AC を用いて変換すれば尤度比検定統計量—2log 入と修正尤度比検定統

計量ー2plog入の帰無分布を導出するのに一般性を失うことな<,μ= O,:E＝庄IPとでき

る． H。が真であるとき， Au=IP1'A22 = Ip2,A21 = 0 より

w曹＋w胃＝ Wげ＋w屈

w尉＝ W畠

w広＝ W畠

から

入＊ ＝ 

l 凶ェ
¾r (wW + Wi;l) 12上w(1)2 
N N1 22•1 

｛ 
Np1+N1p2 ＝入．

1 
N防＋Ji;;;;(tr(W胃＋wげ）＋trW(1))}

2 

22 

よって，アフィン変換に対して尤度比入は H。の下で不変である．

5.2 3-stepの場合

A11, A22, A33をそれぞれPlX Pl, P2 X P2, p3 X p3正定値対称行列， A21をP2X Pl行列，

A3(12)をp3X P(l2)行列，叫砂乃をそれぞれPlX 1, P2 X 1, p3 X 1ベクトルとする．こ

のとき

A(1)＝臼゚A22 
゜
A:3)，C(1) ＝( 

IP1 0 

A21 IP2 

A3(12) 
：），砂＝［），
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A(2) = （似 A?2),C(2)＝(：P2ll I:2），砂＝（::) 
とおき，次のようなアフィン変換を考える．

叫123)，J=(>:)=A(1)C(1)（：：：） ＋砂）， J＝ 1,．．．， N1, 

叫，J＝(：：:）＝ A(2)C(2) (：：:） ＋ツ(2)，j= N1 +1,．．．，N(12)9 

孔＝ A心 lj+ Vi, j = N(12) + 1,...'N. 

このとき
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となることからアフィン変換は次のように書ける．

礼＝ A心 lj・十叫 j= 1,...,N, 

叫J= A22A21互＋ A22互＋砂， j= 1,...'Nc12) 

礼＝ A33A3(12)『） + A33鴨＋巧， j= 1，．．., N1・ 
X2j 

アフィン変換後の尤度比入(3)を入（3)*とすると

1 ___ rQl* 11 辛凶[3]* 
-W11 

2 I l nr[2]* I 2 I l nr[l]* I 2 
N N(12)W22・1 団W33・12

入(3)*= 

｛ 
Np1 +N(l2)P2+N1p3. 

1 2 

Np1 + N(12)加＋ N1p3
(trW胃＋trW胃＋trWい｝
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N1 

w(1)＊=区（叫123),j―元誓）（叫123),j―元誓）＇

/ J□[） 
w(1)＊ 
(12)(12) 
w(1)＊ 

N(12)己／□），
w(2)* = <-~1 (x(12),j―司字）（叫12),j―可）／＋羹:)2 （亨—疇）（元胃—疇）／

j=N叶 1

w冒 W胃
＝ （臼 w賃＊），
N 

w(3)*= 区 （礼—吋信）（孔—元胃）1 ＋ N(1心芯ぽ胃—帽）（疇—司訂）／
j=N(12)+1 

=W  
(3)* 
11' 

w[~i;)(12) = w;g;(12)'w[~i;)3 = w｛且；3,w1W2) = w~~Gl, w贔*=W晶）＊＇

W胃*=W闘＋w冒，W胃＝W誓＋w冒

w罰＝W尉＋w冒，W雰＝W尉＋w雰，

w汀＝W叡＋w胃＋w冒，

w訊＝ W犀— W胃(W町）―1W罰，

W畠玉＝ W賞— W閏祠(W悶）（12)戸W翡•)3
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である．このとき

w胃＝ A11W~3iA11,

w胃＝ A22知 W訟心＋A22心 W胃A22

＋知W闘A伍知＋知W晶＼22,

w賞＝ A33A3(12JW閃~)(12)A;(l2)知＋ A33A3(12)W[il2)3A33 

＋知W贔A;(12)知＋知W~~A33,

w畠＝知W晶A22,

w闘12＝知W闊．12A33

と書ける． ここで，平均ベクトルμと分散共分散行列口をそれぞれ

/
'
ー
＼
＝
 

¥

）

 

□
 

μ

T

 

□三
瓦12）エ33)

(20) 

(21) 

とする．このときアフィン変換後の平均ベクトルµ*と分散共分散行列~*はそれぞれ

μ* =A(1)C(1)μ＋砂）， S ＝A(1)C(1)刃(A(l)c叫＇であり

砂） ＝ーA(1)C(1)μ,

A(1)匂＝（A：;21 A:2 
A33A3(12) 
）゚ ＝（叫
A33 

1 ＿＿ 

幻 0
1 1 

＿江匹うぶ21幻均1
1 

-E扇~12~3(12)江ぶ(12)
1゚ 

E 2 33•12 

とすればμ*= 0,ゞ＝庄Ipとなる．ただし :E22-1= :E22 -:E21:E;_-/:E12, :E33.12 = :E33 -

瓦12心畠）（12ぶ(12)3である．よって (20),(21)が与えられたとき A(1Jc(1)を用いて変換す

れば尤度比検定統計量ー2log入（3) と修正尤度比検定統計量ー2plog入(3)の帰無分布を導

出するのに一般性を失うことなく， μ=0，:E=庄IPとできる． H。が真であるとき，

A11 = [Pl> A22 = Ip2, A33 = Ip3, A21 = 0, A3(12) = 0より

wり「＝ wl31,w~つ*=w;2~,W昆t=w位~, w~rl = W~t, w11t12 = w11Li2 
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から

1 ___ rQl I~ 辛ふ
-W[3] 1 w[2] 2 I 1 

入(3)＊= 
N 11N(12) 22•1 N1W喜

＝入(3)
庫＋N(12)P2+N1p3

｛ 
1 

N防＋N(12)加＋N1p3
(trW打＋trW旦＋trW旦）｝

よって，アフィン変換に対して尤度比入（3)はH。の下で不変である．同様に示すことによ

り， k-step単調欠測データの下でも尤度比入(k)はアフィン変換に対して H。の下で不変で

ある．

6 モンテカルロ・シミュレーション

モンテカルロ・シミュレーションを行う前に， TypeI errorを設定する．尤度比検定統計

量ー2log入（k)と修正尤度比検定統計量ー2plog入(k)の近似上側 100a％点に対する TypeI 

errorをそれぞれ次のように設定する．

ai = Pr{-2 log炉＞ qi(a)},i= 1,2,3, 

心＝ Pr{-2plog炉＞ q1(a)},

ふ＝ Pr{-2plog炉＞り(a)}.

ただし， q1(a)，q2(a)叩 (a)，り(a)はそれぞれ (15),(16),(17),(18)で与えた近似上側 100a%

点である．ー2log入（k)とー2plog入（k)の上側 100a%点，設定した TypeI error, そして行汽

碍の期待値や MSEを100万回のモンテカルロ・シミュレーションによって数値的評価し

た．本研究では N (0，庄I ＝ 1 P(1…K-j+1) P(1…k-j+l)),j ,...,kからの乱数を発生させ， a=0.05 

とした．また，尤度比入（k)は庄に依存しておらずアフィン変換に対して H。の下で不変で

あるため，庄＝ 1.0とした．他のパラメータに関しては次のように設定する．

•表 1: 2-stepの場合

(2, 2) (N1，芯） ＝ （c, c), (c, 2c), (2d, d), 

(P直）＝｛（2，4)，（4,2) （N1，ふ） ＝ （c，C)． 
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•表 2: 2-stepの場合

(P1,P2) = (4, 4), (6, 2), (2, 6), 

(Nぃ的） ＝ （c, c). 

•表 3: 3-stepの場合

(P1, P2, p3) = (2, 2, 2), 

(N1, N2，芯） ＝（c, c, c), (2d, d, d), (c, 2c, c), (c, c, 2c), (c, 2c, 2c). 

•表 4: 3-stepの場合

(P1,P2,p3) = (3, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 3), (4, 3, 2), (4, 2, 3) 

(N1,N2,N砂＝ （c, c, c). 

•表 5: 5-stepの場合

(P1, P2,P3,pもp5)= (2, 2, 2, 2, 2), 

(N1, N2, N3, N4, N,り＝ （e, e, e, e, e), (2c, c, c, c, c), (e, 2e, e, e, e), 

(e, e, 2e, e, e), (e, e, e, 2e, e), (e, e, e, e.2e). 

•表 6: 5-stepの場合

ただし

(P1,P2,Pふp4,pり＝ （2, 2, 2, 2, 4), (2, 2, 2, 4, 2), (2, 2, 4, 2, 2), 

(2, 4, 2, 2, 2), (4, 2, 2, 2, 2), 

(N1, N2, N3, N4, Niり＝ （e, e, e, e, e). 

c = 10, 20, 40, 50, 80, 100,200,400, d = 5, 10, 20, 40, 50, 80, 100, 200, 

e = 20, 40, 50, 80, 100,200,400 

であり，表 1-6はN1> pである．また， a1心2心3,Cl:x2,びの中で一番aに近い値を太字と

している．
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表 1:-2log入，ー2plog入の上側 5％点，それぞれの近似上側 5％点に対する

Type I error, a2と況の期待値やMSE:(P1,P2) = (2, 2), (2, 4), (4, 2). 

Sample Size Upper Percentile Type I Error Expectation Mean Squared Error 

N1 N2 q2(a) q3(a) -2 log入 qt(a)-2plog入 °'1'-"2 a3 %2 at E［ヂ］ E［芍］ MSE［判 MSE[&も］

(p1,P2) = (2, 2) 

10 10 20.90 22.37 22.75 17.39 17 39 .180.076 055.058.050.933 1 000 .03554 .03568 

20 20 18.91 19.28 19.27 17.01 17.00 .095.055.050.051.050.967 1.000 .01719 .01720 

40 40 17.92 18.01 18.01 16.94 16.95 .069.052.050.051.050.983 1.000 .00846 .00846 

50 50 17.72 17.77 17.78 16.93 16 94 .065.051.050.050.050.987 1 000 .00676 .00677 

80 80 17.42 17.44 17.46 16.92 16.94 .059.051.050.050.050.992 1.000 .00421 .00421 

100 100 17.32 17.33 17.34 16.92 16.93 .057.050.050.050.050.993 1.000 .00336 .00336 

200 200 17.12 17.12 17.12 16.92 16 92 .053.050.050.050.050.997 1 000 .00167 .00167 

400 400 17.02 17.02 17.01 16.92 16.91 .051.050.050.050.050.998 1.000 .00084 .00084 

10 20 20.81 22.35 22.66 17.44 17 46 .178.077 055.059.050.950 1 000 .02627 .02634 

20 40 18.86 19.22 19.22 17.02 17.01 .094.055.050.052.050.975 1.000 .01283 .01284 

40 80 17.89 17.98 17.97 16.94 16.94 .068.051.050.050.050.987 1.000 .00633 .00633 

50 100 17.70 17.75 17.75 16.93 16 93 .064.051.050.050.050.990 1 000 .00505 .00505 

80 160 17.40 17.43 17.43 16.92 16.93 .059.050.050.050.050.994 1.000 .00314 .00314 

100 200 17.31 17.32 17.31 16.92 16.92 .057.050.050.050.050.995 1.000 .00251 .00251 

200 400 17.11 17.12 17.12 16.92 16.92 .053.050.050.050.050.998 1.000 .00125 .00125 

400 800 17.02 17.02 17.00 16.92 16 90 .051.050.050.050.050.999 1 000 .00063 .00063 

10 5 21.02 22.52 22.92 17.33 17 37 .184.077 055.057.051.920 1 000 .04329 .04355 

20 10 18.97 19.34 19.33 17.00 16.99 .096.055.050.051.050.960 1.000 .02077 .02080 

40 20 17.94 18.04 18.04 16.94 16.94 .070.051.050.050.050.980 1.000 .01019 .01019 

80 40 17.43 17.45 17.47 16.92 16.94 .059.051.050.050.050.990 1.000 .00505 .00505 

100 50 17.33 17.34 17.33 16.92 16 91 .057.050.050.050.050.992 1 000 .00403 .00403 

160 80 17.18 17.18 17.17 16.92 16.91 .054.050.050.050.050.995 1.000 .00252 .00252 

200 100 17.12 17.13 17.11 16.92 16.91 .053.050.050.050.050.996 1.000 .00201 .00201 

400 200 17.02 17.02 17.02 16.92 16 92 .052.050.050.050.050.998 1 000 .00100 .00100 

(P1,P2) = (2,4) 

10 10 41.21 45.83 49.23 33.35 33.88 .432.149.081.083.056.925 1.000 .02877 .02708 

20 20 36.31 37.47 37.62 31.73 31.76 .158.065.052.054.050.963 1.000 .01345 .01301 

40 40 33.86 34.15 34.16 31.48 31 50 .090.053.050.051.050.981 1 000 .00648 .00636 

50 50 33.37 33.55 33.54 31.45 31.45 .080.052.050.050.050.985 1.000 .00515 .00508 

80 80 32.63 32.71 32.70 31.43 31.42 .067.051.050.050.050.991 1.000 .00318 .00316 

100 100 32.39 32.44 32.43 31.42 31 42 .063.050.050.050.050.992 1 000 .00253 .00252 

200 200 31.90 31.91 31.91 31.41 31.41 .056.050.050.050.050.996 1.000 .00126 .00125 

400 400 31.66 31.66 31.66 31.41 3141 .053.050.050.050.050.998 1 000 .00063 .00063 

(P1,P2) = (4, 2) 

10 10 39. 72 43.50 46. 75 33.4 7 34.39 .365.137.081.091.060.940 1.000 .02244 .02130 

20 20 35.56 36.51 36.68 31.78 31 83 .137.062 052.055.051.970 1 000 .01060 .01032 

40 40 33.49 33.72 33.72 31.49 31.49 .083.053.050.051.050.985 1.000 .00515 .00507 

50 50 33.07 33.22 33.23 31.46 31.47 .075.052.050.051.050.988 1.000 .00410 .00405 

80 80 32.45 32.51 32.51 31.43 31.43 .064.051.050.050.050.992 1.000 .00253 .00251 

100 100 32.24 32.28 32.26 31.42 31 41 .061.050.050.050.050.994 1 000 .00202 .00201 

200 200 31.83 31.84 31.83 31.41 31.41 .055.050.050.050.050.997 1.000 .00101 .00100 

400 400 31.62 31.62 31.61 31.41 31.40 .053.050.050.050.050.998 1.000 .00050 .00050 

注 (p1,P叫＝ （2,2)のとき qi(0.05)= X§(0.05) = 16.92, 

(p1,P2) = (2,4),(4,2)のとき qi(0.05)= X恥(0.05)= 31.41. 
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表 2:-2log入，ー2plog入の上側 5％点，それぞれの近似上側 5％点に対する

Type I error, a2と況の期待値や MSE:(P1,P2) = (4, 4), (6, 2), (2, 6). 

Sample Size Upper Percentile Type I Error Expectation Mean Squared Error 

N* q2(a) q3(a) -2 log入 qt(a)-2plog入 °'1'-"2 a3 %2 at E［ヂ］ E［芍］ MSE［判 MSE[&も］

(p1,P2) = (4,4) 

10 67.47 77.58 96.39 56.44 62 20 .801.393 211.217.103.933 1 000 .01997 .01780 

20 58.63 61.16 61.90 50.82 50.93 .252.082.056.062.051.967 1.000 .00918 .00864 

40 54.22 54.85 54.88 50.01 50.01 .115.056.050.052.050.983 1.000 .00437 .00423 

50 53.33 53.74 53.72 49.93 49 90 .098.054.050.051.050.987 1 000 .00346 .00337 

80 52.01 52.17 52.17 49.85 49.85 .077.051.050.051.050.992 1.000 .00213 .00210 

100 51.57 51.67 51.68 49.83 49.84 .071.051.050.050.050.993 1.000 .00170 .00168 

200 50.69 50.71 50.71 49.81 49 81 .059.050.050.050.050.997 1 000 .00084 .00084 

400 50.24 50.25 50.23 49.80 49. 79 .054.050.050.050.050.998 1.000 .00042 .00042 

(p1,p2) = (6, 2) 

10 64.53 72.37 89.49 55.31 63.02 .701.337.198.223.124.943 1.000 .01674 .01516 

20 57.17 59.13 59.83 50.74 50 98 .206.076 056.062.052.971 1 000 .00775 .00735 

40 53.48 53.97 53.97 50.00 49.98 .102.055.050.052.050.986 1.000 .00373 .00362 

50 52.75 53.06 53.10 49.93 49.96 .089.053.050.052.050.989 1.000 .00296 .00290 

80 51.64 51.77 51.77 49.85 49 85 .072.051.050.050.050.993 1 000 .00183 .00180 

100 51.28 51.35 51.35 49.83 49.83 .067.051.050.050.050.994 1.000 .00145 .00143 

200 50.54 50.56 50.57 49.81 49.82 .058.050.050.050.050.997 1.000 .00072 .00072 

400 50.17 50.18 50.19 49.80 49 81 .054.050.050.050.050.999 1 000 .00036 .00036 

(P1,P2) = (2, 6) 

10 68.80 79.66 98.46 55.93 60.89 .829.403.209.197.096.920 1.000 .02472 .02165 

20 59.30 62.02 62.76 50.70 50 79 .272.083 056.060.051.960 1 000 .01122 .01043 

40 54.55 55.23 55.25 49.98 49.98 .123.056.050.052.050.980 1.000 .00530 .00510 

50 53.60 54.04 54.01 49.91 49.88 .103.054.050.051.050.984 1.000 .00419 .00406 

80 52.18 52.35 52.36 49.84 49.86 .079.052.050.051.050.990 1.000 .00257 .00252 

100 51. 70 51.81 51.80 49.83 49 83 .072.051.050.050.050.992 1 000 .00205 .00202 

200 50. 75 50. 78 50.80 49.81 49.83 .060.050.050.050.050.996 1.000 .00101 .00100 

400 50.28 50.28 50.28 49.80 49.80 .055.050.050.050.050.998 1.000 .00050 .00050 

注叫0.05)= X品(0.05)= 49.80, N*  = Ni, i = 1, 2. 
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表 3:-2log入C3l,-2plog入（3)の上側 5％点，それぞれの近似上側 5％点に対する

Type I error, ci2と碍の期待値やMSE:(P1,P2,p3) = (2, 2, 2). 

Sample Size Upper Percentile Type I Error Expectation Mean Squared Error 

N1 N2 N3 q2(a) q3(a) -2 log入(3)ql(a) -2plog入(3) a1 a2 a3 °'x2 at E[a2] E[aも］ MSE[a2] MSE[aも］

(p1,P2,P3) = (2,2,2) 

10 10 10 39.62 43.38 46 63 33.53 34 44 362 137.081.091.060.950 1.000.01836 .01756 

20 20 20 35.52 36.46 36.65 31.79 31.86 .136.063.052.056.051.975 1.000.00876 .00856 

40 40 40 33.46 33. 70 33.71 31.49 31.50 .082.053.050.051.050.987 1.000.00427 .00422 

50 50 50 33.05 33.20 33 19 31.46 3146 075 052.050.051.050.990 1.000.00340 .00336 

80 80 80 32.44 32.50 32.53 31.43 31.46 .064.051.050.051.050.994 1.000.00211 .00209 

100 100 100 32.23 32.27 32.27 31.42 31.42 .061.050.050.050.050.995 1.000.00168 .00167 

200 200 200 31.82 31.83 31 81 31.41 31 39 055.050.050.050.050.997 1.000.00084 .00084 

400 400 400 31.62 31.62 31.60 31.41 31.39 .052.050.050.050.050.999 1.000.00042 .00042 

10 5 5 40.20 44.20 47 47 33.36 3418 385 140.081.088.059.933 1.000.02517 .02379 

20 10 10 35.81 36.81 36.98 31.75 31.80 .143.063.052.055.051.967 1.000.01186 .01150 

40 20 20 33.61 33.86 33.86 31.48 31.49 .085.053.050.051.050.983 1.000.00573 .00565 

80 40 40 32.51 32.57 32 59 31.43 3145 065 051.050.050.050.992 1.000.00282 .00280 

100 50 50 32.29 32.33 32.34 31.42 31.43 .062.050.050.050.050.993 1.000.00225 .00223 

160 80 80 31.96 31.98 31.99 31.41 31.43 .057.050.050.050.050.996 1.000.00140 .00139 

200 100 100 31.85 31.86 31 88 31.41 3143 056.050.050.050.050.997 1.000.00112 .00111 

400 200 200 31.63 31.63 31 63 31.41 3141 053.050.050.050.050.998 1.000.00056 .00056 

10 20 10 39.09 42.69 46 03 33.72 34 78 345 137.082.097.062.963 1.000.01344 .01299 

20 40 20 35.25 36.15 36.35 31.84 31.91 .130.063.052.056.051.981 1.000.00648 .00636 

40 80 40 33.33 33.56 33.58 31.50 31.53 .080.053.050.051.050.991 1.000.00319 .00316 

50 100 50 32.95 33.09 33 07 31.47 3146 073 051.050.051.050.992 1.000.00254 .00252 

80 160 80 32.37 32.43 32 44 31.43 3144 063 051.050.050.050.995 1.000.00158 .00157 

100 200 100 32.18 32.21 32.22 31.42 31.44 .061.051.050.050.050.996 1.000.00126 .00126 

200 400 200 31. 79 31.80 31.81 31.41 31.42 .055.050.050.050.050.998 1.000.00063 .00063 

400 800 400 31.60 31.60 31 60 31.41 3141 052.050.050.050.050.999 1.000.00031 .00031 

10 10 20 39.59 43.34 46.64 33.56 34.50 .361.137.081.092.061.957 1.000.01553 .01494 

20 20 40 35.50 36.44 36 62 31.80 31 85 136 063.052.055.051.978 1.000.00745 .00729 

40 40 80 33.45 33.69 33.70 31.49 31.51 .082.053.050.051.050.989 1.000.00364 .00360 

50 50 100 33.05 33.20 33.22 31.46 31.49 .075.052.050.051.050.991 1.000.00291 .00288 

80 80 160 32.43 32.49 32 48 31.43 3142 064 051.050.050.050.995 1.000.00180 .00179 

100 100 200 32.23 32.27 32.25 31.42 31.41 .061.050.050.050.050.996 1.000.00144 .00143 

200 200 400 31.82 31.83 31.82 31.41 31.41 .055.050.050.050.050.998 1.000.00072 .00072 

400 400 800 31.61 31.62 31 62 31.41 3141 052.050.050.050.050.999 1.000.00036 .00036 

10 20 20 39.07 42.67 45.98 33.74 34.77 .344.136.082.097.062.967 1.000.01185 .01149 

20 40 40 35.24 36.14 36.31 31.84 31.88 .129.062.052.056.050.983 1.000.00573 .00563 

40 80 80 33.33 33.55 33 56 31.50 31 51 080 053.050.051.050.992 1.000.00282 .00280 

50 100 100 32.94 33.09 33 10 31.47 3148 073 052.050.051.050.993 1.000.00225 .00224 

80 160 160 32.37 32.42 32.43 31.43 31.44 .063.051.050.050.050.996 1.000.00140 .00139 

100 200 200 32.18 32.21 32.21 31.42 31.43 .060.050.050.050.050.997 1.000.00112 .00111 

200 400 400 31. 79 31.80 31 81 31.41 3143 055.050.050.050.050.998 1.000.00056 .00056 

400 800 800 31.60 31.60 31.61 31.41 31.42 .052.050.050.050.050.999 1.000.00028 .00028 

注． qi(0.05)= X恥(0.05)= 31.41. 



77

表 4:-2  log入C3l,-2plog入（3)の上側 5％点，それぞれの近似上側 5％点に対する

Type I error, a2と況の期待値やMSE:(P1,P2,p3) = (3,3,3),(2,3,4),(2,4,3), 
(4, 3, 2), (4, 2, 3). 

Sample Size Upper Percentile Type I Error Expectation Mean Squared Error 

N* q2(a) q3(a) -2 log入(3)q1(a) -2plog入(3) <>1 <>2 a3 <>x2 a↑ E[ci2] E[ciも］ MSE[ci2] MSE［行も］

ゆ1,P2,p3)= (3,3,3) 

10 81.26 93.92 144 13 70.69 94 62 925 644.439.467.261 950 1.000.01304 .01169 

20 70.87 74.03 75.43 62.08 62.48 .288.091.060.069.053.975 1.000.00605 .00570 

40 65.67 66.47 66.51 60.81 60.80 .123.057.050.053.050.987 1.000.00290 .00281 

50 64.64 65.14 65.20 60.68 60.72 .104.055.050.052.050.990 1.000.00230 .00224 

80 63.08 63.28 63 31 60.56 60 59 079 052.050.051.050 994 1.000.00142 .00140 

100 62.56 62.69 62.70 60.53 60.54 .072.051.050.051.050.995 1.000.00113 .00112 

200 61.52 61.55 61.56 60.49 60.50 .060.050.050.050.050.998 1.000.00056 .00056 

400 61.00 61.01 61 02 60.48 60 50 055.050.050.050.050 999 1.000.00028 .00028 

(PI,P2,P3) = (2,3,4) 

10 83.06 97.10 148.20 71.38 92.87 .945.668.445.454.236.944 1.000.01495 .01323 

20 71.77 75.28 76.66 62.10 62.35 .318.095.060.068.052.972 1.000.00686 .00643 

40 66.13 67.00 67 09 60.81 60 83 133 058.051.053.050 986 1.000.00328 .00318 

50 65.00 65.56 65.59 60.68 60.69 .110.055.050.052.050.989 1.000.00259 .00252 

80 63.30 63.52 63.51 60.55 60.54 .082.052.050.051.050.993 1.000.00160 .00158 

100 62.74 62.88 62 88 60.53 60 53 074 051.050.050.050 994 1.000.00128 .00126 

200 61.61 61.65 61.68 60.49 60.53 .061.051.050.050.050.997 1.000.00063 .00063 

400 61.05 61.05 61.06 60.48 60.49 .055.050.050.050.050.999 1.000.00031 .00031 

(p1,P2,p3) = (2,4,3) 

10 81.41 94.12 144 48 70.58 94 47 926 645.440.464.261 947 1.000.01395 .01241 

20 70.95 74.12 75.46 62.06 62.40 .291.091.060.069.053.973 1.000.00644 .00605 

40 65.71 66.51 66.55 60.80 60.79 .124.057.050.053.050.987 1.000.00308 .00298 

50 64.67 65.18 65 21 60.68 60 70 104 055.050.052.050 989 1.000.00244 .00238 

80 63.10 63.30 63.32 60.55 60.58 .079.052.050.051.050.993 1.000.00151 .00148 

100 62.57 62.70 62.28 60.53 60.51 .072.051.050.050.050.995 1.000.00120 .00118 

200 61.53 61.56 61 54 60.49 60 47 060.050.050.050.050 997 1.000.00059 .00059 

400 61.00 61.01 60.96 60.48 60.44 .055.050.050.050.050.999 1.000.00030 .00030 

(p1,P2,p3) = (4,3,2) 

10 78.82 89.40 136.93 68.99 95.40 .881.591.416.456.285.955 1.000.01156 .01045 

20 69.65 72.30 73 52 61.92 62 37 249 085.059.068.054 978 1.000.00540 .00513 

40 65.07 65.73 65.77 60.78 60.78 .112.056.050.053.050.989 1.000.00260 .00253 

50 64.15 64.57 64 58 60.67 60 66 096 054.050.052.050 991 1.000.00206 .00202 

80 62.77 62.94 62.97 60.55 60.58 .075.052.050.051.050.994 1.000.00128 .00126 

100 62.32 62.42 62.38 60.52 60.49 .069.051.050.050.050.996 1.000.00101 .00101 

200 61.40 61.42 61 38 60.49 60 45 059.050.050.050.050 998 1.000.00050 .00050 

400 60.94 60.95 60.92 60.48 60.45 .054.050.050.050.050.999 1.000.00025 .00025 

注叫0.05)＝迄(0.05)= 60.48, N* = Ni, i = 1, 2, 3. 
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表 5:-2  log入(5l,-2plog入（5)の上側 5％点，それぞれの近似上側 5％点に対する

Type I error, ci2と況の期待値やMSE:(P1,P2,Pふp4,pり＝ （2, 2, 2, 2, 2). 

Sample Size Upper Percentile Type I Error Expectation Mean Squared Error 

N1 N2 Na N4 Ns q2(a)qa(a)-2log入(5)qt(a)-2plog入(5)al a2 a3 ax2 at E[5町E[aもIMSE[a2] MSE［行もl

(p1,P2,p3,P4,p5) = (2, 2, 2, 2, 2) 

20 20 20 20 20 83.15 86.57 88.55 74.25 75.06 .294.097 064.077.057 983 1 000 00356 00339 

40 40 40 40 40 77.65 78.51 78.64 72.59 72.65 .123.058.051.054.050.992 1.000.00172 .00168 

50 50 50 50 50 76.55 77.10 77.17 72.43 72.47 .103.055.051.053.050.993 1.000.00137 .00134 

80 80 80 80 80 74.90 75.12 75.11 72.26 72.25 .079.052.050.051.050 996 1 000 00085 00084 

100 100 100 100 100 74.35 74.49 74.51 72.22 72.24 .072.051.050.051.050.997 1.000.00068 .00067 

200 200 200 200 200 73.25 73.29 73.28 72.17 72.17 .060.050.050.050.050.998 1.000.00034 .00033 

400 400 400 400 400 72. 70 72. 71 72.69 72.16 72.14 .055.050.050.050.050 999 1 000 00017 00017 

20 10 10 10 10 84.6188.46 90.43 74.18 74.82 .334.101.064.075.055.975 1.000.00549 .00512 

40 20 20 20 20 78.38 79.34 79.48 72.57 72.62 .136.059 051.054.050 988 1 000 00263 00253 

80 40 40 40 40 75.27 75.51 75.51 72.25 72.26 .083.052.050.051.050.994 1.000.00128 .00126 

100 50 50 50 50 74.64 74.80 74.83 72.21 72.25 .075.051.050.051.050.995 1.000.00102 .00100 

160 80 80 80 80 73.71 73.77 73.78 72.18 72.19 .064.051.050.050.050 997 1 000 00063 00063 

200 100 100 100 100 73.40 73.44 73.44 72.17 72.17 .061.050.050.050.050.997 1.000.00050 .00050 

400 200 200 200 200 72.78 72.79 72.79 72.16 72.16 .055.050.050.050.050.999 1.000.00025 .00025 

800 400 400 400 400 72.46 72.47 72.47 72.15 72.16 .053.050.050.050.050 999 1 000 00013 00013 

20 40 20 20 20 82.06 85.23 87.27 74.32 75.30 .267.096.065.079.058.987 1.000.00277 .00267 

40 80 40 40 40 77.10 77.90 77.98 72.62 72.62 .114.057 051.054.050 993 1 000 00135 00133 

50 100 50 50 50 76.11 76.62 76.68 72.44 72.47 .097.055.050.053.050.995 1.000.00108 .00106 

80 160 80 80 80 74.63 74.83 74.84 72.26 72.27 .075.052.050.051.050.997 1.000.00067 .00066 

100 200 100 100 100 74.13 74.26 74.27 72.22 72.24 .069.051.050.051.050 997 1 000 00053 00053 

200 400 200 200 200 73.14 73.18 73.19 72.17 72.19 .059.050.050.050.050 999 1 000 00026 00026 

400 800 400 400 400 72.65 72.66 72.67 72.16 72.17 .054.050.050.050.050.999 1.000.00013 .00013 

20 20 40 20 20 82.85 86.24 88.21 74.32 75.13 .287.097.064.078.057.986 1.000.00293 .00282 

40 40 80 40 40 77.50 78.35 78.49 72.61 72.67 .121.058.051.054.051.993 1.000.00143 .00140 

50 50 100 50 50 76.43 76.98 77.06 72.44 72.49 .101.055.051.053.050.994 1.000.00114 .00112 

80 80 160 80 80 74.83 75.04 75.07 72.26 72.29 .078.052.050.051.050 996 1 000 00070 00070 

100 100 200 100 100 74.29 74.43 74.46 72.22 72.25 .071.051.050.051.050.997 1.000.00056 .00056 

200 200 400 200 200 73.22 73.26 73.26 72.17 72.17 .060.050.050.050.050.999 1.000.00028 .00028 

400 400 800 400 400 72.69 72. 70 72. 71 72.16 72.17 .055.050.050.050.050 999 1 000 00014 00014 

20 20 20 40 20 83.08 86.50 88.47 74.27 75.07 .293.097.064.077.056.985 1.000.00312 .00299 

40 40 40 80 40 77.62 78.47 78.60 72.60 72.64 .122.058 051.054.050 993 1 000 00151 00148 

50 50 50 100 50 76.52 77.07 77.16 72.43 72.48 .103.055.051.053.050.994 1.000.00120 .00118 

80 80 80 160 80 74.89 75.10 75.11 72.26 72.27 .078.052.050.051.050.996 1.000.00075 .00074 

100 100 100 200 100 74.34 74.48 74.50 72.22 72.24 .072.051.050.051.050.997 1.000.00059 .00059 

200 200 200 400 200 73.25 73.28 73.31 72.17 72.20 .060.051.050.050.050 999 1 000 00030 00030 

400 400 400 800 400 72. 70 72. 71 72.75 72.16 72.20 .055.050.050.050.050 999 1 000 00015 00015 

20 20 20 20 40 83.14 86.57 88.49 74.25 75.01 .295.097 064.077.056 984 1 000 00331 00316 

40 40 40 40 80 77.65 78.50 78.61 72.60 72.62 .123.058.051.054.050.992 1.000.00161 .00158 

50 50 50 50 100 76.55 77.10 77.17 72.43 72.47 .103.055.051.053.050.994 1.000.00128 .00125 

80 80 80 80 160 74.90 75.11 75.12 72.26 72.26 .078.052.050.051.050.996 1.000.00079 .00078 

100 100 100 100 200 74.35 74.49 74.47 72.22 72.21 .072.051.050.050.050 997 1 000 00063 00063 

200 200 200 200 400 73.25 73.29 73.31 72.17 72.19 .060.050.050.050.050.998 1.000.00032 .00031 

400 400 400 400 800 72. 70 72. 71 72.70 72.16 72.15 .055.050.050.050.050.999 1.000.00016 .00016 

注 qi(0.05)= Xぶ(0.05)= 72.15. 
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表 6:-2  log入(5l,-2plog入（5)の上側 5％点，それぞれの近似上側 5％点に対する

Type I error, ci2と況の期待値や MSE:(P1,P2,Pふp4,pり＝ （2, 2, 2, 2, 4), 
(2, 2, 2, 4, 2), (2, 2, 4, 2, 2), (2, 4, 2, 2, 2), (4, 2, 2, 2, 2). 

Sample Size Upper Percentile Type I Error Expectation Mean Squared Error 

N* q2(a) qg(a) -2 log入(5) q1(a) -2plog入(5) a1 a2 a3 ax2 a 1 E[u2] E[uも］ MSE[u2] MSE[uも］

(p1,P2,p3,p4,p5) = (2,2,2,2,4) 

20 118 96 126.84 132 95 103.44 105.31 .583 174.090.112.063.981 1.000.00342 .00319 

40 108. 72 110.69 111.11 99.45 99.57 .197.067.053.058.051.991 1.000.00164 .00158 

50 106.67 107.93 108.07 99.08 99.09 .151.060.051.054.050.993 1.000.00130 .00126 

80 103.60 104.10 104.10 98.70 98.69 .101.053.050.051.050.995 1.000.00080 .00078 

100 102 58 102.89 102 89 98.62 98.61 .088 052.050.051.050.996 1.000.00064 .00063 

200 100.53 100.61 100.61 98.52 98.52 .066.051.050.050.050.998 1.000.00031 .00031 

400 99.51 99.53 99.51 98.49 98.48 .058.050.050.050.050.999 1.000.00016 .00016 

(p1,P2,p3,P4,p5) = (2, 2, 2,4, 2) 

20 115.44 121.26 125.98 102.18 104.28 .455.138.081.100.065.982 1.000.00320 .00299 

40 106.96 108.42 108.69 99.24 99.33 .161.062.052.056.051.991 1.000.00153 .00148 

50 105.27 106.20 106.34 98.95 99.02 .128.057.051.054.050.993 1.000.00122 .00118 

80 102 72 103.09 103 07 98.66 98.63 .090 052.050.051.050.996 1.000.00075 .00074 

100 101.88 102.11 102.08 98.59 98.57 .080.051.050.051.050.996 1.000.00060 .00059 

200 100.18 100.24 100.28 98.51 98.55 .064.051.050.050.050.998 1.000.00030 .00029 

400 99 33 99.35 99 33 98.49 98.48 .056.050.050.050.050.999 1.000.00015 .00015 

(Pl,P2,P3,P4,P5) = (2, 2, 4, 2, 2) 

20 114.68 120.29 125.00 102.23 104.44 .436.137.081.102.066.983 1.000.00301 .00283 

40 106.58 107.99 108.34 99.26 99.43 .155.062.052.057.051.992 1.000.00145 .00140 

50 104 96 105.86 106 01 98.96 99.04 .124 057.051.054.050.993 1.000.00115 .00112 

80 102.53 102.88 102.85 98.66 98.63 .088.052.050.051.050.996 1.000.00071 .00070 

100 101. 72 101.95 101.95 98.60 98.60 .079.052.050.051.050.997 1.000.00056 .00056 

200 100 10 100.16 100 15 98.51 98.50 .063.050.050.050.050.998 1.000.00028 .00028 

400 99.29 99.31 99.30 98.49 98.48 .056.050.050.050.050.999 1.000.00014 .00014 

(p1,P2,Pふp4,p5)= (2, 4, 2, 2, 2) 

20 114.47 120.04 124.78 102.28 104.53 .430.136.081.103.066.984 1.000.00284 .00267 

40 106 48 107.87 108 13 99.27 99.36 .152 062.052.057.051.992 1.000.00137 .00133 

50 104.88 105. 77 105.91 98.97 99.04 .122.057.051.054.050.994 1.000.00109 .00106 

80 102.48 102.83 102.88 98.67 98.70 .088.053.050.052.050.996 1.000.00067 .00066 

100 101 68 101.90 101 92 98.60 98.61 .078 052.050.051.050.997 1.000.00053 .00053 

200 100.08 100.14 100.14 98.51 98.52 .063.050.050.050.050.998 1.000.00027 .00026 

400 99 28 99.30 99 30 98.49 98.50 .056.050.050.050.050.999 1.000.00013 .00013 

(P1,pかP3,Pもp5)= (4, 2, 2, 2, 2) 

20 114.41 119.98 124.63 102.30 104.48 .430.135.080.102.065.985 1.000.00268 .00254 

40 106 45 107.84 108 16 99.28 99.42 .153 062.052.057.051.992 1.000.00130 .00126 

50 104 85 105. 75 105 89 98.97 99.04 .122 057.051.054.051.994 1.000.00103 .00101 

80 102.47 102.81 102.80 98.67 98.65 .087.052.050.051.050.996 1.000.00064 .00063 

100 101.67 101.89 101.94 98.60 98.64 .079.052.050.051.050.997 1.000.00051 .00050 

200 100 08 100.13 100 15 98.51 98.53 .063.050.050.050.050.999 1.000.00025 .00025 

400 99.28 99.29 99.24 98.49 98.44 .056.050.050.050.050.999 1.000.00013 .00013 

注． q1(0.05)＝も(0.05)= 98.48, N*  = N:ぃi= 1, 2, 3, 4, 5. 
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7 数値例

2-step単調欠測データと 3-step単調欠測データの下で，数値例を紹介する．

7.1 2-stepの場合

2-step単調欠測データの下で，以下のようなデータを用いる．

Table 8:硬化時に発生する熱に及ぼすポルトランドセメントの組成の影響

変数

観測値 Y1 Y2 Y3 Y4 
1番目 78.5 6.0 7.0 26.0 

2番目 74.3 15.0 1.0 29.0 

3番目 104.3 8.0 11.0 56.0 

4番目 87.6 8.0 11.0 31.0 

5番目 95.9 6.0 7.0 52.0 

6番目 109.2 9.0 11.0 55.0 

7番目 102.7 17.0 3.0 71.0 

8番目 72.5 22.0 1.0 31.0 

9番目 93.1 18.0 2.0 54.0 

10番目 115.9 4.0 ＊ ＊ 

11番目 83.8 23.0 ＊ ＊ 

12番目 113.3 9.0 ＊ ＊ 

13番目 109.4 8.0 ＊ ＊ 

変数はそれぞれ防：セメント lgあたりの発熱量，防： 4Ca0・ Ab切 •Fe2切の重量， Y3:

3Ca0•Al203 の重量， y4: 3Ca0-Si切の重量を表している．また Y2,Y3, Y4はクリンカー

の重量に対する割合を整数化している．このデータは Littleand Rubin (1987)で与えられ

た表の 4つ目の変数を削除し，変数の順番を入れ替えている．さらに，パラメータは次のよ

うに設定している．

Pl= 2,P2 = 2,Nl = 9,芯＝ 4,0: = 0.05. 
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上記のデータを用いると，尤度比検定統計量ー2log入と修正尤度比検定統計量ー2plog入や

これらの近似上側 5％点の値はそれぞれ次のようになる．

-2log入＝ 69.12,-2plog入＝ 50.42,

q1 (0.05) = 16.92,ゅ（0.05)= 21.50, q3(0.05) = 23.36,り（0.05)= 17.46. 

以上から H。は， どの検定統計量や近似上側5％点に対しても棄却される．

7.2 3-stepの場合

2-step単調欠測データのときと同様のデータを用いる．

Table 9:硬化時に発生する熱に及ぼすポルトランドセメントの組成の影響

変数

観測値 Y1 Y2 y3 Y4 Y5 
1番目 78.5 6.0 7.0 26.0 60.0 

2番目 74.3 15.0 1.0 29.0 52.0 

3番目 104.3 8.0 11.0 56.0 20.0 

4番目 87.6 8.0 11.0 31.0 47.0 

5番目 95.9 6.0 7.0 52.0 33.0 

6番目 109.2 9.0 11.0 55.0 22.0 

7番日 102.7 17.0 3.0 71.0 ＊ 

8番目 72.5 22.0 1.0 31.0 ＊ 

9番目 93.1 18.0 2.0 54.0 ＊ 

10番目 115.9 4.0 ＊ ＊ ＊ 

11番目 83.8 23.0 ＊ ＊ ＊ 

12番日 113.3 9.0 ＊ ＊ ＊ 

13番目 109.4 8.0 ＊ ＊ ＊ 

Y5 はクリンカーに対する 2Ca0•Si切の重量の割合を整数化している．このデータは Little

and Rubin (1987)の変数の順番を人れ替えている．パラメータは

Pl= 2,p2 = 2,p3 = 1, N1 = 6, N2 = 3, N3 = 4, (Y = 0.05 
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と設定している．上記のデータを用いると， 3-step単調欠測データの下での尤度比検定統

計量—2log 入（3) と修正尤度比検定統計量—2plog 入（3) ゃこれらの近似上側 5％点の値はそれ

ぞれ

-2log入(3)= 121.35, -2plog入(3)= 75.15, 

qi(0.05) = 23.68,ゅ（0.05)= 32.70,q3(0.05) = 38.40,qt(0.05) = 27.44. 

となる．以上から H。は， どの検定統計量や近似上側5％点に対しても棄却される．

8 結論

単調欠測データの下での 1標本問題におけるスフェリシティ検定において，尤度比検定統計

量と修正尤度比検定統計量の帰無分布に対する漸近展開やこれらの検定統計量の上側パーセ

ント点の漸近展開を与えた．また，上側パーセント点から近似上側パーセント点の提案をい

くつか行った．未知パラメータである庄の推定では，庄の不偏推定量である況を与え，

MSEの観点から 2つの推定量である a2と碍の善し悪しを理論的に評価した．モンテカル

ロ・シミュレーションでは， どのパラメータ設定においても尤度比検定統計量を修正するこ

とで近似精度が良くなることが言え，提案した近似上側パーセント点の中で修正尤度比検定

統計量の近似上側 100a％点であるが(a)の近似が一番良く，各stepのサンプルサイズが小

さい時でも良いことが言えた．「完全データ (Muirhead(1982)参照）」と「単調欠測データ

の欠測部分を除いた完全データ」の下でそれぞれ提案した近似上側 100a％点が(a)の近似

精度の比較を行ったところ，その差はほとんど見られなかった．そのため単調欠測データの

下での修正尤度比検定統計量の近似上側 100a％点であるが(a)を用いることで，より正し

い検定結果を導くことができるということが結論付けられた．また，庄の推定量において，

a2の期待値は各stepのサンプルサイズを大きくすると庄に近づき，況の期待値は常にび

となっていることが確認できた．さらに MSEから， 4.2節で述べたように一部の次元に関

する設定を除いたほとんどの場合でa2の方が良い推定量であることが言え，各stepのサン

プルサイズを大きくすると a2と況が同じ推定量となることがモンテカルロ・シミュレー

ションからも言えた．
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9 今後の課題

今後の課題として，多標本問題における単調欠測データの下でのスフェリシティ検定につい

て現在議論している．

付録A

2-step 単調欠測データの下でのµ,~の MLE は Kanda and Fujikoshi (1998)よりそれぞれ
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= （h N(¥＿J+1) K 
j=l 

--N(l k-J+1)PJh)（iN(1 k-J+1)P]）；芦Ne,...,]十1)PJh
j=l 

xE [lw貫苧（り叫］］十塁1皿テ直）（苫trW仇―J+1]）：哀N(lk ]十1)PJhl

E [lwtり摯］において H。の下でw闘～ W,.(N-1,叫）より

E [lw~り〗
血 N-1

= fw1~1 lw胃{f-Cp1(N -1，叫） W胃 2 ―号!exp(—~trW打）（dW胃）
Nh+N-l P1+l 

＝ ら (N-1疋IP1) J ら (Nh+N-1，叫）和胃 2 ― 2 
Cp1(Nh+N-l,叫）豆

x exp (-2いぶり）（エ）
Cp1(N -1，庄IP1)

CPl(Nh+N-l，庄IP1)
（同～Wp1(Nh+N-l，叫））

l また E[!]1w』KJ]］十ぶ N(lk:3+1)h において H。の下で w;KJ]J十凸～ WPJ(N(l k-J+1）一

P(1...j-1) -1，庄IPj)より

E[}]1w戸此二戸］＝り［四］J＋喜1閂巳立l
であり

N(l…k-j+1)h 

E [四芦闊 2 ] 

= J |w[E一j+1] 2 

Ng..K-j+1)h 

w記勺ら
JJ・1...j-1cPj(N(1…k-j+l) -P(l...j-1)ー 1，庄IPj)

N(L..K-J+1) -P(1…J-1)-1 _ Pj+1 

xlw戸閏11~-T exp (-~trW冒］叫）（dW信し叫）
ら(N(l…k-j+l)-P(l...j-1)ー 1，庄IPi) 

CPi (N(1...k-Hl)h + N(1...k-j+l) -P(l...j-1) -1,叫）

x fwlk--:J+'1. Cpj(N(1...k-i+1)h + N(l... k-Hl) -P(1...j-1)ー 1,叫）
jj-1... j-1 
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Ng..K-J+1)h+Ng..K-J+1)-P(1…J-1)-1 _ PJ +1 

x的言1]1 2 2 exp (-2し呵『1]十J1[）（町喜〗1)
ら (N(l...k-j+l) -P(L..j-1) -1,庄IP1)

Cp1 (N(1...k-J+l)h + N(1...k-J+l) -P(L..j-1) -1,叫）

伍T.＋J1土～ Wp1(N(l...k-j+l) -P(L..j-1) -1,叫））．
ただし， j= 1,...,kに対して

仇（a足IP3)＝ 
1 

2字記）字丘［引
(22) 

である． ここで

k k 

LtrW仇―J+1]＝ trW打＋ L{trW;:］］十J1心＋ tr(w冒嘉{w[『芦~)(1...j-1)戸w｛↑―：＋ール）｝
j=l j=2 

であり， j= 2,...,k に対して W四，W心ご〗1, w雷〗悶{w] .J-1)}-lw[↑：口i])J
は互いに独立であることから尤度比入(k)のh次帰無モーメントは次のように書ける．

E[（入(K)）り＝ （りバ：1J+k1;J+1)PJh)（芦N(1k-J+1)PJ)；炉(lk 叶 1)P3h
k 

Cp1(N -1，叫）ら(N(l...k-j+l) -P(l...j-1) -1,叫）
X CP1(Nh+N -1，叫）リら(N(1k-J+1)h+N(1.K-J+1) -P(1 J-1) -L叫）

x E [ (t,t,刷JJ+1])―；哀N（lk-J+1)P3hl 

= （叫：：1］十k1;3+1)P3h)(tN(1 k-J+1)P])：芦N(,'叶 1)P3h
x n C約(N(1.K-J+1) -P(1 J-1) -L叫）
f=1 Cpi(N(l...k-j+l)h + N(l... k-j+l) -P(l…j-1)ー 1,叫）

xE[（苫tri『］一J+1]）ふ(1k-3+1)P3hl 

ただし j= lのとき P(l...j-1)= o, w;:-j+l] ~ wPj (N(l... k-j+l)h + N(l...k-j+l)一 1，庄IP1).
また

〗と～［K
k 

trw.． 
j+1] 

゜
” ～砂ふ＝ L (N(l...k-j+l)h + N(l...k-j+l) -1) Pj 

j=l j=l 
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ょ

位N(l…k-j+l)Pj；名四．．k-j+l)Pjh
E[（炉）門＝ j＝1 

） 
k l 

rr碍．K-j＋1)-;;N(l... k-j+l)Pjh 

j=l 

X 0 CPJ (N(1.. K-J+1) -P(1…J-1）ー 1,叫）
J=1ら (N(l...k-j+l)h+ N(l…k-j+l) -P(l…j-1)ー 1,叫）

X 1 
1 k: 1 k 

＿訊1...k-j+l)Pjh —訊1...k-j+l)P沖
22 j=1 記）2 j=1 

r [；苫(N(1.K-J+1) -1) pJl 

r [；芦 (N(lk-J+1) -1)p］十ふ(lk-J+1)PJhl 
X 

最後に (22)を用いることにより，定理3を得る．
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