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ll.マルチフラクタル集合におけるf-α定式の一般化

名大工 本田勝也,中央大理工 松下貢

カオスにおけるス トレンジアトラクター,DLAクラスターなど複雑なパターンを定量的に

解析するために,フラクタルはその有効性を発揮 してきた.最近さらに詳細な解析のためにマ

ルチフラクタル次元D｡,あるいはf(α)の概念が開発されている.1)2)

それらは次のように定式化される.集合 (パターン)を大きさAの部分に分割しその総数を

N(A)とする･i番目の部分に付随する測度 (確率)をPi(A)とすると,分配関数ZA(q)-

∑,lPi(A)]qを用いて,マルチフラクタル次元Dq,あるいはT(q)≡(q-1)Dqは

･(q)- limト ｡ l inZj(q )/lnR (1)

で定義される.1) Dq=｡は集合 (確率のsupport)自身のフラクタル次元dLに等しい.もし,各

部分の測度を集合全体の平均値で置き代えればPi(A)=1/N(2)であり,Dq-d,が得られる.

もし,測度Pi(P)がsingularityaiのべき乗則 (Pi～史αi)に従い,aiがaくaiくq+daに存在す

る部分の総数N(a)daがその部分集合のフラクタル次元f(α)を用いてp(a)p-f(q)daと表されると

すると,分配関数は鞍部点法により

Zp(q)-Sdap(a)P~F'り 十qq～Pqa{q卜 … q̀''

と見積もられる,ただし,q=df(a)/d両q=a(q) である.したがって,(1)式より

T(q)=qa(q)-f(a(q))

が求められる,f(a)スペクトラムは-(q)をルジャンドル変換して

a(q)= dr(q)/dq, f (q)=qa(q) - -(q)
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と与えられる.2)

(2)

(3)

(4)
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通常は実額や計算機シミュレーションによって得られたパターンからPl(A)を計算し,分配

関数ZR(q)とPの両対数プロットの勾配からi(q)を得,さらに,(4)式に基づいてqをパラメ

ータとしてf(a)が求められている.しかし,この手順では本来パターンに存在するsingularit

iyが得られない場合がある･本稿の目的はこの事実を実証 し,さらにその困難を克服する方法

を提示することである.

最も簡単な例として3-スケールのカント-ル集

合を取り上げる.図 1にあるように,各切片に測

度pl,P2,P3を割 り当てる,各切片の長さを等しく

設定すると,nステップ目の分割の区分長はp-

(1/3)nである.f(a)スペクトラムを求める通常の

手順は次のように実行される.測度piをl¶i回

(i-1,2,3)数える区分の測度P(ml,m2,m,)紘

P(ml,m2,m,)=Plmlp2m2p,m3である.また,そのよ

うな区分の数は明らかにCn(ml,m2,m,)=

n!/(ml!m2!m3りで与えられる.したがって,分配

関数は,区分長さPの代わりにステップ数nを用いて

P. R PJ

p:RPtRR RP,PI RR RP,RPI P:

図1

Z n(q) = ∑ 'nl‡ 'n 2‡'P,Cn(ml,m2,m 3)lP(ml,m2,m 3)】q (5)

と表される.ここで3つの‡'はnl+m2+m,-nの条件下で行われる,分配関数を求めるために次の

母関数を導入するのが便利である.

:(Z)=‡n=｡(zn/n!)zn(q)

これは次のように

:(Z) - ∑n1-0∑m2=｡ ∑皿,=｡Z くml十m2十m3〉(p lmlp 2m2p ,m3)q/(ml!m2 !m ,!)

-explz(p.q+p2q+p,q)]

=‡n=o(zn/n!)(plq+p2q+p,q)n
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と変形されるので,(6)式と比べて

Zn(q)=(plq+p2q+p,q)n

が得られる.結局(1),(4)式より

a(q)=-(sllnpl+S2lnp2+S,lnp,)/ln3

f (q)= -(sllnsl+S21ns 2+S,lns ,)/ ln3

が求められる.ここで si(i=1,2,3)は

si=Piq/(plq+p2q+p3q)

(7)

(8a)

(8b)

(9)

で定義され,q のみの関数である.したがって,図2のようなf(α)曲線が得られる.図2はpl

-1/2,p2=1/3,p,=1/6の場合を表した.

一万,3-スケールカント-ル集合のsingularityは直接求めることができる.P(ml,m2,m,)

およびCn(ml,m2,m,)の定義より,それぞれ指教則に従い,その指数は

a(rl,r 2,r3)= -(rllnpl+r21np 2+r31np,)/ 1n3

(10a)

f(rl,r 2,r,)ニ ー(rllnrl+r21nr 2+r,lnr,)/ 1n 3

(lob)

で与えられることがわかる.ここでri=mi/nは,

0≦rl,r2,r･,≦1およびrl+r2+r3=1を満足する領域内

を変動するので,その自由度は2である.その具

体例が図2に点で示されている.このように通常

の手順ではf(α)曲線の内部のsingularityを拾い

出すことはできない.これらを隠れたsingularit

y 呼ぶことにする.

次に,一般的視点から何故このような矛盾が起
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こり,その困難を克服するためにはどうすれば艮いかを考えよう.マルチフラクタル集合をn

ステップ目にkn個(kは自然数)の部分に分別した時,それぞれの部分は〈ef=(el,e2,-I,en)で

指定される.ejは1,2,-,,kの値をとる.i番目の部分の測度Pi(a)はP(el,82,-･,en)と表

される.もし,ハミル トニアンをae((e))ニーlnP(e1,82.- ,Cn) と導入すると,分配関数は

Zn(q)=‡t.IeXPl-qX(くり)] (ll )

と統計力学でのそれと同じ形式に書かれる.ただし,qは逆温度Bと異なり-o)≦q≦a)であること

に注意しよう.エネルギーが連続値をとる場合には,状態密度f2(E)を用いて分配関数は

Zn(q)= ldEn(E)exp卜qE] (12)

と表される.大きいnに対 して鞍部点法によりZ｡(q)～exp【S(E●トqE◆]と評価される.ここで,

S(E)はエントロピーで,E●はdS(E)/dEIE=E.=qによって与えられ平均値くE〉に等しい.したが

って,自由エネルギーF(q)がF(q)=ELq~lS(E●)と同定される.DLAクラスターのような成長

系に対しても自由エネルギーが定義されることの重要性に注目したい.これらの関係から次の

熱力学形式が成立するのは自明と言えよう.

a(q)=E'/∩, f(a)= S(E)/∩, f(q)= q-1F (q)/∩ (13)

ただし,係数lnkは除かれている.

さて,上の定式を3-スケールカント-ル集合に適用 してみる.分割の過程はマルコフ的であ

るので,ハミル トニアンは個々

h ( ej)=llnP(ej)=ae j2+b ej+C (14)

の和で表される.£jはgj=1,2,3の値をとる.第3式の係数a,b,C一の具体的な表式は省略する.

(14)式を(ll)式に代入すれば当然のことながら(7)式を再現する.しかし,ここでα(q)=

くh(ど)〉にはそれぞれ独立な量くど〉,くど2〉を含んでいることに注意すると,問題の解決法が見えて

くる.この縮退を除くためには対称性を破る外場符を導入すれば良い.それと共役な秩序変数

として,我々の目的のためには表式を特定する必要はないが,簡単のためにイジングスピン系
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の磁化に相当するY(ie〉)-‡j(eJ-2)を採用する.こうして分配関数を一般化 して

ZI.(q,q)- ∑lE)eXP卜q追い〉上州(te))]

- lexp(-qh (1)+吊+exp仁qh(2)i+exp 仁qh(3)-qi]n

が得られる.したがって,統計力学の処方笠に従って次の関係式が導かれる.

T(q,り)= l limn→¢1nZn(q ,q)/∩,

a(q,q)-∂T(q,叩)/∂q,

Q (q ,り)≡ 〈† (i e)))/n= ∂でくq,q)/ ∂Q,

f(a(q,け) ,中(q,V))= qa(q,り)+ qH q一,q)-T(q,叩)

(15)式を(16)式に代入すれば

が導かれる.ここでuiは

a(q,q)- h(1)ul+h'(2)u 3.1lh(3)u 3

f(q,q)=-(ullnul+u2lnu2+u31nu3)

ui=eXP仁 q h(i)-TJ(i-2))/(e-qh 日 )十7'+e~qh t2)+e~qh (3) 1 )

(15)

(16a)

(lらb)

(16C)

(lらd)

(17a)

(17b)

(18)

で与えられるが,それらは(10)式におけるriと同じ領域内を変動するので(17)式は(10)式と等

価であることが分かる.また,nJ=0の場合である(8)式から得られるf(a)曲線は(10)式で表さ

れるsingularity分布の上側の輪郭であることが次のように理解される.なぜならば,af/叫=

T/-0でありかつ,82f/∂2ゆく0であるので,f(a(q,0),歩くq,0))≧f(a(q,nJ),≠(q,り))が成立するから

である.
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これ らの議論によって,隠れたsingulat-ityが3-スケールカント-ル集合に限らず一般的な

マルチフラクタル集合においても存在 しうることが理解 される.隠れたsingularity

が表れる原因は,自由エネルギーの縮退がエネルギーだけでは解けないことにある.もし,ハ

ミル トニアンに異なるサイ ト間の相互作用が含まれているとすると,エネルギーとは独立で示

量的な熱力学的量†m(ie))が存在 しうる.それらに共役な場野.nを導入 し,拡張された分配関数

を定義する.

Zn(q,1 7日 = ∑lc,eXp l- q (1日 ト ∑zn りmYm((日 )] (19)

この拡張された分配関数を用いれば,マルチフラクタル集合から隠れたsingularityの うち必

要に応 じた情報を取 り出すことができる.この方式はマルチフラクタル集合の研究を発展させ

るのに役立ってあろう.

文献

1)A.G.E.Hentschelandi.Procaccia,Physica8D,435(1983).

2)T.C.Halsey,帆.H.Jensen,L.P.Kadanoff,LProcacciaandB.J.Shraiman,Phys.~Rev.A33,1141

(1986).

- 337-


