
120

1 序文

幕零クラス 2の群と原田予想 II

宮本雅彦，筑波大学名誉教授

有限群Gに対して，共役類と既約指標の間にはある種の関係があることは知られてい

る．例えば，共役類の個数と既約複素指標の個数は一致する．原田耕一郎 [2]は複素既約

指標の次数の全体の積は共役類のサイズの全体の積を割るだろうという不思議な予想を

提出した．

原田予想 II Gを有限群， Irr(G)= {x1,…，xけをGの複素既約指標の集合，｛kぃ..,K叶

をGの共役類の集合とすると， rrいXi(l)はrr:=lIKilを割る．
散在型有限単純や交代群やいくつかの線形群に対して，この予想が正しいことは指標表

を調べることで確認されている ([1],[3], [4]を参照）．また，アーベル群に対しては自明で

ある．しかしながら，指標表を正確に決定できない状況では，有限群論の一般的な手法で

ある位数に関する帰納法が使えないために，ほとんど結果が示されていない．この講演で

は，霧零クラス 2の有限群に対して原田予想IIが成り立つことを証明する．

もし Gが直積 AxBなら， Gの共役類は Aの共役類と Bの共役類の積であり， Gの

既約指標はAとBの既約指標の積なので， AとBの両方が原田予想IIを満たせば， Gも

原田予想 II を満たす．以下，幕零クラス 2 の p—群のみを扱う．

2 用語と簡略化

以下の用語を使う．

記号 1E=[G,G],T=G/E, IEl=p兄且つ |Tl＝炉と置く．仮定より E~ Z(G)であ

る． aETに対して， D。＝ ［a,G]と閥＜．これはEの部分群である．叫：＝logp(ID』)と
置く．すなわち,|D叶＝P叫である {a9I g E G} = a[a, G]なので， aを含む共役類のサ

イズは|{び |gE g}I = p叫である．

B:::;Eに対して，乃＝ ｛CY ET I DaこB}とおく．以下， x,μでIrr(E)の元を表し，

lchで自明指標を表す． XE Irr(E)に対して， TX= TKerx = { CY E T I Daこx}および
ITxl = P阪と證<. Eにおける下付き記号を簡単にするために、 D ~ Kerx を D~x

だけで表す． Tの部分群 Lに対して， X(L)＝区aELm°' と憤き， D:::;Eに対しては，

X(D) = X(T,砂 X(μ)= X(Tμ,と置く．
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G は p—群なので，指標の次数も共役類のサイズも pの幕である．幕の次数に注目し

て，次の補題と用語を得る．それぞれを Gの負荷(Debt)と資産(Asset)と呼ぶ．

補題 1

Debt(G) := logp(ITし心(1))＝LxEirr(E)号五xP凡
Asset(G) := logp(rr:=1 I Kil) = LaET mapm-m色

それゆえ，原田予想IIはAsset(G)2 Debt(G)，すなわち，次と同等である．

こmaPm-ma> n-n 
ーと 2 xp阪

aET xEirr(G) 

2.1 Z(G) = [G, G]の場合へ帰着

まずは，良く知られた帰着の一例を説明しよう．

補題 2TとEをアーベル群とする． Eに値をとる Tの歪対称 Zー線形積¢:TRzT→E 
があると仮定する．この時， Tの Eによる中心拡大Gで，すべてのa,(3ETに対して，

[a+E,(3＋E] = ¢(a,(3) を満たすものがあるここで， a+E,(3 ＋ E~G と考えている．

［証明］ Tを巡回群の直積T=〈h〉X…x〈tいに分解し,|til= P叫と麗く．この時，形

式的元の集合｛五，．．．ぷ｝に以下の関係式を導入する．

(l)j?_iに対して， t］＝ ttt位(tj,tふ
（ 2) 月~ = 1,且つ
(3)すべての iとzEEに対して， zti= tiz. 

この時， ｛i1,…，な，E｝から関係式 (1)~(3)で生成された群Gは補題の結論を満たす．ロ

それゆえ， もし [G,G]ヂZ(G)なら， G/Z(G)上の¢(a+Z(G),(3＋Z(G)) = [a,(3］で

与えられる歪対称Z線形積¢を使って， G/Z(G)のEによる中心拡大 Gが構成できる．

この場合には，次を得る．

補題 3Debt(G) = IZ(G)/EIDebt(G)かつ Asset(G)= IZ(G)/ EIAsset(G)が成り立つ．

［証明］ 各μ E Irr(Z(G)/ E)に対して， 線形指標μ E Irr(G)でP,lz(G)= μとなるもの

があるこの時，各gE Z(G)/Eに対して， gによる積は共役類を正則に罹換し，同時に，

μによる積はGの既約指標を正則に憤換する．両方とも，群Z(G)/Eの正則隧換を与え

ており，補題の主張が成り立つ． ロ
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2.2 [G,G]が基本アーベル群の場合への帰着

講演で述べた『Asset(G)-Debt(G)の正負は Gの構造ではなく， aEGに対する資産

([G,a] =几で定まる）だけで決まる』という言葉の意味を 2段階に分けて説明してい

＜．第 1段階の説明は，次の命題である．

命題 4もし，原田予想 IIが幕零クラス2の群に対して正しくなければ，反例Gで，［G,G]

とG/[G,G]の両方が韮本アーベル群となるものがある．

［証！月］ 反例GからでI=IGI, l[G,G]I = IE|，かつ [G,G]が基本アーベル群となる反
例Gを構成する． Z(G)= E,且つ EとTはアーベル群だとしてよい．重要な性質は，

a, /3 E Gとa,bE Zに対して，

厨，尻］ ＝ ［a, f3]ab 

が成り立つことである．すなわち，交換子はFrattini部分群cI>(G)の代表系同士の交換

子の幕であり， cI>(G)= cI>1(G) ={心 |aE G}Z(G)である．以下，しばしば甚本アー

ベル群に対しては，有限体]Fp上のベクトル空間の用語を利用する．アーベル群Aに対

して，炉(A)= { o;P"'I a E A}とし， L(A)＝句篇炉(A)／①J+1(A)と置く．これは基本

アーベル群であり, |L(A)I = IAIである．次に，｛（ai十cI>(A)）／①り(A)I i = 1,…,s}が

A/cI>1(A)の基底となる aiEAを選ぶ．しかも，｛a『＋か(A)／cpj+l(A)I i = 1,…， S]:S s} 

が炉(A)／ャ＋1（A)の基底であり，各 jとi> Sjに対して， af=0としてよい．
それらの槙を考えることで， 1: 1-写像μA:A→L(A)で，代表系m,…,asに対しては，
μ|む(G)／q,Hl(G)において恒等写像となっているものが構成できる．さらに，△（μ(a))=μ(aり
によって与えられる恥—線形写像△： L(A) → L(A) が定義できる（幕零写像と呼ぶ）．

T,Eに対して， L(T)とL(E)を定義し，まず， m達に対して，

¢（四（叫匹（の）） ＝四([a凸])

と定義し，それを L(E)に値を持つT/cI>(T)の歪対称]Fp―両線形積に拡張する．次に，幕

零写像△を利用して，上の歪対称両線形積を L(E)に値を持つL(T)の歪対称]Fp―両線形

積に拡張できる．すなわち， <p(aP,/3) = <p(a，伊） ＝ △（<p(a, /3)）が成り立っている．これ

により， L(T)から L(E)への歪対称両線形積¢を得たので， L(T)のL(E)による中心

拡大Gが構成でき， 91,92E Gに対して，［91+ L(E)，ゅ＋L(E)lc='P(91，ゅ） EL(E)を
満たしている．この時，次の補題が成り立っ．

補題 5Asset (G) = Asset (G)かつ Debt(G)2 Debt(G)である特に， Gも反例である．

［証明］ 上記の構成から， a,/3ETに対してゃ（四(a)，四(/3))= μE位([a,/3])）が成り立って

いる．それゆえ，すべてのaETに対して,|Dal=ID匠 (aJとなり， Asset(G)= Asset(G) 

を得る． 2番目の主張は，μ:Irr(E)→L(Irr(E)）竺Irr(L(E)）を固定して，％（x))2 nxを
帰納法を使って証明する． これにより， Eは巡回群と仮定してよくなる． XEIrr(E)を固

定する． xはEの忠実な表現としてよい． Xp = 1なら， Debta(x)= Debta／が（E)(X)を得

る．すなわち， lxl=pk= IEIで,k2 2.この時， E/Kerxで， L(E/Kerx)= lF①Kである．

構成から， XEIrr(E)とaETに対して，もし Da= [T,a]~ Ker(x)なら， j= 1,…，pk 
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に対して， Daこxjであり，すべてのμ E Irr(L(T /Kerx)に対して，それゆえ， 2番目
の主張が成り立つ． ロ

以下， E=[G,G]こZ(G)とT=G/Eは基本アーベル群と仮定してよい．

3 証明の準備（非交換子型へ拡張）

これまでは、交換子（歪対称両線形積）によって定義されたものを考えていたが，変形

や帰納法が使えるようにするために対象の拡張を考える．交換子で定義されたものの重要

な性質の一つは， D1,D2 ::; Eに対して， TD2nTD1 = T応nD1であり，特に， Z(G)= E 
を考えると， D1n D2 = 0なら， TD1n TD2 = oである．より一般に， D1,…,Dtがあっ
て， i-I jに対して， DinDj = 0を満たすなら， TD;達の直和①TD;はTの部分空間
となっている．それゆえ， Eの部分空間 D に対して， F(D)= T尻EJ:;;D乃と置くと，
dimT=区応EdimF(D)である．逆に，

f＝①応EF(D)
TD=釦＜DF(J)

(A) 

と置くと， 1九 I= |Tバである．特に， Tの E による形式的中心拡大を Gで表すと，
IT'Kerxl = pnxなので，これにより， Debt(G)が定義でき， Debt(G)= Debt(G)である．更

に,|DI ＝炉となる D:=;E における九— UJ<D九の元 a に対して， ma= kとし，aの
資産Asset(＆)を kpm-kと定義することで， Asset(G)が定義でき， Asset(G)= Asset(G) 

となっている．（Gでは交換子を考えていないので，単にf,Eの組である．）
このように，群の交換子で定義されたものから出発したものだけではなく，単純に， E

の各部分空間Dに対して，ベクトル空間 F(D)が与えられると，上記のように Asset(G)

とDebt(G)が定義でき， Asset(G)とDebt(G)の比較が可能でとなる．これが我々の対象

であり，次の定理を証明する．

定理 6上記の設定で． Asset(G)：：：：： Debt(G)が成り立っ．

以下， Tx,maは同じように定義できるので， G,E, T, ma, X(・)など交換子で定義され

た場合と同様の記号を使って議論を続ける． Tの部分空間 Lに対して， X(L)＝区aELm"'

と置く．特に， XElrr(E)に対して， X(x)= X(Tx)と置く．

補題 7IT1>/(Tx n T<1>)I＝忙なら， X(T¢)::;: pバ(Txn Tc/>)が成り立つ．

［証明］ X（・）の定義から，これは独立した 1ヂμ E Irr(E)に対する共通部分の個数の総

和で与えられる． Tq,n乃と TxnT<I> n乃における元の個数の比は常に忙以下なので，補

題の主張が成り立っ． ロ

Asset(G) -Debt(G)＝LaET(m-m砂pm-ma＿区臣xEirr(E)号叶阪であることを示し
たが， 1い＝p阪であり， aETに対して， Asset(a)= map正叫である． pm-ma=l{x E 
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Irr(E) I Daこx}Iであることに着目すると，

Asset(G) -Debt(G) = mpn -X(T)＋ こ {(m-n-2nり炉ーX(x)}
1#-xEirr(E) 

と書ける．更に，各既約指標xに対して， Y(x)=（一〗＋閉＋m)p阪と置くと， X(lch) = 

X(T)であり， nlch= nなので， Y(lch)= m炉となる．それゆえ，

Asset(G) -Debt(G)＝ L (Y(x) -X(x)) 
xEirr(G) 

と表示できる．これが講演で述べた言葉の 2番目の解釈である．すなわち，『負債は各指

標ごとに定義されるので，各指標 x毎に分解して捉える』ことを意味している．

4 定理の証明

2.1章で証明したことを忘れて， E= [G,G] となることや， Z(G)~ [G,G]を仮定し

ていない．このような，より広い設定でAsset(G)-Debt(G)~ 0を証明すれば，定理
が正しくないとして，反例がある最小の l[G,G]I= Pmを取り，このmを固定する．次に

l[G,G]＝炉の中でGをAsset(G)-Debt(G)が最小値となる反例とし，その中で最小位

数を持つものとする．この場合， T{o}= {O}である．今までの記号に従い， E= [G,G], 

T = G/[G,G]と置く．すなわち，

Asset(G) -Debt(G) = mpn -X(T)十 L {Y(x) -X(x)} < o 
l#xEirr(E) 

である．ただし， Z(G)= E は仮定していない．まず， mpn-X(T)~O であることを述

べておく．まず，次の変形を考える．

BさEをF(B)-=J0となるものとする． aE TB -UB1_μ(TB n Tμ)となる元 aを固定し

て考える． aの取り方から，もし aE冗なら TX<:;;九である． F(B)= lFP/3 〶 J1 ～分解

しておく．ここで， uB1_μ(TBn'Fi』こみとしてよい．次に，各D::c:;Eに対して， F(D)

を次のように定義する．

(1) F(O) = lF pa, 
(2) F(B) = Ji, 且つ
(3)それ以外の D::c:;Eに対しては， F(D)= F(D)と僅＜．

これは（A)の条件をすべて満たしており，群Gが定義でき,|Gl=IGIである．以下， G

における各記号Zに対応する Gにおける記号を Zで表す．この時， 九＝ lF円＋仄で
ある．

D <:;; Xとなる X E Irr(E)をとる． V E九である必要十分条件は， r€恥があっ
て， v+ ra E Txである．もし，異なる 2つv+ aa,v + baを含むような冗があれ
ば， aE九であり， D こμである．このような元 vのTXにおける個数を公で表す．

すなわち， D<:;; Xに対して， X(x)のG/Dにおいて対応する記号を X瓜x)で表すと，
9D(X) := X(x) —心(x) = l(u噂μ乃）nTxl:::;IT乳である．上の議論より次の補題を得る．
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補題 8Gにおいて， aE Tを{μ E Irr(E) I a E九｝は高々{μ E Irr(E) I a E九｝の p-

倍であり， m-～ma= m-maまたは＝ m-ma+lとなる．等号は， aが『もし Dg; μ 

なら a¢乃となる』という条件を満たしているときである．

次に， Asset(G)-Debt(G)＝区廷IrrしE)（Y(x)-X(x)）を計算する．

D g; μとなるμに対しては， aE Z(G)であり，九＝ lF四①九なので， Y(μ)-X(μ)= 

p(Y(μ) -X(µ)）である． D~µ となるµに対しては，九＝互なので， Y(µ) = Y(μ)で
ある．また，上の補題により， Y(μ):SY(μ):SY(μ) +p匹である．それゆえ， Asset(G)-

Debt(G) -(Asset(G) -Debt(G)) :S一(LDc:::μPnμ ＿ル） ＋ （p-l)E泣 μ(Y(μ)-X(μ)）を

得る．それゆえ，次の結果を得る．

命題 9Gを最小反例とする． B<Eに対して，もし F(B)-:/0なら，（p-l）｛区瞑xY(x)-

X(x)} —江c:::x9D(X) 2 0が成り立つ．

特に， F(E)# 0なら，冗匡xEirr(E){Y(x)-X(x)}2 0となり矛盾を得るので， F(E)= 0 
である．これは， F(D』#0となる D1,…,DtこEがあって，

T＝①いF(Di)
となることを意昧する． di= dimF(D』と閥 <.Di~ Kerxなら，常に Dj~ Kerxと

なるとき， D］'.SDiと表す。以下， D1を極大なものとし， D= D1,d = d1で表す．この
時， XEIrr(E)に対して， 八＝ ④Dic:::xF(Di)である．別の言い方をすると，

補題 10v ETに対し， v=Eviで ViE F(Di)と分解すると， Vi-:/0で， Dig;Xなら，

Vi (/_凡である．特に， D~x ヂいに対しては， 9D(X) = Pn)(-dである．

構造が確定し，これにより， 9D(X)や XD(X)が計算できるようになったので，後は計

算によって矛盾を出す．

まず， m の最小性より， G/D を考えることで， LDc:::x{(m-d仁〗＋翌）pn)(-X瓜x) ｝ 2 0 
である．更に，変形の時に述べたように， X(x):S X瓜x)+pn)(-dとなるので，区DC:::x(Y(x)-
X(x) :2: LDc:::x(dpn)(-pn)(-d)である．これらと命題9を合わせると，（p-l)(Asset(G) -

Debt(G)) = (p -1)｛Lx Y(x) -X(x))} 2 oを得る．これは Gが反例であることに矛盾
する． これで定理の証明が完了している．

コメント 1上記の証明はmに依存した証明ではないので，研究集会で述べたように，原

田予想を強くした千吉良予想 Asset(G)-Debt(G) :2: m の証明を与えてはいない．
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