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On a Stable Manifold Theorem for the Harmonic Map Heat Flow

名古屋大学理学部 内藤久資 (Hisashi NAITO)

1. Introduction.

このノートでは, 準線型放物型方程式の安定多様体の存在定理を紹介する. この内容は $[N3,N4]$ を元に

した. また, 調和写像についての記法等にっいては $J$ . Eells-L. Lemaire [EL] を参照されたい.

$M$ を閉 Riemann 多様体, $V$ を $M$ 上の vector bundle とする. 我々が考える方程式は以下のような

ものである. $V$ の section $u(\cdot, t)$ に対する方程式:

(1.1) $\{\begin{array}{l}\frac{\partial u}{\partial t}=-J(u)+N(u)u(0)=u_{0}\end{array}$

$onon$ $MM\cross(0, \infty$

]

であって, 以下の条件 $(C1)-(C3)$ をみたす.

(C1) $J$ は $2k$ 階の self-adjoint elliptic operator, $N$ は非線型項を表す,

(C2) $V$ の zero-section $0$ に対して, $J(0)=N(O)=0$ , 即ち, $0$ は (1.1) の定常解,

(C3) 非線型項 $N$ は $m> \frac{1}{2}\dim M+k$ と, $||u||_{H^{m}},$ $,||v||_{H^{m}}<1$ に対して,

$||N(u)-N(v)||_{H^{m-k}}\leq C$( $||u||_{H^{m}}$ llu-vllHm+k+llvllH-+鴎 $|u-v||_{H^{m}}$ )

をみたす.

ここで, $H^{m}(V)$ は $V$ の section に対する $m$ 階の Sobolev 空間を表す. この Sobolev 空間は $m>$

$\frac{1}{2}\dim M$ のとき, Hilbert 多様体になることが知られている. (See R. Palias [P]).

次に, 方程式 (1.1) に対する安定多様体, 不安定多様体の定義を述べる.

定義: Hilbert 多様体 $H^{m}(V)$ の部分集合 $S$ が (1.1) の定常解 $u_{\infty}$ の安定多様体であるとは,

(1) $S$ は $H^{m}(V)$ の部分多様俸の構造を持つ,

(2) 方程式 (1.1) の初期データー $u_{0}$ が $S$ に属すとき, (1.1) の時間大域解が存在して, その解は $tarrow\infty$

で $u_{\infty}$ に $H^{m}(V)$ の位相で収束する.
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また, $H^{m}(V)$ の部分集合 $\mathcal{U}$ が (1.1) の定常解 u。。の不安定多様体であるとは, (1.1) の逆向きの方程

式に関する安定多様体であることを言う.

このとき, 定理は次のように述べられる.

Theorem 1. $m> \frac{1}{2}\dim M+2k$ に対して,

(1) $H^{m}(V)$ の中で, codimension有限な $0$ の安定多様体が存在する. その codimension は一 $J$ の

負, 零の固有空間の次元に等しい.

(2) $H^{m}(V)$ の中で, dimension 有限な $0$ の不安定多様体が存在する. その dimension は一 $J$ の負

の固有空間の次元に等しい.

定理 1を適用できる方程式の例として, 調和写像の流れの方程式 ( $Eells$-Sampson 方程式) を考える.

$M,$ $N$ を閉 Riemann 多様体とする. 滑らかな写像 $f$ : $M\cross[0, \infty$) $arrow N$ に対して, 調和写像の流れ

の方程式は以下のように書かれる 2階半線型放物型方程式である:

(1.2) $\{\begin{array}{l}\frac{\partial f}{\partial t}=\tau_{f}f(0)=f_{0}\end{array}$

$onon$ $MM.\cross(0, \infty$

]

ここで, $F$ : $Marrow N$ が調和写像であるとは, $F$ は $M$ 上の 2階半線型楕円型方程式 $\tau_{f}=0$ をみたす

ことである. この方程式に対して定理 1を適用するため, 方程式 (1.2) の “線型化方程式” を考える. 調

和写像 $F$ : $Marrow N$ を 1 っ固定すると, $f$ : $Marrow N$ が $\sup_{x\in M}d_{N}(F(x), f(x))<i_{N}$ をみたせば,

$f$ は vector bundle: $F^{-1}TN$ の適当な section $u$ を選ぶことによって

$f(x)=\exp_{F(x)}u(x)$

と書くことができる. ここで, $d_{N}$ は $N$ の Riemann 計量から決まる距離, $i_{N}$ は $N$ の単射半径を表す.

このとき, 方程式 (1.2) を $u$ をっかって表現すると

(1.3) $\{\begin{array}{l}\frac{\partial u}{\partial t}=-J_{F}(u)+N_{F}(u)u(0)=u_{0}=(exp_{F(x)})^{-1}f_{0}\end{array}$

$onon$ $MMx(0, \infty$

]

と書くことができる. ここで, $J$ は調和醇像 $F$ の Jacobi作用素. また方程式 (1.3) が条件 $(C1)-(C3)$

をみたすことが容易に確かめられる. したがって, 方程式 (1.2) に対して安定多様体の存在を示すことがで

きる.
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Theorem 2. $M,$ $N$ を閉 Riemann 多様体とする. 任意の調和写像 $F$ : $Marrow N$ と $m>$

$\frac{1}{2}\dim M+2$ に対して,

(1) $H^{m}(M, N)$ のなかで, codimension 有限な $F$ の安定多様体が存在し, その codimension は $F$

の Index &Nulli$ty$ の和に等しい,

(2) $H^{m}(M, N)$ のなかで, dimension 有限な $F$ の不安定多様体が存在し, その dimension は $F$ の

Index に等しい.

ここで, $H^{m}(M, N)$ は $M$ から $N$ への写像の $m$ 階 Sobolev 空間である. また, 調和写像 $F$ が強安

定または弱安定のときは更に詳しいことがわかる.

$F$ が強安定のとき: 調和写像 $F$ が強安定とは $F$ の Index, Nullity がともに $0$ のときのことを言う. こ

れは Jacobi作用素 $J_{F}$ の固有値がすべて正であること. このとき, $H^{m}(M, N)$ の $F$ のある近傍 $U$ が

存在して, $U$ が $F$ の安定多様体となる. [NI,N2].

$F$ が弱安定のとき: 調和写像 $F$ が弱安定とは $F$ の Index が $0$ のときのことを言う. これは Jacobi 作

用素 $J_{F}$ の固有値がすべて非負であること. さらに, $F$ に次の条件を課す. $F$ の含まれる臨界集合が Bott

の意味で非退化であるとき, $H^{m}(M, N)$ の $F$ のある近傍 $U$ が存在して, $U$ に初期値を持つ方程式 (1.2)

の解は時間大域的であって, $tarrow\infty$ のとき, 解は調和写像に収束する. 一般には収束する先の調和写像は

$F$ と一致しない.

ここで, 時刻無限大での収束はすべて指数的であることも示すことができる.

また, Yang-Mills 汎関数の流れの方程式についても同様の結果が小薗英雄氏, 前田吉昭氏及び筆者によっ

て示されている. [NKMI,NKM2].

2. 定理 1の証明の概略.

作用素一 $J$ の正の固有値を $\{\lambda_{1}\leq\cdots\leq\lambda_{N}\}$ , 負の固有値を $\{\lambda_{-1}\geq\cdots\geq\lambda_{-m}\geq\cdots\nearrow\infty\}$ と

する. 正数 $\lambda$ を $\lambda$ $:= \min\{|\lambda_{-1}|, |\lambda_{1}|\}$ とおく.

正, 負, 零固有空間への射影作用素をそれぞれ $\pi_{+},$ $\pi_{-},$ $\pi_{0}$ と書く. このとき, Sobolev 空間 $H^{m}(V)$

の norm を

$||u||_{H^{m}}^{2}$ $:=||J^{m/2k}\pi_{-}u||_{L^{2}}^{2}+||\pi_{0}u||_{L^{2}}^{2}+||\pi_{+}u\Vert_{L^{2}}^{2}$
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と定義する. ここで, ${\rm Im}(\pi_{+}+\pi_{0})$ は有限次元空間なので, すべての norm は同値である. このように定

義した norm は, 局所座標系と使って通常の方法で定義した Sobolev norm と同値である.

また, $L^{2}(\mathbb{R}+;H^{m+k}(V))\cap L^{\infty}(\mathbb{R}+;H^{k}(V))$ の部分空間 $\mathcal{B}_{\mu,m}$ の norm を

$|u|_{\mu,m}^{2}$ $:= \int_{0}^{\infty}||u(t)||_{H}^{2}.+kdt+\sup_{t>0}[e^{2\mu t}||u(t)||_{H^{m}}^{2}]$

で定義すると, $\mathcal{B}_{\mu,m}$ は Banach 空間になる.

方程式 (1.1) の解の構成をするため, $B_{\mu,m}$ で次の積分作用素を考える:

Tu$(t)$ $:=e^{-Jt} \pi_{-}u_{0}+\int_{0}^{t}e^{-J(t-s)}\pi_{-}N(u)(s)ds$

$- \int_{t}^{\infty}\pi_{0}N(u)(s)ds-\int_{t}^{\infty}e^{-J(t-s)}\pi_{+}N(u)(s)ds$ .

この作用素 $T$ の $\mathcal{B}_{\mu,m}$ での固定点が方程式 (1.1) の解に対応する. このようにして構成した解の初期値は,

$u(O)$ $:= \pi_{-}u_{0}-\int_{0}^{\infty}\pi_{0}N(u)(s)ds-\int_{0}^{\infty}e^{Js}\pi_{+}N(u)(s)ds$

となることに注意する.

積分作用素 $T$ に対して次の評価式を示すことができる.

Theorem 3. $m> \frac{1}{2}\dim M+2k,$ $0<\mu<\lambda,$ $|u|_{\mu,m},$ $|v|_{\mu,m}<1$ に対して,

(1) $|Tu|_{\mu,m}^{2}\leq C_{1}(||\pi_{-}u_{0}||_{H^{m}}^{2}+|u|_{\mu,m}^{4})$ ,

(2) $|Tu-Tv|_{\mu,m}^{2}\leq C_{2}(|u|_{\mu,m}^{2}+|v|_{\mu,m}^{2})|u-v|_{\mu,m}^{2}$ .

この定理によって, 適当な初期値に対して方程式 (1.1) の解の存在を示すことができる:

Corollary 4. $m> \frac{1}{2}\dim M+2k,$ $0<\mu<\lambda$ に対して, ある正数 $\epsilon$ が存在して\rangle

$|e^{-Jt}u_{0}|_{\mu,m}<\epsilon$

をみたす $u_{0}\in{\rm Im}\pi_{-}$ に対して

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial u}{\partial t}=-J(u)+N(u)\pi_{-}u(0)=u_{0}\end{array}$

$onon$ $MM\cross(0, \infty$

]
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の解が $\mathcal{B}_{\mu,m}$ の中に存在して, その解 $u$ は $|u|_{\mu m<\mathcal{E}}$
}

をみたす.

系 4から方程式 (1.1) の定常解 $0$ に対する安定多様体の存在を容易に導くことができる.
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