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極大単調作用素のリゾルベントに関する強収束定理とその応用
(STRONG CONVERGENCE THEOREMS FOR RESOLVENTS OF 
A MAXIMAL MONOTONE OPERATOR AND APPLICATIONS) 

茨木貴徳 (TAKANORIIBARAKI) 
横浜国立大学教育学部

(COLLEGE OF EDUCATION, YOKOHAMA NATIONAL UNIVERSITY) 

1.はじめに

Hを実ヒルベルト空間とし， AcHxHを極大単調作用素とする．このとき

0 E Au 

を満たす元 uを求める問題を零点問題 (zeropoint problem)というまた，このような元 uを
Aの零点 (zeropoint)といい， Aの零点全体の集合を A-10で表す．零点問題は凸最小化問題，
均衡問題ミニマックス問題等の多くの非線形問題を一般化した問題でもある．零点問題を解
く代表的な手法に近接点法(proximalpoint algorithm)がある：初期点を X1EHとし

(1.1) Xn+l = J庄咋， n = 1,2,..., 

で点列を構成する．ただし，｛Tn}c]O, oo[であり，Jrれは次にように定義される：任意の XEH 
とr>Oに対して，

(1.2) XE Xr + rAxr 

を満たすむ ED(A)が一意に存在する．このような点 XrをJrxで表し，みは Aのリゾルベ
ント (resolvent)と呼ばれ，Jr=(I+ rA)→である．ただし Iは恒等写像（identitymapping) 
である．この近接点法は1970年に Martinet[23]により導入され， 1976年に Rockafellar[26]に
より，ヒルベルト空間においてinfn→ooTn>Oかつ A-10#-0を仮定すれば（1.1)で定義された
点列 {xn}はA-10の元へ弱収束することが示された．この研究以降近接点法の研究はヒルベ
ルト空間やバナッハ空間でさまざまな形で進められてきた ([16,17, 19, 22, 29]等を参照）．近接
点法において，点列を構成する際に各ステップでリゾルベントを利用するが，リゾルベントは
逆像を用いて定義されてるため一般的にその値を求めることは容易ではなく，近接点法の部分

問題として知られている．（［16,17]等を参照）．
一方，式(1.2)を解くことは単調作用素の理論において重要な課題である ([4,5, 7, 13, 30]等
を参照）． 1973年に Bruck[4]はヒルベルト空間において単調作用素の式(1.2)の解への近似法
を提案し，強収束定理を得た．

定理1.1([4]). H をヒルベルト空間として， AcHxHを，定義域 D(A)が開集合である単
調作用素とする． zE R(I +A)とする．このとき， z1= (I+ A)-1zの近傍NeD(A)と正の
実数び1> 0が存在し，任意の 02び1と任意の X1EN,任意の Aのシングル・セレクション
(single-selection)に対して，点列｛Xn}が

1 
Xn+l =吐一 (xn+A。Xn-z) (n EN) 

n+ a-
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で構成することができる．さらに，点列｛卯｝は Z1へ強収束する．なお， Z1はr=lとした式
(1.2)の解である．すなわち， zE z1 + Az1・

式(1.2)の解への近似法の研究はバナッハ空間でも研究されてきた．単調作用素の概念をバ
ナッハ空間で考える際に，単調作用素 (monotoneoperator)と増大作用素 (accretiveoperator) 
の2つの概念に拡張されることが知られている． Eをバナッハ空間とする． TcExEが増大

作用素であるとは，任意の (xいY1),(x2,ぬ） ETに対して，あるjE J(x1一四）が存在して

〈Y1-Y2, j> ~o

を満たすことであるただし，Jは Eの正規化双対写像（第2節を参照）である． 1990年に
Chidume [7]はバナッハ空間において一価の増大作用素に対する式(1.2)の解への近似法を提
案し，強収束定理を得た．

定理1.2([7]). EをE＊が一様凸である実バナッハ空間とし， CをEの空でない閉凸部分集
合とする． T:C→Cを連続で一価の増大作用素とし， zECとする．｛入n}を］0,1[の数列で

立 n= CX)，立n(3（入n)< CX) 
n=O n=O 

を満たすとするただし，関数f3は第 2節の補助定理2.1で導かれる関数である． Cの点列
｛卯｝を次にように定義する： xoECとして，任意の nE NU {O}に対して

Xn+l = (1 —入n)卯＋入n(z -Txn) 

とする． このとき点列｛丘｝は r= 1とした式（1.2)の解 Z1へ強収束する．すなわち，
z = z1 + Tz1である．

バナッハ空間における式（1.2)の研究において，増大作用素に関する研究（例えば，［6,8-12, 
20,31]等を参照）は多くあるが，単調作用素に関する研究は少ない．バナッハ空間において零点
問題の応用を考えた際凸最小化問題，均衡問題，変分不等式問題等などは，増大作用素ではな
く単調作用素である必要があり，単調作用素に関する式（1.2)の研究は重要な研究課題である．
本論文では，バナッハ空間における単調作用素に関する式(1.2)の解への近似法を考察する．
バナッハ空間において極大単調作用素のリゾルベントは複数の定義があるが，（Q）型と (R)型
のリゾルベントを扱う．そしてそれぞれのリゾルベントの値を求める強収束定理を紹介する．
さらにその応用として均衡問題の解への近似法に用いられる 2変数関数に関するリゾルベン
トの値への強収束定理を得る．

2.準備

Eを実バナッハ空間とし， E*をEの共役空間 (dualspace)とする．以降，本論文ではバナッ
ハ空間やヒルベルト空間はすべて実空間とする． Eの元 xに対し， E*の部分集合

Jx = {x* EE*:〈x,x*〉=||xll2 = llx＊伯｝

を対応させる写像Jを正規化双対写像（normalizedduality mapping)と呼ぶなお，ヒルベル
ト空間においてはJは恒等写像となる．

Eを滑らかなバナッハ空間とし，Jを Eの双対写像とする．このとき， Eの元x,yに対して，

V(x, y) = llxll2 -2〈x,Jy〉+||Yll2 

で ExEから恥への関数 Vを定義する．この関数 Vに関しては次のような性質が知られて
いる ([1,15, 18]を参照）．

(1) Eの元 x,yに対して (llxll-IIYll)2 ~ V(x, Y)~ (llxll + IIYll)2である；
(2) Eの元 x,yに対して， V(x,y) + V(y, x) = 2〈X-y, Jx -Jy〉である；
(3) Eの元 x,y,zに対して， V(x,y) = V(x, z) + V(z, y) + 2〈x-z,Jz-Jy〉である；
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(4) Eが狭義凸ならば， Eの元 x,yに対して V(x,y)=Oであるための必要十分条件は
x=yである．

Eを回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とし， CをEの閉凸部分集合とする．このとき，任
意の Eの元 xに対し

V(x0, x) = m_ig V(y, x) 
yEC 

となる Cの元x。が一意に存在する．このような Cの元x。を Ilcxで表し， IleをEから C
の上への準距離射影(generalizedprojection)と呼ぶ（［1]を参照）．また， Dを，JDが庁の閉
凸部分集合となる Eの空でない部分集合とし，”わを E*からJDの上への準距離射影とす
る． Eから Dへの写像恥を

加：＝ Jー1II;DJ

で定義するとき RDをサニー準非拡大射影と呼ぶ（［15,19]を参照）．準距離射影とサニー準非拡
大射影はヒルベルト空間で定義された距離射影のバナッハ空間での拡張概念である（［1,15, 18] 
を参照）．すなわち，これらの射影はヒルベルト空間では一致する．
なお，ヒルベルト空間における距離射影の定義は次の通りである． Cをヒルベルト空間 Hの
空でない閉凸部分とする．このとき，任意の Hの元xに対し

llx -xall = m_i!!-llx -YII 
yEC 

となる Cの元x。が一意に存在する．このようなCの元x。をPcxで表し， PcをEから Cの上
への距離射影 (metricprojection)と呼ぶ回帰的な狭義凸バナッハ空間でも距離射影はヒルベ
ルト空間と同様に定義できる ([27]等を参照．）
Eを回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とする．多価写像ACEx E*に対して， Aの定
義域 (domain)とAの値域 (range)は

D(A) = { x E E : Axヂ0},R(A) = U{Ax: x E D(A)} 

で定義される．多価写像 ACEXE*が単調作用素(monotoneoperator)であるとは，任意の
(x, x*), (y, y*) E Aに対して

〈x-y，がーが〉：：：： O 
がつねに成り立つことと定義する．単調作用素Aが極大 (maximal)であるとは， Aを真に含む
単調作用素A。cExE＊が存在しないときいうすなわち， A。cExE＊が単調作用素で，か
つAcA。であるならば， A=A。となるときをいう．
A C E X E*'B C E* X Eを極大単調作用素とする．このとき，任意の r>Oに対して

R(J + rA) = E*, R(I + rBJ) = E 

となることが知られている ([5,15, 25]を参照）．また， D(A)とD(B)の閉包 D(A)とD(B)は
凸集合となることも知られている ([24]を参照）．
Eの任意の元xに対して集合

Q rX = { z E E : J x E J z + r Az} 

を考えると，Qrxは1点集合となる．すなわち，Qrは Eから D(A)への一価写像となり，
Qr= (J + rA)-1Jと表せる．このQrは(Q)型リゾルベント(theresolvent of type (Q))と呼
ばれる．同様にして， Eの任意の元xに対して集合

R江＝ ｛z EE: x E z+rBJz} 

を考えると， Rrxは1点集合となり，凡は Eから D(BJ)への一価写像で，凡x= (I +rBJ)-1 
と表せる ([15]を参照）．この凡は(R)型リゾルベント(theresolvent of type (R))と呼ばれる．
本節の最後に，定理1.2に用いられていていた関数f3を紹介する．一様凸バナッハ空間では
次の補助定理が知られている ([21]を参照）．
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補助定理 2.1([21]). Eを一様凸バナッハ空間とする．このとき，連続な非減少関数(3:[O,oo［→ 
[O,oo[が存在し 9(3(0) = 0, 任意の c~l に対して(3(ct）::=:; C(3（t),任意の Eの元 x,yに対して

llx+yll2さllxll2+ 2〈y,Jx〉+max{llxll,l}IIYII(3(||初|)
を満たす．

3.極大単調作用素のリゾルベントに関する近似法

本節では(Q)型および(R)型のリゾルベントに関する近似法を議論する． 2024年に茨木 [14]
は次の 2つの強収束定理を得た．

定理 3.1([14]). Eを滑らかな一様凸バナッハ空間とし， ACEXE*をD(A)が閉で， R(A)
が有界な極大単調作用素とする．｛知｝を L~=l 年＝ ooとlimn→oo知＝ 0を満たす [O,1]の
数列とし， rを正の実数とする． D(A)の点列｛咋｝を次のように構成する： zE E, x1 E D(A) 
とし， nENに対して

y: E Axn, 

Xn+1 = IID(A)J-1((1 -m)J咋＋知(Jz-ry:)) 

とする．このとき，点列｛Xn}はQrzに強収束する．

定理 3.2([14]). Eを一様に滑らかな狭義凸バナッハ空間とし， BCE*XEを D(B)が閉
で， R(B) が有界な極大単調作用素とする．｛知｝を L~=l O:n = OOとlimn→oo知＝ 0を満たす
[O, 1]の数列とし， rを正の実数とする． D(BJ)の点列｛Xn}を次のように構成する： zEE, 
X1 E D(BJ)とし， nENに対して

Yn E BJxn, 

Xn+l = RD(BJ) ((1 —知）卯十 a(z -ryn)) 

とする．このとき，点列｛卯｝は凡zに弱収束する．さらに， E*のノルムがフレッシェ微分可
能であると仮定すると，点列 {xn}は凡zに強収束する．

定理3.1と定理3.2において，極大単作用素の定義域をそれぞれ D(A)= E, D(B) = E*と
すれば次のような点列構成に非線形射影を用いない形の定理を得ることができる．

定理 3.3([14]). Eを滑らかな一様凸バナッハ空間とし， ACEXE*をD(A)= Eを満た
し R(A) が有界な極大単調作用素とする．｛知｝を冗~=1 伍＝ ooとlimn→oo知＝ 0を満た
す [O,1]の数列とし， rを正の実数とする． D(A)の点列 {xn}を次のように構成する： zEE, 
X1 E D(A)とし， nENに対して

y: E Axn, 

Xn+l = 1-1((1-an)Jxn +知（Jz-ry:)) 

とする．このとき点列｛Xn}はQrzに強収束する．

定理 3.4([14]). Eを一様に滑らかな狭義凸バナッハ空間とし， BCE*XEをD(B)= E* 
を満たし R(B)が有界な極大単調作用素とする．｛知｝をこOO m=ooとlimn→oo知＝ 0を
満たす [0,1]の数列とし， rを正の実数とする． D（BJ)の点隔l｛咋｝を次のように構成する：
z E E, X1 E D(BJ)とし， nENに対して

伽 EBJxn, 

咋＋1= (1-知）知＋a(z-ryn) 

とする．このとき，点列｛Xn}はRrzに弱収束する．さらに， E*のノルムがフレッシェ微分可
能であると仮定すると，点列｛卯｝は凡zに強収束する．
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さらに定理3.1,定理3.2,定理3.3,定理3.4をヒルベルト空間で考えると準距離射影とサ
ニー準非拡大射影は距離射影となるため，これらの直接的な結果として次のような定理を得る
ことができる．

定理 3.5.Hをヒルベルト空間とし， AcHxHをD(A)が閉で， R(A)が有界な極大単調作
用素とする．｛知｝を L~=l 叩＝ oo と limn→CX)知＝ 0 を満たす [O, 1]の数列とし， rを正の実
数とする． D(A)の点列｛卯｝を次のように構成する： zE E, X1 E D(A)とし， nENに対して

Yn E Axn, 

Xn+l = PD(A)((l -an)咋＋知(z-TYn)) 

とする．このとき，点列｛咋｝はJrzに強収束する．

定理 3.6.Hをヒルベルト空間とし， AcHxHをD(A)= H を満たし R(A)が有界な極大
単調作用素とする．｛知｝をど~=1 叫＝ oo とlimn→CX)年＝ 0 を満たす［0,1]の数列とし， rを
正の実数とする． D(A)の点列｛知｝を次のように構成する： ZEE,X1 E D(A)とし， nEN
に対して

伽 EAxか

Xn+1 = (1 —年）咋＋知(z -TYn) 

とする．このとき，点列 {xn}はJrzに強収束する．

4.均衡問題におけるリゾルベントに対する近似法

本節では零点問題と深い関わりをもつ均衡問題に関して議論する．バナッハ空間で均衡問題
を扱う場合には， 2つの設定が知られており，それぞれに対して考察する．
Eを滑らかなバナッハ空間とし， E*をその共役空間とする． CをEの空でない閉部分集合
とし，fを CxC上で定義された実数値関数とする．このとき，任意の Cの元yに対して

f(xo, y) ~ 0 
を満たす元 x。を求める問題を，fに関する均衡問題 (equilibriumproblem)というこのとき，
x。を均衡問題の解といい，解の集合をEP(f)で表す．（［2,3]を参照）．
均衡問題の解への近似法を議論するために，fに次のような条件を仮定する ([2,3]を参照）：
Eを回帰的で滑らかな狭義凸バナッハ空間とする．

(Al)任意の Cの元 xに対して，J(x,x)=Oが成り立つ；
(A2)任意の Cの元 x,yに対しf(x,y) + f(y, X)~o が成り立つ；
(A3)任意の Cの元 x,y,zに対して，

limsup f(tz + (1-t)x, y) ~ f(x, y) 
t↓0 

(A4) 任意の C の元 x に対して，f(x,•) は下半連続な凸関数である．

このとき， Eの任意の元xに対して

F江：＝｛zEC: f(z, y) +;<z-x, Jy-Jz>~ 0 (Vy EC)} 

および

炉：＝｛ ｛x* E E* : f (X, Y) ~<y -x,x*>, Vy E C} X EC, 
0 x tf_ C, 

を考える．fに（Al)から (A4)を仮定すると次が成り立つことが知られている ([2,3]を参照）．

(1) Frxは1点集合である；
(2) EP(f) = A―10である；
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(3) A1 CE  x E＊は極大単調作用素となる；
(4)任意のr>Oに対して， Fr=(J +rA1)-1Jとなる．

これらよりfに関する均衡問題は， A1の零点問題に帰着することができる．したがって，定理
3.1と定理3.3の直接的な結果をして， Eの値を求める次の収束定理を得ることができる．

定理 4.1.Eを滑らかな一様凸バナッハ空間とし， CをEの空でない閉凸部分集合とする．f
を(Al)から (A4)を満たす CxC上で定義された実数値関数とし， D(A1)が閉で， R(A1)が
有界であるとする．｛知｝をZ:':'=1知＝CX)とlimn→oo知＝ 0を満たす [O,1]の数列とし， rを
正の実数とする． D(A1)の点列 {xn}を次のように構成する： zE E, X1 E D(A1)とし， nEN
に対して

y: EA戸n,

Xn+l = JID(AJ)戸（（1-口J卯＋知(Jz-ryり）

とする．このとき点列 {xn}はFrzに強収束する．

定理 4.2.Eを滑らかな一様凸バナッハ空間とし， CをEの空でない閉凸部分集合とする．J
を (Al)から (A4)を満たす CxC上で定義された実数値関数とし， D(A1)= E を満たし，
R(A1)が有界であるとする．｛年｝をど':'=1伍＝CX)と limn→oo伍＝ 0を満たす [O,1]の数列
とし， rを正の実数とする． D(A1)の点列{xn}を次のように構成する： zEE, x1 E D(Aりと
し， nENに対して

y: EA戸n,

Xn+l = J-l ((1—叩）Jxn+ 叩（Jz -ry:)) 

とする．このとき，点列 {xn}はFrzに強収束する．

次にバナッハ空間におけるもう一つの均衡問題を議論する： Eを滑らかなバナッハ空間とし，
E＊をその共役空間とする． CをJCが閉凸集合となるような空でない Eの閉部分集合とし，
rをJCxJC上で定義された実数値関数とするこのとき任意の Cの元yに対して

f*(Jx。,Jy)?:0 

を満たす元x。を求める問題を，f*に関する均衡問題 (equilibriumproblem)という．このとき，
x。をこの問題の解といい，解の集合を EP(f*)で表す（詳細は [3,28]を参照）．
均衡問題の解への近似法を議論するために，J*に次のような条件を仮定する ([3,28]を参
照）： Eを回帰的な滑らかな狭義凸バナッハ空間とする．

(Bl)任意のJCの元 x*に対して，J*(x*,x*)= 0が成り立つ；
(B2)任意のJCの元 x*,y*に対しJ*(x*,y*)+ J(y*,x*)~o が成り立つ；
(B3)任意のJCの元 x*,y*, z*に対して，

limsup f*(tz* + (1 -t)x*, y*) ~ f*(x*, y*); 
t↓0 

(B4) 任意のJC の元 x* に対して，f(x*,•) は下半連続な凸関数である．

このとき， Eの任意の元 xに対して

叩：＝｛zEC: f*(Jz, Jy) +-〈z-x,Jy-Jz〉?:0 (Vy EC)} 

および， E*の任意の元 x*に対して

Brx* := { ~x EE: J*(x*, y*)?:〈x,y*-X*〉,Vy* E JC} x* E JC, 
f/J x* rf-JC, 

を考える．Jに（B1)から (B4)を仮定すると次が成り立つことが知られている ([3,28]を参照）．
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(1) F;xは1点集合である；
(2) EP(J*) = (BrJ)一10である；
(3) Br CE* x Eは極大単調作用素となる；
(4)任意の r>Oに対して， F;=(I+ rBrJ)-1となる．
これらよりf＊に関する均衡問題は， B!．の零点問題に帰着することができる．したがって，定
理3.2と定理3.4の直接的な結果をして， F;の値を求める次の収束定理を得ることができる．

定理 4.3.Eを一様に滑らかな狭義凸バナッハ空間とし， Cを，JCが閉凸集合となるような E
の空でない部分集合とする．J*を（Bl)から (B4)を満たすJCxJC上で定義された実数値関
数とし， D(Br)が閉で，R(Br)が有界であるとする．｛伍｝をど:=l年＝CX)と limn→oo知＝0
を満たす [O,1]の数列とし， rを正の実数とする． D(BrJ)の点列{xn}を次のように構成する：
z EE, x1 E D(BrJ)とし， nENに対して

伽 EBjJ卯，

Xn+l = Rv(B戸）（（1-年）咋＋O:n(Z -ryn)) 

とする．このとき，点列｛卯｝は F;zに弱収束する．さらに， E*のノルムがフレッシェ微分可
能であると仮定すると，点列｛卯｝は F;zに強収束する．

定理 4.4.Eを一様に滑らかな狭義凸バナッハ空間とし， Cを，JCが閉凸集合となるような
Eの空でない部分集合とする．J*を（Bl)から (B4)を満たすJCxJC上で定義された実数
値関数とし， D(Br)= E*を満たし， R(Br)が有界であるとする．｛知｝をど:=l知＝ ooと
limn→oo知＝0を満たす [O,1]の数列とし， rを正の実数とする． D(BrJ)の点列｛卯｝を次の
ように構成する： zEE, X1 E D(BrJ)とし， nENに対して

伽 EBjlxn, 
Xn+1 = (1 —知）Xn+ 知（z -ryn) 

とする．このとき，点列 {xn}は F;zに弱収束する．さらに， E*のノルムがフレッシェ微分可
能であると仮定すると，点列 {xn}はF;zに強収束する．
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