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1. はじめに

1995年に液体ヘリウム以外ではじめての中性原子のボース・アインシュタイン凝縮 (BEC)[1]

が気体相で実現されて以来、これまでに10種類の中性原子気体のBECが実現された。新
しい原子種や分子を冷却するさまざまな試みも行われており、 BECとなる原子種は今後
も増加するものと期待される。

BECの研究は、 1924年にアインシュタインが理想、同種粒子系の温度を下げていくと、
ある温度以下で凝縮相と飽和蒸気相が共存することを指摘したことに始まる。粒子聞に引

力相互作用が存在する場合には、このような現象は古典的なボルツマン気体でも起こる。

アインシュタインは、同種粒子が原理的に識別できないという量子力学特有の性質のため

に、粒子聞に直接的な引力が存在しなくてもそのような凝縮が起こりうることを指摘し

た。アインシュタインはこれを「引力なしの凝縮Jと呼んだ。この当時は、ボース統計と

フェルミ統計の区別が認識されていなかったことを考えると(パウリの排他原理の発見は

1925年)、アインシュタインの洞察力の底知れない深さが感じられる。

BECが生じる起源は、同種粒子の識別不可能性のために多粒子系のとりうる状態数が
粒子数が増加すると指数関数的に減少することにある。その結果、たとえ粒子数がマクロ

であっても、十分低温では系のとりうる状態が極端に制限され、このため量子力学的振る

舞いがマクロに認識される状況が生じる。古典的には存在しないこのような量子多体系の

性質がいかにわかりづらいかということは、液体ヘリウム超流動の本質がBECであるこ
とを認識するために四半世紀、超伝導の本質が電子対のBECであることが認識されるの
に半世紀かかったとし、う事実からも推察できる。

1995年に実現された原子気体のBECの意義は、その制御性の高さとそれがもたらし
た、また、今後ももたらすであろうと期待されている新現象の発見と応用の可能性であ

る。冷却原子気体は原子数、温度、相互作用の強さ、次元、系を閉じ込めるポテンシヤル

形状などほとんどすべての物質パラメーターおよび外部変数を自在に変化させることが

できる究極の量子物質である。この系を用いることにより量子多体系を制御された理想的

な状況下で研究する道が開かれた。以下では、ボース・アインシュタイン凝縮の基礎を振

り返り、その多様な物理の中から引力相互作用をするボース・アインシュタイン凝縮に関

するこれまでの研究で得られた知見について述べる。

2. 量子論の本質

自然の驚くべき多様性と普遍性が、ファンダメンタルな物理法則からどのように現れる

か?ミクロからマクロへと至る道筋は決して平坦ではなく、さまざまな階層構造が存在し

各階層はそれぞれ独自の法則に従っている。計算機の能力が向上すれば、多粒子系のシュ

レーディンガ一方程式を解くだけですべての現象が理解できるという考えには、おそらく

致命的な落とし穴が存在してる。多くの場合、現象を理解する出発点は、それを記述する

平均場を発見しその安定性や励起スベクトルを分析することである。平均場は、秩序パ

ラメーターと言い換えてもよい。ボース・アインシュタイン凝縮は、超流動や超伝導を引

き起こす基本的なメカニズムで、あり、それと同時にこれらの状態を記述する秩序パラメー

ターをも生み出す。

巨視的量子現象を考える前にまず、 1体の量子力学の復習からはじめよう 10 量子論の

本質は、「粒子と波動の二重性Jにあると言われるが、これは次のことを意味する。自由

粒子は、運動量Fとエネルギー Eによって特徴づけられる。他方、自由な波である平面
波は波数ベクトルEと周波数ωによって記述される。粒子と波動の二重性は両者を記述

1以下の記述のより詳しい議論は次の本を参照。上田正仁「現代量子物理学 基礎と応用J(培風館)
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する物理量の組(伝E)と(E?ω)が同じ情報を持つということを意味する。すなわち、両
者は共通の普遍定数-プランク定数 hーで結ぼれている。

、‘E
，，，

寸

i，
， •• 

、
(1)は、アインシュタインードブロイの関係式と呼ばれる。量子論は(p，E)の物理量の組
で記述される粒子像と (k，ω)の物理量の組で記述される波動像をアインシュタインードブ
ロイの関係式を通じで統一する理論である。
自由な波である平面波は ¥T(x，t) = ei(kx-ωt)と表される。
の関係式 (1)より

アインシュタインードブロイ

E=nω iT=hk， 

(2) 

(3) 

h θ h  θ 
p¥T = 1ik¥T = 1ikei(kxーωt)=でτ~ei(kxーωt) =でτ一世

ax 'la 

E並=1iω¥T= 1iωei(kx-ωt)=thfiet(k-t)=i九三宮
θtθt  

が得られる。これらの結果は、粒子の性質を波の拾像で記述しようとすると、運動量やエ

ネルギーといった物理量が微分演算子で表されることを示している。

E =thjZ 
θt 

。
一
ゐ

+れ一・
1一一

Aηr 

(4) 

古典力学は、このような置き換えを行うことによって量子力学へと移行できる。これを量

子化の手続という。例えば、ポテンシャル V(x)中の質量 m の粒子のエネルギーは

E=長+V(x) (5) 

(6) 

シュレーディンガ一方程式

ゆいの=[云る+印)1 ¥T(x， t) 
これに量子化の手続を施すと、で与えられる。

が得られる。宙(x，t)は系の状態を記述する波動関数である。
粒子一波動二重性は波動関数を解釈する上でも本質的な役割を果たす。量子論におけ

る粒子性とは、分割不可能性を意味する。具体例でいうと、箱の中に電子が一個あるとし
て箱を二つに仕切ってそのどちらに電子がいるかを観測すると、たとえ観測前の電子の波

動関数が箱全体に広がっていたとしても、電子は箱のどちらか一方にのみ観測されるとい

う経験事実を指す。従って、世を任意に分割できる連続体としての波(これは実在の波と

も呼ばれる)を記述するものと解釈することはできない。宙は確率振幅という情報を記

述する量であると解釈せざるを得ない。このように量子論は、古典論で、は異質で、あった粒

子描像と波動描像を統一する代償として、素朴実在論の放棄を我々に要求する。このこと

は、量子論の適用範囲をマクロな世界へと外挿しようとする際には、シュレーディンガー

の猫に代表される我々の日常感覚と鋭く対立するパラドックスを生む。他方、実在が情報

そのものであることを主張する量子論は情報理論とシンデレラとその靴のように相性が

よい。量子情報の分野で仕事をしている新世代には、ここに述べたような違和感は-量子

論が内部矛盾をいまだ露呈していない以上、多世界論者と同様にーもともと存在しないの

かもしれない。

ある現象が量子的か古典的かを判定するひとつの基準は h → Oの極限での振る舞い

と比較することである。このとき、光は波になり、電子は粒子となるので、光が粒子性を
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示せばそれは量子的であり、また、電子が干渉効果を示せばそれは量子的であるといえ

る。しかし、現実には、 hはゼロではないので、光も電子も粒子性と波動性を示す。すな

わち、一体の範囲内では両者に本質的な差はなく、それぞれ対応する現象が存在する。た

とえば、波動現象を例にとると、

光

ヤングの干渉

後方散乱の増大

スペックルパターン

電子 I 
ヤングの干渉、アハラノフ・ボーム効果.

アンダーソン局在

コンダくタンスの普遍的揺らぎ

のような対応関係がある。このうち、光に対応する現象は、 R→ 0なる極限をとっても

残るが、電子に対する現象は、古典的なボルツマン輸送理論に対する n/EFT(EFはフェ
ルミエネルギー、 Tは電子の散乱時間)のオーダーの量子補正として現れる。繰り返しに

なるが、一体の範囲で考える限り、光と電子の差はない。両者の差は、複数の粒子が同時

に存在する場合に現れる。これを次に議論しよう。

3. 同種粒子の識別不可能性の原理

巨視的な量子効果が発現する上で致命的な役割をするのは、同種粒子の識別不可能性の原

理である。この原理の意味を理解するために、系のとりうる状態として2つの箱を考え、
これに2個の粒子を分配する場合の数を考えよう。古典論では、たとえ2個の粒子が同種
粒子で、あってもラベルをつけて識別することができる。その理由は、古典論では粒子の位

置と運動量を同時に測定できるのでその軌道を時々刻々追跡することが原理的には可能だ

からである。従って、粒子のつめ方は、 (1)箱1に2粒子、 (2)箱2に2粒子、 (3)箱1に
粒子 A、箱2に粒子 B、(4)箱 1に粒子 B、箱2に粒子 Aを詰める4通りある。それそれ

の場合が同じ確率で起こるものと仮定すると、箱1に両方の粒子が見出される確率は 1/4
となる。

量子論では、不確定性関係のために、点粒子 (pointparticle)の軌道というものを考え
ることができず、同種粒子を識別することが原理的にできない。従って、ボース粒子の場

合は、箱1に両方の粒子が見出される確率は(上記の (3)と(4)は、同じ状態とみなされ

るので)1/3に増加する。他方、フェルミ粒子の場合、この確率は 0に減少する。このよ
うに、古典粒子に比べてボース粒子はお互いに集まろうとする傾向があり、フェルミ粒子

は、避けようとする傾向がある。注目すべき事は このような傾向が粒子問の相互作用の

ために起こったわけではなく、量子統計性のおかげで起こったことであるD

同種粒子系がとりうる状態の数が古典論の場合に比べて少なくなるとしづ事実は、数

学的には粒子を識別するラベル(位置、運動量、等)に関して波動関数を対称化(あるい

は反対称)しなければならないという要請に現れる。簡単のために2粒子系を考え、その

状態を特徴づけるラベルをと1、白としよう。シュレーディンガ一方程式を解いて波動関

数世12(6，6)が得られたとすると、全系の波動関数は

W(6，6) =方宮山川1似 1)] 

のように(反)対称化される。ここで、ボース統計の場合はプラス符号、フェルミ統計の

場合はマイナス符号をとるものとする。 2粒子を状態、むとと2に見出す確率は、

|守(6ゐ)12= ~[1宙 12(6 ， 6)1 2+ 1世12(c2，6)12
2 
士宮~2(6 ，6)宙12(6，6)士守12(6，6)町2(6，6)]
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となる。右辺の最初の2項は対角項、残りは非対角項(干渉項)である。これから 2粒子

を同じ状態 (6=凸)に見出す確率は、非対角項が存在しない場合と比較してボース粒子
の場合は二倍になり、フェルミ粒子の場合は0となることがわかる。後者はパウリの排他

律に他ならない。この干渉効果は、 2粒子の確率振幅の干渉効果であるという点で 1粒子
干渉を記述するヤングの干渉と異なっている。

同種粒子が N個存在する場合は、 N粒子の確率振幅が干渉する。この場合、対角項
の数が N!なのに対して、非対角項の数はN!(N!-1)もある。系がボース・アインシュ
タイン凝縮(Bose-EinsteinCondensation-BEC)を起こすと、これらすべての非対角項が
対角項と同程度の寄与をするので、 N粒子を同じ状態に見出す確率は、非対角項が存在

しない古典的な場合に比べて N!倍になる。この効果は粒子数が巨視的な場合は、状態に
巨大な変化をもたらす。系の温度が下がって、粒子の熱的ド、ブロイ長が粒子間間隔と同程

度になると、同種粒子は互いに区別がつかなくなり、干渉が強めあう状態に凝縮するので

ある。粒子数が大きいと その変化は急激である。 BECが相転移として認識される所以
である。 BECは、相互作用の助けを借りず起こる純粋に量子統計的な相転移であるとい
う点で他のすべての相転移と異なっている。

このようにBECの本質は、確率分布に相当する対角項に比べて圧倒的多数存在する
非対角項のもたらす多粒子干渉効果である。 BECが起こると系はマクロな波動関数で記
述されるといわれる。このことは一体何を意味するのだろうか。この疑問に対する答え

が次に述べる非対角長距離秩序である。この概念は、粒子間相互作用が存在する場合に

も適用でき、また、粒子がフエノレミ粒子である場合にも当てはめることができる。更に、

BECが起こると系が多くの場合超流動性を示すのはなぜかという疑問に対する示唆を得
ることもできる。

4. 原子間相互作用の効果

トラップポテンシヤルは非常によい近似でV(r)= Mw2r2/2のような放物型をしている
ので、トラップ中のボーズ粒子系の問題は、原子間相互作用を別にすれば調和振動子の問

題と等価になる。 BECが起こる転移温度 TBEC付近では、原子数密度が低いので原子間
相互作用は第ゼロ近似では無視できる。また、量子縮退の効果も小さいと考えられるので

エネルギ一等分配則

λfω2R2 η2 

一一一一=-~ _r_ ::"kp.T 2 2M 2-.... 

が近似的に成立する。ここで Rは原子気体のおおよその大きさである。 BECの転移温度
では、原子問の平均距離d~R/lvtはド・ブロイ波長 n/p'"n/(MωR)と同程度の大き
さになるので両者を等しいとおくとRrv (五/Mω)~N! を得る。これを上式に代入すると、
磁気トラップ中のBECの転移温度として

kBTBEC '" nwNk 

が得られる。典型的な値として、 ω=103Hz、N= 106を代入すると、 TBEC'" 10-
6Kが

えられる。これは、測定値とほぼ一致する。

原子が理想、気体であるとすると、絶対零度で、はすべての原子が調和振動子の最低エネル

ギー状態に落ち込んでいるはずである。この時のBECの大きさ Rは、 Mω2R2 /2'" nω/4 
から R"， do 三 (ñ/Mω)~ となる。ここで、 do は調和振動子の基底状態の波動関数の大き
さである。これに、典型的な値を代入すると Rの大きさは 2-3μmとなる。ところが、
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測定されたBECの大きさは 原子数が N= 106程度になると Rの10倍程度にもなる。
これは、原子間相互作用の効果が十分低温では無視できないことを示している。

中性原子の原子間相互作用は、数A程度の短距離では強い斥力が働き、 100A程度に及
ぶ引力(主としてファン・デル・ワールス力)がこれに続く。極低温で弾性衝突する原子

はこれら二つの力を感じ、正味の相互作用が引力か斥力かは一概には言えない。実験によ

ると、 lH、23Na、87Rbは斥力相互作用をし、 7Liは引力相互作用をする。相互作用の及

ぶ実効距離は、ファン・デル・ワールス・ポテンシヤルが原子の運動エネルギーとつりあ

う距離であり、おおよそ数十Aであると見積もられる。ボゾンの場合、この距離はS波散
乱長として知られ、実験値も同程度の値になっている。他方、平均原子間距離はこれより

もはるかに大きいために、原子間相互作用は局所的なデルタ関数型の相互作用として扱う

ことができ、このことが理論的な取り扱いを容易にしている。

相互作用の効果を最も精度よく測定できるのは、 BECの集団励起の周波数の相互作用
の強さ依存性を見ることである。系の温度がTBECの半分くらいになると、 BECでない
ノーマル成分はほとんど観測できなくなるが、この温度領域での実験は絶対零度のボゴリ

ウボフ理論と 0.1%という高い精度で一致している。

5. 理想気体のボース・アインシュタイン凝縮

ボース・アインシュタイン凝縮 (BEC)は、通常は巨視的な数の粒子がある温度以下で同
じ1粒子状態を占めるようになる相転移をいう。しかし、以下に述べるBECの本質を考
えると、巨視的な数の粒子が同じ量子状態を占める現象は広い意味でBECであることが
わかる。レーザー光は広義な意味での BECの典型例である。
まず、理想、気体のBECについて議論する。
理想、ボース粒子系の大分配関数 (grandpartition function)は

三=11玄(eβ(μ-(内nk，β三 (kBT)-l (7) 
k nk=O 

で与えられる。ここで、匂 =n，2k2/2mは波数五の粒子のエネルギー、 μは化学ポテン
シヤルで、ある。右辺の幾何級数が収束するためには eβ(μ一句)く 1でなければならない。一

様な系の理想、気体では句 =0なる状態、が存在するので μ::;0でなければならない。この
とき、 (7)は収束し

μ
 

Aμ ρし
噌

E
AH4k 

一一
[

同

] (8) 

となり、熱力学的ポテンシャル(thermodynamicpotential) 

!1 = -s-11n:::: = s-11n(1 -ef3(μ-fk)) 

が得られる。これから波数Eの量子状態を占める粒子の平均値は
θ!1;: 1 

n，一一一一二一
k- θμ eβ(f正一μ)ー 1

(9) 

、‘，，，，nu
 

噌

aA
，，.‘、

で与えられる。

化学ポテンシャル μは、ボース粒子の総数の平均値が N に等しいという条件

N=手ι)ー 1 、‘E
，，，
守
'
ム

噌

E
A
，，，‘、

Q
d
 

nぺ
U
FLO 
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右辺の和は公式

'K 

D
 

J
H
U
 

P''''''d 
一D
V

一。
g
一2Z
k
 

(12) 

に従って積分に置き換えることができる。ここで、 Dは空間の次元、 gはスピン縮退度と
呼ばれる量で、スピンの大きさが Sの場合g= 2S+1で与えられる。 3次元空間 (D= 3) 
の場合は (11)は次のように書き換えられる。

Ngf  J3L1  
V一(2π)3J'"叩 eβ(fk一μ)-1

(13) 

密度 N/Vを一定にして温度を下げていくことを考えよう。このとき、右辺の非積分関
数の分母の温度因子の存在のために等式 (13)の等式が成立し続けるためには化学ポテン
シャルは増大しなければならない。

右辺が最大となるのは、 μ=0の場合である。このときの温度を九とすると

N g(mkB九)3/2r∞ YX L _/"(3¥(mkB九¥i
V y'2π2n3 ん eX _ 1""..... -~"\2) ¥ 2πn2 } 

となる。ここで、積分公式

(14) 

♂一
2

F
A
 

Z
 A
 

f---A 

(15) 

を使った。 (14)を温度について解くと次の結果が得られる。

2π n21N¥3331h2/NJ 
kTlTr、= • -• •• -._ --I ~ -_ I =一一一 I~ -_ I 
D-U  (g((3/2))2/3 m ¥V ) g2/3 m ¥V) 

(16) 

九より低温で、は化学ポテンシャルはゼ、ロなので (13)の右辺の計算結果は (14)の右辺

で九を Tで置き換えたものに等しくなる。

(2!)3 J仇ずコ-g(法手/2fAdz=gc(;)(主的玉 (17) 

しかし、これはN/Vよりも小さくなってしまう。実は、 Tく九では (17)は正のエネル
ギー(句>0)を持った粒子に対してのみ正しい。なぜならば、エネルギーがゼ、ロの粒子は
(14)の被積分関数の因子 YXのために積分に寄与できないからである。従って、 Tく九
では、エネルギーがゼ、ロの粒子の数 N。を積分から分離する必要がある。 E>Oの寄与は
(16)を(17)に代入することにより

宇=(~)玉 (18) 

と書けることに注意すると、 ε=0の成分は次のように書ける。

半=1-(~) 豆 (19) 
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BECが他の相転移と異なるのは、相互作用の助けを借りずに凝縮が起こるという点で
ある。前節の最後で述べたように、同種粒子が同じ状態を占める確率は多粒子の干渉効果

により粒子数 N大きくなると急激に増大し、 Nが巨視的な場合は状態、に巨大な変化をも
たらす。絶対零度で、すべての粒子が最低エネルギー状態を占めるのは不思議ではないが、

相互作用無しに巨視的な数の粒子がある温度で突然1粒子状態を占めるようになるのは尋

常ではない。アインシュタインはこの現象を「引力なしの凝縮Jと呼んでいる。 BECは
粒子間の相互作用を必要としないという意味で、純粋に量子統計的な相転移であるとい

える。

6. 密度行列

空間の場所5において粒子を生成あるいは消滅させる演算子を場の演算子(fieldoperator) 
といい、それぞれが(i)、合(i)と書く。場の演算子は、波数が五の粒子の生成・消滅演
算子弘、勺を用いて次のようにフーリエ展開できる(Vは空間の体積)。

的)=表εい， が(i)=ゴ754e-th
考えている粒子がボース粒子の場合は、生成・消滅演算子が従う交換関係

164at]=ふーk' '""fd - vk，k" 

から場の演算子の交換関係

[合(i)，金t(の]= o(i -y)， 

[af' af'] = 0， la;，abl=0 

[世(i)，宙(の]= 0， i合t(i)，合t(y)]= 0 

が導かれる。例えば、最初の等式は次のように導かれる。

防(i)，併時

他Lの等式も月様~=iiiE明できる。フエルミ粒子系の場合は、反交換子(a釦n凶l
{A，B}三 AB+BAで定義すると (ρ21り)に対応する反交換関係

{aμk，} =え，;;" {a五，a;;，}= 0， {ai?ab}=。
から場の演算子が従う反交換関係

{合(i)，金↑(の}= o(iーの， {宙(i)，w(の}= 0， {金t(i)，をt(の}=o
が導かれる。

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

波数Eの粒子が1個存在する状態、11;;)は真空状態Ivac)に生成演算子を作用させるこ
とによって作ることができる。

11f) = aklvac) (26) 

これをフーリエ変換することにより空間の位置 5に粒子が1個存在する状態、 li)を構成
することができる。

15)=j75dh|lE)=j??tE541vac) (27) 
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これを (20)と比較すると

Ix) =合t(x)lvac) (28) 

であることがわかる。異なる 5チFに対する状態 Ix)とIX')は直交している。実際、 (20)
より

(ili') = (vacl制的)lvac)=Jzed(5-f)寸 (i-i') (29) 

このように場の演算子台t(x)は位置5に局在した粒子を生成する演算子であることがわ
かる。同様に、宙(x)は位置正に局在した粒子を消滅させる演算子である。
位置Xl，X2，...，XNに局在した状態ベクトルを

で定義する。

lMA)=完全(Xl)則的'N)lvac)
V lYl 

この状態が満足する規格化条件は、ボース粒子系の場合は

(30) 

(MAl叫ん)=4D(い σ(1))d(込-ι(2)). .. d(ゐ-Xu(N)) (31) 
V lV!σ 

であり、フェノレミ粒子系の場合は

川ゐlMA)=方iZS伊 (σ)d(名-ι(1))dル ω)). . . d(ゐ-X，σ(N))(ロ)
で与えられる。ここで、 σは置換演算子である。ここでは、 N=2の場合について証明
を行い、一般の証明は読者にゆだねる。合(i)lvac)= 0であることを使うと

(~，込 IXl ，i2) 会(vacl合削同)が(ぬ)をf附 Ivac)
方(vaclを(込)附 -Xl帥出向-X2州制
封筒一色附

ここで、プラス符号はボース粒子系、マイナス符号はフェルミ粒子系に対応している。

N粒子からなる系が状態 |φ)にあるとき、この状態に対する 1粒子密度行列 (single-
particle density matrix) Pl (x，のは次式で定義される。

Pl(X，の=(引が(i)②(の|φ) (33) 

これは、状態|めにある系の位置5で粒子を 1個消滅させ、位置5に粒子を 1個つけ加
えても系がもとと同じ状態|争)にとどまる確率振幅を表している。特にx=yの場合の
1粒子密度行列

Pl(X， X) = (引をt(i)合(x)1φ) (34) 

は位置5における粒子数密度を与える。
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「第51因物性若手夏の学校 (2006年度)J

系が直交するいろいろな状態 |φn)(n = 1，2，.一)に確率Pnで分布している場合は、 1
粒子密度行列は次のように与えられる。

(35) pl(i， y) =乞Pn{叫が(i)金(の|争n)

N粒子系の任意の完全基底 {In)}をとり、 (35)の右辺に完全系乞mIm)(ml = Iを挿入
すると

(36) 

I:Pn(丸|が(i)合(のIm)(ml丸)= I:Pn(ml丸)(叫が(i)金(の1m)

Th{乞Pnlφn)(争nlw↑(i)雪(の}= Th{月t(i)合(の}

pl(i，の

(37) 。三乞Pnl丸)(丸|

ここで、

は系の密度演算子(densityoperator)と呼ばれる。以下では Th{tA}を単に (A)と書く。
こうして

(38) Pl(:E，の=Th{沖t(i)金(の}= (合t(x)金(の)

が得られる。

非対角長距離秩序7. 

(39) 内問=誌伽e-i(kx-ifii)

(20)を(38)へ代入すると

系が空間的に一様で熱平衡状態にある場合は

(40) (a怜)= dk，q(alau = dk，ρk) 

(41) 

これを示すためにまず、運動量演算子

合=n，玄mμ戸
が成立する。

(42) 

とa;asとの交換関係を計算すると

[合，a;ad=REJlah，a;aA=五(kーのah

熱平衡状態にある系の密度演算子は、ハミルトニアン H と温度の逆数 β三 l/(kBT)(kB 
はボルツマン定数)を用いて

(43) Z三Th{e一βH}

円
ぺ
U
A
斗企F
O
 

。=Z-le一βH
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と書けるので空間的に一様な系ではハミルトニアンと運動量演算子が交換することを用
し、ると

z一切{e一四(おおσ一alaqP)}= Z-ITr{ e一βHh;aqー恥-3Ha;aq}
Z-ITrfe一βHpa!a..-e一βiipa!a..l= 0 l ~ ~ ~j:.~q 、~ ~~~qJ 

([合，a;ad)

よって (42)から(五ーの(alaq)= 0となり、 (40)が成立することがわかる。
(40)を(39)に代入すると

(44) 内問=持(勺)e-ik(Xーの=半+f11と(晶玉)e-ik(Xーの
(2π)3 

ここで最後の等式において、 k=Oの成分を分離し、その他の成分は和を積分に置き換え
た。右辺の積分は li一到→∞の極限をとると因子 e-ik(xーのが激しく振動するためにゼ
ロとなる (Riemann-Legesqueの定理)。よって、次の結果が得られる。

(45) 洲一

v
一一の

『

Z0. ∞
 

mト
1
i

一
-z 

粒子数密度N/Vを一定にしつつ N とVを無限大にするという熱力学的極限においても
左辺がゼロとならない、すなわち、系が非対角的(すなわち、 i=Fのな長距離秩序を持つ
ためには、(合。)が体積に比例して増大しなければならない。フェルミ粒子系の場合はパ

ウリの排他原理より常に(合。)三 1なので、 1粒子密度行列のレベルでは非対角長距離秩

序は存在できない。他方、ボース粒子系の場合に五=0の状態にボース・アインシュタイ
ン凝縮すると(合。)は体積に比例して増大するので((19)参照)(45)の左辺はゼ、ロにならな
い。このように、ボース・アインシュタイン凝縮の本質は、非対角長距離秩序(off-diagonal 

long-range order， ODLRO)にある。
ボース凝縮している粒子数密度(合o)/Vは、ある場所5で粒子を取り出しそれを遠方
の場所 5に移動しでも系が元と同じ量子状態に戻る確率振幅を与える。粒子が系の状態

を乱すことなくげから 5へと)長距離を移動できることは、 BECと超流動性との密接
な関係を示唆している。

対比として、九よりも十分高温側での 1粒子密度演算子の振る舞いを調べてみよう。

このとき、 BECは存在しないので (44)の右辺の第一項はゼロ、第二項において(勺)は
古典統計分布(マックスウェルーボノレツマン分布)

(46) 

に従う。ここで、化学ポテンシヤル μは(匂)の k積分が全粒子数密度 η に等しいとい
う条件から決められる。すなわち、

(勺)= eβ(μ一句)

=εβμ(需r→ μ= ~kBTln (ぷT) μ7)η=/ぬ(勺)= eペfdkE4)
これから、高温では化学ポテンシャルは負で、あることがわかる。 (46)を(44)に代入して
計算すると

(48) 内(刊=す一事~IX_ÿ! 2
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となる。これは高温極限 T→∞では i=yなる対角項のみが残ることを示している。
(48)から非対角秩序が減衰する特徴的な長さが

I _ n2 h 
A = ¥12π一一= In I rn (49) 

~---mkBT 、/2πmkBT
で与えられることがわかる(数因子加は慣習上導入されたもので本質的ではない)。入は

熱的ド・ブロイ長(thermalde Broglie length)と呼ばれる。これは光のコヒーレンス長に
相当する長さで、原子の位相は熱的ド・ブロイ長程度の距離にわたり一定に保たれる。特

に、 BECが存在すると (45)より系全体にわたり位相がそろう。
理想、ボース気体の場合、全粒子数を N、最低一粒子準位にある粒子数を N。とすると、
熱平衡状態でBECが存在するための条件は、 rNoがN と同程度の大きさとなる」こと
である。ここで、「同程度の大きさJとは粒子数密度を一定としつつ粒子数と体積を無限

大とする熱力学的極限をとった場合に、比 No/Nがゼロにならないことを意味する。し
かし、超流動ヘリウムのように粒子間相互作用が存在する場合は、一粒子エネルギー準位

という概念は明確な意味を持たないD そこでペンローズとオンサーガーは、 BECの概念、
を次のように拡張したに
N粒子系の密度演算子を pを用いて一粒子の還元密度演算子を次のように定義しよう。

。1= NTr2ん (50) 

ここで、 2，3，・・'，Nは1番目の粒子以外についてトレースを取ることを示している(同種
粒子であるから、他の任意の N-l個の粒子についてトレースをとっても同じ結果が得
られる)。密度演算子の座標表示

p(iI，"'， iN; yI，"'， yN) = Uh，"'， Y'NIsliI，"'， XN) (51) 

を用いると、 (50)は次のように書ける。

向州(伊刊，の=ベ(到仰恥州ん州11市刺|戸向5めト)= Jμdゐ jμd仇 ρ仰(伊5久仏仏うゐゐ九，"'，XNふXN;y:
これが (σ34の)と同等でで、あることは容易に示すことが出来る。
P1を対角化して得られる固有値の最大値をη2Lとすると、 BECが存在するための条

件は、「ηSL が N と同程度の大きさとなる J 、すなわち、比 η~L/N が熱力学的極限で
ゼロとならないことである。以下では、そのような固有値が 1つしか存在しないものと仮

定して話を進めよう。空間的に一様な系では運動量がよい量子数であるから、この場合の

BECの条件は巨視的な数の粒子が同じ運動量状態を占めることである。
N と同程度の最大固有値に対応する固有状態を|曽)とすると、。1は次のようにスペ
クトル分解で、きる。

。1=η2μ'11)(世1+乞ηS1)1ν) (ν| (53) 
v 

ここで、 η2x以外の固有値叫1)は仮定により、 1と同程度かそれ以下の大きさである。座
標表示をとると、

(仰11X)=η払(倒的(並li)+ L nS1)(到ν)(ν|め (54) 

2 O. Penrose and L. Onsager， Phys. Rev. 104 (1956) 576 
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波動関数は 1/νIV(Vは系の体積)のオーダーなので熱力学的極限あるいは Ii'-yI-→∞ 
なる極限をとると右辺の第一項以外の項はゼロとなる。従って、世(i')を

世(x) 三 Jn~L(xl宙) (55) 

と定義すると BECの条件は、 Ix一例→∞で

(引んli)→世(めw*(x) (56) 

となること、すなわち、非対角長距離秩序 (ODLRO)を持つ事であると言える。 (56)が
成立すると、官(x)は非常に良い近似で行列 Pl(X，のの固有関数になることがわかる。

J dY'J!(のPl(μ)~ n~L w(x)， η~L = J di'lw(x)12 (57) 

世(x)は、秩序パラメーター(orderparameter)または、凝縮体の波動関数(condensate 
wavefunction)と呼ばれ、その空間積分JI世(x)12dx=η2ムは凝縮体に含まれる粒子数で
あると解釈できる。このとき、 N と同程度の巨視的な数の原子が?で記述される同じ量

子状態を占めて完全に同じように振舞う結果、ミクロな量子効果がマクロなスケールへと

増幅される。
国体における結晶の周期構造も長距離秩序の一例であるが、これは、粒子数密度に関

する対角的 (:i= [j)な長距離秩序である。これに対して、 ODLROは、密度だけでなく
位相にも依存しており、後述するようにこの位相の空間変化が超流動や超伝導を引き起こ

す。また、巨視的な波動関数世は新しい熱力学的変数としての役割も果たす (BECにな
ると雪が熱力学的極限でも消えないことを思い出そう)0ODLROは、ルピジウム原子の
ボース・アインシュタイン凝縮を用いて最近になって直接的に観測された30

(56)はしばしば

Pl(X，の=(が(i')岳(の)ー(が(x))(金(の) (58) 

の形に書かれる。ここで、右辺に現れる(・・・)の意味は、厳密に同じ状態に対する期待値

とみなすべきではなく、粒子数が 1だけ違う状態間の行列要素とみなすべきである。粒子

数が η の状態に消滅演算子が作用すると因子ゾ五が現れることを思い出すと、行列要素

の中で主要な項はBECの数だけが1だけ変化し、他の状態は変化しない行列要素である
ことがわかる。 BECの原子数を η。、その他の状態を全部まとめてとと書くと

(w(i')) (ηM -l，cl曽|ηM，C)

8. フェルミ粒子系における非対角長距離秩序

理想、フェルミ粒子系の大分配関数は各状態の占有数が 0または 1なので

三=IT L (e{3{J日内nk= IT(1 + e{3(μ-fk)) 

で与えられる。熱力学的ポテンシャルは

Q = -s-11n3 = -s-1In(1 +εβ(μ-fk)) 

3 1. Bloch， T. Hansch， T. Esslinger， Nature 403 (2000) 166 

-646-

(59) 

(60) 

(61) 



「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

(62) 

これから波数Eの量子状態を占める粒子の平均値は

一一
句
一
柏

町

O
一，
E一一rk 

-η 

で与えられる。

となる。特に絶対零度では (62)は

(63) 

でとなる。ここで、 B(x)はx>Oで1、Z く Oで0、x=Oで 1/2の値をとる階段関数
(step function)である。こうして、絶対零度ではフェルミ粒子系は波数の大きさが Oか

らフェルミ波数むのところまで各状態に粒子が 1個ずつ詰まっており、それ以上の状態

は空である。

フェノレミ粒子系の場合は、パウリの排他律により Plの最大固有値は 1以上にはなれ

ず、系が 1粒子状態に凝縮することはない。それゆえ、理想、フェノレミ気体はODLROを示

さずBECは起きない。

内 =B(kF -Ikl) 

問題絶対零度に対する理想、フェルミ気体に対して 1粒子密度行列を計算して、それが

(64) (司Pllめ=辻了(sinkFT12 - kFTωs  kFT12) 
白川 ， 12 

T12三 Ii'-u1一→∞で(i'lp11lの→0となることがわこの結果から、となることを示せ。
カミる。

(i'lp11め=bpTSF4E日-(志向nfcik(Xーの
解答(63)を

(ilpllめ In~ \~ (2πdゆ(kFdkk2 (πdB sin BCik1xー到cosB
(2π)3 Jo -， Jo ん

に代入すると

これを積分すると (64)が得られる(証明終わり)口

フェルミ粒子系がODLROを示すためには、最低限2個のフェルミ粒子が対を作りそ

れがボース凝縮を起こす必要がある。これを見るために、 2粒子の還元密度演算子

(65) 

を考え、それを対角化して得られる固有値の最大値ηgLを考えよう。このとき、一般に、
ηgL三Nであることが示される4。今、 2粒子の還元密度演算子が N と同じ程度の大き
さの固有値η2ムを持っとし、それに対応する固有状態を I<T)と書こう。このとき、 P2は
次のようにスベクトル分解される。

P2=Nτf3，4， 

(66) P2 =η2L|ゆ)(ゆ1+玄ザ)1μ)(μ| 

4 C. N. Yang， Rev. Mod. Phys. 34 (1962) 694 
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両辺の座標表示を取り仇、争到(ぺ?Arιω~) = vn亙(r吋巾;
(例r4;'品rι~Iい仇p向21作札r町九I，う， r巧ω2公)= φ (川r叫;? rιω~) 争グ引$吋(r1町I，グ，r2乃2)+ ~ε: ηザr) ( r ;h?グ，r~1ι刈;計μ|いμω州)(ゆ(ωμ|札r1九1，グ，r2巧ω2) 仰6釘m7η ) 

ボース粒子の場合と同様の議論により、 Ir1-r~1 →∞とすると右辺の第 1 項以外は消え
るが、右辺の第一項はr1~ r~ かつ r2 ~ r~ であれば残る。このとき (r~ ， r~1ゆ)は、 1jVV
(Vは系の体積)のオーダーなので、 η2ムが N と同程度であれば、熱力学的極限をとっ
ても右辺の第一項は残ることがわかる。このときフェルミ粒子系は2粒子のODLROを
もち、争(rI，r2)は秩序ノミラメターまたはクーパ一対の波動関数とみなすことができる。
超伝導やヘリウム3超流動状態では2個の電子やヘリウム原子がクーパ一対を作り、
それらがボース凝縮した状態であると考えられる。この場合、上記のη2LはNのオー
ダーの固有値を持つことが示せ、上記の議論がそのまま当てはまる。上記の議論はさらに

一般化することが可能である。例えば、 4Heの超流動は、 4He原子集団のBECとみなす
代わりに、 4He原子核と電子の集団とみなして、原子核と電子2個の3粒子還元密度演算
子(He'，e~ ， e~lp3IHe， eI， e2)がODLROを持つ状態であると考えることもできる。

9. ボース粒子系の多体波動関数の性質

ボース粒子系の基底状態の波動関数は実数に取ることができ、境界条件と規格化条件を満

足しながらエネルギー汎関数(energyfunctional) 

r _ . r _. r n2 
___ 

0_  
_ 

_ 

n 
_ _ n 1 

F[世1= I dXl・・・ j dfN|-玄(V'iW)2+ V(XI， X2，・・ .，XN)ザ (68)
J J "12mムデ | 

を最小化するとしサ変分原理から求められる。ここで、 V(XI，X2，...，XN)は粒子間の相互
作用ポテンシヤルであり、発散はしないものと仮定する。世の規格化条件を満足するため

にラグランジュの未定乗数 Eを導入して

走(F-E J dX1.'. J dXNI叫2)= 0 (69) 

よりシュレーディンガ一方程式

(云戸+V(XI，X2 (70) 

が得られる。

同種ボース粒子系の多体波動関数は粒子の入れ替えに対して対称である。

世(---A，・・.，Xj，.・・)=宙(・・ .，Xj，・・・，fif--) (71) 

今、任意の2つの座標ゑとぬをとり、為を固定して波動関数をゑ-Xjの関数とみなす
と、波動関数の対称性から曽はゑ -Xjの偶関数でなければならない。この関数が、 Xi
のある値のところで符号を変えたとしよう。このとき、問|も上記の変分原理を満足する

ので解である。ところが、その場所で|世|の一階微分は不連続となる。しかし、ポテン
シャルエネルギーが有限な領域で、は|宙|の一階微分は至る所連続でなければならないの

で矛盾する。従って、世は非負にとることができる。
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さて、守1と宙2をこのような条件を満たす2つの非負な解で、あるとすると、シュレー

ディンガ一方程式の線形性より在日一世2も最低エネルギー固有値に属する解で、あり符号

を変えない。しかし、これは引と宙2が規格化されているとしづ仮定に矛盾する。以上
の結果より、ボース粒子系の基底状態の波動関数は非負で、かっ縮退はない。

同種ボース粒子の波動関数は、任意の2つの粒子の入れ替えに対して対称である。こ

れは、基底状態の波動関数だけでなく励起状態の波動関数に対しでも成立する。いま、

雪。(x}，X2， . . . ， XN; t)を基底状態の波動関数とするとする。励起状態の波動関数は、基底
状態の波動関数が緩やかに変化を受けたものであろう。そのようなもので対称性の要請を

満足するものの一つは

(72) 世(5152h;…
である。

ゆが実数の場合は、|世12= 1世012なので密度の変化を伴わない。にもかかわらず、ゆが
空間的に変化すると局所的な速度場

(73) んω
アマ

元一

m
一一

吋
引
河

が生じる。

ゆが虚部を持つ場合は、励起は密度の変化を伴い音波となる o 音波の速度を Vx = 
ccos(kx一ωt)とすると、それに伴う密度波は連続の方程式

θp . a 
一+一(pVX)= 0 
θtθz 

(74) 

(75) 

を満足するという条件から

(76) 

と書ける。そのような励起を記述する波動関数は視察により

I_mc~ _ ，_ ck~ ，1 
世=仰|明写s州

(77) 

と書ける。実際、

X 去(雪之官一吠¥)J')= C叫

(78) 

(76)を振幅について線形化すると 1フォノン状態の多体波動関数

世=方LeikXjWo

nu 
a
q
 
po 

が得られる。
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10. 非平衡なBECと超流動

系の状態が時間的に変化する非平衡な場合に拡張して考える。各時刻において、 (50)で
定義される 1粒子密度演算子を対角的にする表示をとると

ん(t)=玄ην(t)1ν(t))(ν(t)1 (79) 

両辺の座標表示をとると

Pl(X，y;t) = (仰1(t)lx) =玄ル(t)(伺ν(t))(ν(t)lx) =乞ル(t)切(幻)ψν(仰) (80) 

νで、ラベルづ、けされる状態のうちで、ボース凝縮している状態が1つだけ存在すると仮定

し、それを ν=0としよう。このとき、 ηorv O(N)で他の状態に対しては%削 rv0(1) 
である。 ν=0以外の状態はすべて 0(1)のオーダーの微小量で、しかも互いに直交してい
るので、 Ix-yJ→∞では (44)の右辺の第二項と同様に打ち消しあい、 ν=0の項の寄
与に比べて無視することができる。従って、

l~ Pl(X， y; t) =η"o(t)ψo(i， t)ψ。(引)三町(i，t)官。(訊t) (81) 
Ixー到→∞

ここで、世o(幻)三両あψo(印)は非平衡な系における凝縮体の波動関数(秩序パラメー
ター)である。凝縮体の粒子数密度は

で与えられる。連続の方程式

p(x， t) = I官。(x，t)12 

11p(5J)+did(5?t)=O 
θt 

を満足する粒子の流れの密度は次式で与えられる。

知)=去;附，仰o(x，t)一れ(x，仰仰))

秩序ノミラメータ一世。(x，t)を

官。(x，t) = A(x， t)eiφ(印)

のように振幅と位相に分けて、これを (82)、(84)に代入すると

(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

p(x， t) = A2(X， t) (86) 

内 h
j(x， t) = A~(x， t)ーマゆ(x，t) (87) 

m 

が得られる。超流動速度 (superfluidvelocity)込は了(i，t)とp(久t)の比として定義さ
れる。

_ j(x， t) n 
vs(i， t) ==一一一=':"":"""¥1ゆ(x，t) 

(x， t) 
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、園
、ー・凝縮体の位相は超流動速度に対するポテンシャルの役割を果たしていることがわかる。

れから、超流動体が存在している領域では渦無しの条件

(89) rot~ = 0 

が成立していることがわかる。超流動速度を超流動体内の任意の閉曲線Cに沿った線積分

(90) F三五ば=/州dS
は循環(circulation)と呼ばれ、 Cに沿った超流動体の流れを特徴づける量である。ここ
でdlは曲線Cに沿った無限小の線ベクトル、 dSはCの内側の面要素でベクトルは面に
垂直方向を向いている。もし、 C内の至る所で条件 (89)が成立すればr=oとなる。し
かし、 C内で宙がゼロとなる点が存在すれば、その点では位相ゅは定義できないので、
条件 (89)は必ずしも成立せず、 Fは必ずしもゼロとなる必要はない。他方、量子力学的
にはrは任意の値を取ることができない。これを見るために、 (90)に込に (88)を代入
すると

(91) r三fAVO川 dl
凝縮体の波動関数の一価性より右辺の積分は 2π の整数倍の値しか取れないことがわか

る。これから

h
一m
一一一κ
 

(92) 

このように循環は h/mの整数倍しか取れない。これを循環の量子化 (quantizationof 
circulation)という50
超流動体の入ったビーカーを回転させると、液体の表面には通常の流体と同じように

放物線型のくぼみ (meniscus)が生じる。これは、循環の値がゼロでないことを示してい
る。オンサーガーは、 rot込が表面の微小な領域でのみゼロでなし1値をとることを仮定す
ることによりこの問題が解決できることを指摘した。その領域では、超流動体密度はゼロ

となるのでrotvsはゼロと異なる値を取れる。ビーカーの半径を R、角速度を Q とすると

(11，=0，士1，士2，...) f=κ。η"

(93) メ込dl=nR. 27TR = 27T R2
• n =η去三郎O

これから渦糸が密度 η/πR2= 2ω/κ。で分布していると仮定することにより観測されてい
る液体表面のくぼみを理解できる。

オイラ一方程式11. 

ボース粒子系の場の演算子は交換関係

(94) [金(f)，金t(r)]= d(f -r) 

5循環の量子化は、 BECが一つの巨視的波動関数曲で記述されるということを仮定して導かれている。
このことは、ヘリウム4のような斥力相互作用をする内部自由度を持たない BECの場合は正しいが、引
力相互作用をする場合や内部自由度をもっBECの場合は複数のBECが共存する場合があり、循環が必ず
しも量子化されるとは限らない。

F
D
 

P
O
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を満足するo ~(η を (85) の形に形式的に分解しよう。

(95) 

(94)と(95)が両立するためには、演算子。とやの聞に次の交換関係、が成立すれば十分
である。

金(丹=伝万戸(丹

(96) [ß(η ，<þ(~)] = 必(r-~)

(97) φ(η = -'lーと
8s(η 

。(η=t-1-
6や(fγ

実際、 (96)より

が成立するので、

(98) [s(r)， eiφ(rl)] = _eiφ(〆)O(r-r') [e坤(r)，s(r')] = e伸(勺(r-r')， 

が成立する。更に、

(99) [e坤(r)，f[s(r')]] ~ [e将(r)，s(r')]J'[s(r')] = e坤(r)8(rーピ)J'[s(r')]

[ω(r)，e-W)!=eiG例「14(rーピ)(100) 
，‘ 2ゾ戸(r)

と近似すると6

[eiφ(r)， J s(ピ)]=げ(rHi--伶-r')， 
，ー‘ 2ゾ戸(r')

これから

[fp(恥 (r)，e-4φ(r漏可]
州可斗e一→4州判4ω州榊¢剖仰(令叶r

d可みe一榊W削，サ)ei<jJ(r戸i将¢
1υI s(r') 2¥υ/ Plr' J 

が導かれる。

[を(r)，合t(r')] 

、・・e
J

噌

E
A
n
u
 

唱

'A，
，z
・‘、

、‘.，，ψ守，，，.、

6(rーピ)

6この近似の意味を明らかにするために、次の交換関係を考えよう。

[A，En] = [A，E] En勺 E[A，E] En-2 +... + +En寸A，E]~ [A，E] (En)' 
右辺の最後の近似が成立するならば

[λf(企)]=お[A，f(n) (0)か]= [A，E]お(釘=[A，E] f( 
となり、 (99)が正当化される。(*)で行った近似は

En-k [A，E] Ek = [A，E] En + [Eベ[A，E]]Ek 

で最後の2重交換関係を無視することと等価である。 (96)からわかるように、交換関係は密度戸に対して
密度 1のおつりを生む。従って、高次の交換関係が無視できるためには粒子数密度が 1に比べて十分大き
いことが必要かっ十分である。この条件は、系がBECを起こしていれば満足される。

つ臼
F
同

υ
F
O
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となり (94)が再現される。
(96)の両辺を rとピについて系の体積 Vにわたって積分し、位相演算子治と粒子
数演算子 Nを

ふ三訂作)dr，N = J仲 )dr
のように定義すると、次の粒子数と位相の不確定性関係、が導かれる。

(102) 

[ん?司 =z (103) 

これから

ふ θ= -z-̂-
θN 

(104) 

が導かれる。これを使うと

《

H
一
《

N

n
o
τ
U
 

1
一五一一

i
v
 

《

H
・1

一九一一

，市

V

一ι
L

n
d
一θ

(105) 

両辺の期待値を取り、(ゆ)=ゆ、 (H)= Eと置くと

θゆ 1θE 1 
(106) 

θt h θN h 

ここで μ=θE/θNは化学ポテンシヤルで、ある。両辺にマを作用させて (88)を代入す
ると超流動速度の従うオイラ一方程式(Eulerequation)が得られる。

d 8v.， 
7，vs = -~，:> + (vs . ¥7)vs =ーーマμdt .，s θt 

(107) 

12. 2流体模型

超流動体が壁に対して速度、で動いている準安定状態を考えよう。流れの密度jはvs= 0 
の時ゼロだから、 vsが小さいときは次のような線形関係にあると考えられる。

j= Jι(ザ )vs(ピ)dr' (叩8)

ここで、 Ksは線形応答理論における応答関数である。 vsの空間変化が緩やかな場合は
(108)の積分から vsを外へ出すことができて

x抑削r吋)ト=ザ叩叫ん以仰州s(rケ例r吋巾桝州)v凡v叫叫s(r)，ん以仰州(ケ例r吋中)三f ι (作mげ，r'ピ榊F
という局所的な関係式が導ける。超流動速度は (88)で定義される微視的な量であるが、
超流動密度は (109)の定義からわかるように粗視化された流体力学的概念、である。 BEC
は1粒子密度演算子から定義されることからもわかるように熱力学的量であるのに対し
て、超流動密度は線形応答理論から定義される輸送係数の一種である。

常流動体の密度 Pnは全粒子数密度 pとPsとの差P-Psで定義される。常流動体は超
流動体からの準粒子励起の集合と解釈できる。全系が速度 vsで動く場合、質量流は pvs

q
d
 

F
h
U
 

F
O
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である。準粒子があるとこの部分も質量流に寄与するのでこれをPn(Vn-Vs)と書こう。
すると全質量流は

j = pVs + Pn(Vn -Vs) = (p -Pn)Vs + PnVn = PsVs + Pnvn (110) 

常流動体の速度 Vnは (110)で定義されるものと考えられる。超流動性分は渦無しのポテ
ンシヤル流 [(88)、(89)ト常流動成分は粘性流である。
全質量流に対する加速方程式は圧力を Pとして

~j = -¥lP (111) 
dt 

で与えられる。超流動体を記述する運動方程式は、 (89)、(107)、(111)で与えられる。
(111)の左辺に (110)を代入すると

Ps V s + Pn V n = -¥l P (112) 

丸に (107)を代入すると

p
 
v
 
μ
 
マ
nm
一
m

一一
-
V
 
O
'
 

(113) 

ここで、系全体が温度が T、圧力が P、全粒子数が Nの熱平衡状態にある場合を考
えよう。温度、圧力、粒子数を熱力学的変数とする熱力学関数はギブスの自由エネルギー

G(T，P，N)である。 Gは示量変数としては粒子数を含むだけなので

G(T，P，αN)=αG(T， P， N) (114) 

両辺を αで微分して α=1とおけば

θG 
G=  ~~-_N= μN 
θN 

(115) 

これを

dG = -SdT + V dP +μdN (116) 

に代入すれば次のギブスーデュエムの関係式 (Gibbs-Duhemrelation)が得られる。

SdT -V dP +.Ndfι= 0 (117) 

系の温度変化がない場合 (dT= 0)は

N'r""7 P 
¥lP=τVμ=ーマμ
v m 

となるのでこれを (113)の右辺に代入すると

川=去(Psー仰 附

絶対零度で系が定常的な場合は九=0なので、 Ps= P、すなわち、絶対零度では超流動
体の密度は全密度に等しい。これに対して、相互作用のある系ではBECの粒子数密度は
一般に全密度よりも小さくなる。

2流体モデノレで、は、常流体は超流動体と独立に運動できるので、フォノンやロトンは

超流動体と直接にはエネルギーや運動量のやり取りをしない。しかし、フォノンやロトン

は渦糸と相互作用をすることにより間接的に超流動体を減衰させる。

(118) 

A
吐
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ランダウ判定基準

超流動状態の安定性の判定基準の一つにランダウの判定基準(Landaucriterion)がある。
超流動体中を運動する不純物を含む多粒子系を実験室系Iと不純物と同じ速度 vで運
動する不純物の静止系IIの2つの座標系で、考察する。
実験室系 (1)では超流動体は静止しているので、超流動体のハミルトニアンと運動量は

13. 

(120) v
 
m
 zz 

《乃め=~;v:+ ~V(ri 一ω
I;>} 

不純物の静止系 (II)では超流動体の各粒子の速度は Vi-Vなので

Pn = L m(Vi -vX121) ρn=乞守(Vi-V?+乞V(ri-rj) =丘I一ρ川 ZV21V
i>j 

まず、多粒子系が基底状態 IGS)にあり、実験室系(1)において全体として静止してい
る場合を考えよう。このとき

(122) 

(123) 

PIIGS) = 0 

乃lIGS)= -mvNIGS) 

HIIGS) = EoIGS)， 

んlIGS)= (ん十すv2N)IGS)， 

次に、不純物により系が励起され実験室系において励起エネルギー句、運動量 pを

持った状態、 IEp，p)にあるとしよう。このとき、

PIIEp， p) = PIEp， p) (124) 

PnlEp， p) = (p -mvN)1εp， p)(125) 

HIIEp， p) = (Eo十句)kp，p)， 

むIEp，p) = (Eo + Ep -pv +守v叩 )IEp，p)，

ところで、ギブスの正準集団は外部ポテンシヤルの静止系(今の場合はII系)におい
て定義される。従って、励起前後における系のエネルギーの変化は (123)と(125)の差で
与えられるので

(126) 

である。こうして不純物の速度が流体の位相速度 Ep/pを超えると f}= cos-1(f.p/PlI)を満
足する 0方向に運動量が pで、エネルギーがf.p の励起が放出される(これはチェレンコフ

放射)。こうして、不純物の運動が超流動体系を励起するために必要な最小速度は

Ep -pv (外部ポテンシヤルの静止系からみた素励起のエネルギー)

(127) りc= min 

であることがわかる。 (127)をランダウの判定基準という。

巨視的量子現象

磁束の量子化やジョセフソン効果など多くの巨視的量子効果は、ミクロな粒子(または、

以下で述べるクーパ一対のような複合粒子)の干渉効果がボース・アインシュタイン凝縮

というメカニズ、ムによりマクロなレベルに増幅された結果として起こる。ここでは、その

典型例であるジョセフソン効果について述べよう。
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講義ノート

薄い絶縁体を導体で挟んだ構造はトンネル接合と呼ばれ、古典的には電流は流れない

が量子力学的なトンネル効果によって電流が流れる。 トンネル効果は、左右の導体の電子

の波動関数ゆLゆR が絶縁体中を減表しながらも反対側の導体へしみ出した結果生じる。

全系の電子の波動関数は左右の導体中の電子の波動関数をそれぞれゆL、ゆR と書くと近似

的に

世(η=αゆL(η+bOR(η (128) 

と表せる。ここで α，bは、条件 lal2+ Ibl2 = 1を満足する複素数である。絶縁体付近で
はゆL(η とゆR(η が共存し干渉するが、 トンネル効果はこの干渉効果の結果であると解
釈できる7。左右の導体が超伝導体である場合の接合をジョセフソン接合という。超伝導

の本質は2個の電子がクーパ一対と呼ばれるボソンの対を作って、これが同じ量子状態に

ボース・アインシュタイン凝縮することにある8。左右の電極のクーパ一対の波動関数を

χL，R と書くとジョセフソン接合の波動関数は
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 宙 (129) 

と書ける。ここで、 N はクーパ一対の数、乃はその重心の座標を示している(相対座標
は本質的ではないので省略している)。ひとたび超伝導となるとすべてのクーパ一対は同

じふるまいをするので、ジョセフソン接合の振る舞いは波動関数αxL+ bXR の振るまい
を調べることで理解できる9。特に、電流はけと χRの干渉効果がBECにより N倍に
増幅されるために、電極問の電圧差がゼロでも超伝導電流が流れる。これを(直流)ジョ

セフソン効果という。 (129)から明らかのようにジョセフソン効果は本質的にはクーパ一
対という電子対のミクロな干渉効果がBECによってマクロに増幅された結果生じる。

これに対して、 BECを起こした系が全体としてゆ1 とのという 2つの異なった状態
をとり、それらの間に干渉効果が起こるという状況も考えられる。この場合に対応する波

動関数は

N N 

宙=αEゆ1(乃)+b IIの(弓) (130) 
i=l i=l 

で与えられる。 16.1.節で述べる猫状態はこのような状態に対応している。無論、実際の
状況では生きている状態(あるいは、死んでいる状態)にある猫の原子がすべて同じ状態

にボース・アインシュタイン凝縮している必要性はないので、猫状態はより一般には次の

ように書ける。

世叫=α守livc(rl，凡・・・，TN)+ b宙dcad(rl，f2， .・・，'fN) (131) 

この状態は、量子情報の分野で「最大限もつれた状態J(maximally entangled state)と呼
ばれる100

7実際、電子が一方の導体から他方の導体へとトンネルする確率振幅は、。L(丹とゆR(η の干渉の度合
いを表す重なり積分という呼ばれる量で表される。
8電子はフェルミオンであるので、そのままではBECを起こせないことに注意しよう。クーパ一対はボ
ソンなのでBECを起こせる。
9これは、次の教科書で詳しく述べられている。ファインマン、レイトン、ザンズ:rファインマン物理
学V:量子力学J(岩波書庖)
10もっとも、多粒子系に対するもつれの度合いを定量的に表す方法はまだ確立していないので、「最大限j
という言葉の意味は必ずしも明確ではない。

戸

h
U
F
h
u
 円。



「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

ここで述べた2種類の状態 (129)と(130)[あるいは (131)]は共に巨視的な量子状態と

呼ばれる。違いは、前者は本質的に一体的(あるいは二体的)な効果がBECのおかげで
マクロなレベルに増幅されているという状況を記述しているのに対して、後者は、多粒子

系の量子状態が二つの著しく異なった状態(猫の例では「生きているJ状態と f死んでい

るJ状態)をとりえて、しかも、それらが重ね合わせの状態にある状況を記述している。

もつれの度合いに関する暖昧さと同様に、ここでも多粒子系の量子状態が「著しく異なっ

ているJとは何を意味するのかは、一般的には、必ずしも自明ではなく興味深い研究課題
である。

問題 (robustnessof quantum states) 
BEC状態はデコヒーレンスに対して安定であり、他方、猫状態、はたった一個の原子に関
する情報が失われるだけで壊れることを示せ。

15. シュレーディンガーの猫のパラドックス:重ね合わせの
原理の帰結

シュレーディンガーの猫のパラドックスは、状態の時開発展を記述する演算子。(t)= eKHt 
が線形であることから生じる。。が線形であるとは、。ゆ1= Wl、。ゆ2=守2であれば、
任意の複素数α，bに対して、 U(αゆl+bゆ2)=α守1十bW2が成立すること意味する。内ま、
観測したいミクロな系とそれを測定する測定器の初期状態をそれぞれゆi，X.。とし、 Uが
系と測定器との時間発展を記述する演算子であるとしよう。理想的な測定とは、相互作用

の後、系の状態と測定器の状態、が一対ーに対応するものである。すなわち、

U仇Xo=仇Xi (132) 

左辺は、観測前の測定器の状態はいつも同じ状態 X。にリセットされていることを表し

ている。右辺は、測定後の測定器の状態、が系の状態仇に対応した状態 Xiとなることを

表している。このような理想測定を仮定すると、測定前の系の状態が重ね合わせの状態

乞iCi仇にある場合は、。の線形性より測定後の状態は

u( 午苧平νCiω吋iωゆ
となる。右辺は、巨視的な測定器の状態Xiが重ね合わせの状態にあることを示している。
このように量子力学的時開発展の線形性をマクロな世界に外挿すれば、日常経験11 か

らはありえないと思われる巨視的状態の重ね合わせの状態が導かれることが避け得ない

ということがシュレーディンガーの猫のパラドックスの本質である。

このようなパラドックスが生じたのは線形性を要請したからであり、それが破れてい

るのではなし、かという反論も考えられる。しかし、時開発展の線形性が破れると、量子状

態を複製(クローン)することが可能になり、それを使って不確定性原理や光速度不変の

原理を破ることができる120 従って、これらの原理が互いに無矛盾である限り巨視的状

態の重ね合わせは避けえないと思われる。時開発展の線形性、不確定性原理、そして光速

(133) 

11素朴な日常経験からは、巨視的に区別できる状態(例えば猫が生きている状態と死んでいる状態)の重

ね合わせの状態ーシュレーディンガーの猫状態ーは不可能であると考えられる。このような立場を、巨視

的実在論 (macrorealism)という。
12 W. K. Wootters and W. H. Zurek， Naもure299， 802 (1982); D. Dieks， Phys. Lett. A 92， 271 (1982). 
これと相補的な定理として、最近、未知の量子状態を消去することができないことが示された。 A.K. Pati 
and S. L. Braunstein， Nature 404， 164 (2000). 
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度不変の原理という物理の基本原理が互いに独立ではなく、一つが破れると残りもだめに

なってしまうという事実は一体何を意味しているのだろうか。私には、背後にもっと基本

的な原理が隠れているように思われる。

問題 量子状態の時開発展の線形性を仮定すると、未知の状態を複製(クローン)するこ

とが不可能であることを示せ。

16. デコヒーレンス

それでは、日常の世界で巨視的状態の重ねあわせが見られないのはなぜかという疑問が

湧く(ただし、 16.1.で述べるように実験室では最近そのような状態が作られた。)。こ

れに対する有力な答えは、巨視的な系はそれを取り巻く f環境Jと強い相互作用を行い、

その結果、重ね合わせの状態が壊れてしまうというものである。これをデコヒーレンス

( decoherence )という。デコヒーレンスのメカニズムは個々の系の具体的な性質に強く依

存するために一概に論じることはできない。しかし、量子計算を行う上では、重ね合わせ

の状態を長く続かせることが重要で、そのため、デコヒーレンスの原因を解明しそれを回

避あるいは除去しようとする研究が現在のホットなトピックスとなっている。

16.1. 巨視的量子コヒーレンス

最近になって、超伝導量子干渉デ、バイス (SuperconductingQ旦antumInterference Device 
-SQUID)とし、う素子を使って、巨視的量子状態の重ね合わせの状態を作ることに2つの
グ、ループが成功した130 SQUIDはジョセフソン接合を含む超伝導のリングであり、リン
グを貫く磁束が磁束量子<1>0= h/2eの半分の時には、超伝導電流がリングの一方向に回

る状態引と反対方向に回る状態申2がエネルギー的に縮退する。 W1と立'2では、巨視
的な数のクーパー対が反対方向に回っており、これらの状態は SQUIDを貫く磁束を観
測することにより巨視的に区別できる。これら巨視的状態の重ね合わせの状態は、状態

(130)に対応しており、それが実現で、きればシュレーデインガーの猫状態を発生したもの
といえる。

もし、これらの状態を重ね合わせることができれば、新しい固有状態は

れ=方(宙1士宙2) (134) 

となり、申+に対応するエネルギー E+は雪ーに対応するエネルギー Eーよりも低くな
る。すなわち、エネルギーの縮退は解ける。そこで、エネノレギーの差 E_-E+に相当す

る電磁波を照射すると共鳴的な吸収が観測されるものと予測される。フリードマンらと

ヴアールらは実際にそのような信号をとらえることに成功した。

巨視的な量子状態の重ね合わせは巨視的量子コヒーレンスとよばれ 1980年代初頭か
ら捜し求められてきたが、 20年の努力の末についに観測された。今後は、これらやボー

ス・アインシュタイン凝縮の実験に刺激されて巨視的量子現象の研究が進展し、その過程

で思いもよらなかった新しい現象が発見されるかもしれない。

13 .1onathan R. Friedman， Vijay Patel， W. Chen， S. K. Tolpygo， .1. E. Lukens， Nature 406， 43 (2000); 
C出p訂H.van der Wal， A. C. J. ter Ha訂， F~ K. Wilhelm， R. N. Schouten， C. J. P. M. Harmans， T. P. 
Or1ando， Seth Lloyd， and J. E. Mooij， Science 290， 773 (2000) 
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16.2. レゲットーガーグの不等式

量子力学では観測するまでは実在というものを考えてはならず、確率振幅という情報のみ

が存在する。これは、物理量が測定するまでは確定値を持っていないということを意味し

ている(物理量が測定によって確定値を持つことは可能である)。これに対して、日常世

界では、巨視的物体の観測量は、我々が観測する、しないに関わらず各瞬間ごとに決まっ

た値を持っていると多くの人は信じていようこれを巨視的実在論(macrorealism)という。
ミクロな世界は量子力学に従っているにもかかわらず、巨視的物体の状態が重ね合わ

せの状態にあることを見た人は誰もいない。このような我々のとって確かだと思われる日

常の経験事実は、原子の世界を記述する力学として誕生した量子力学が、果たしてどこま

で巨視的な領域へ外挿できるのかという根本的な疑問をいだかせる。

残念ながら、このような根本的な疑問は多くの場合、明快な答えを持たない。その理

由は、答えを見出せないというよりもむしろ、もっともらしい「答えJがありすぎでど
れが真相かの見極めがつかないからである。その代表例が環境との相互作用によるデコ

ヒーレンスである。これによると、巨視系は必然的に環境と相互作用せざるを得ず、その

結果、重ね合わせの状態がミクロな時間スケールで壊れてしまうというものである。

おそらく、より真相をついている答えは、巨視的物体は実際に量子力学的な重ね合わせ

の状態にあり得るが、それを観測するために適したオブザ、ーバブルを我々は持たないとい

うことであろうロ具体的に、 N粒子系の互いに直交する状態弘(r1，r2，...，rN)(iテ1，2)
を考えよう。これらの状態の干渉効果を観測するためには、あるオブ、ザーバブル Oが存

在して、それに対する行列要素が有限でなければならない。

fμ申;日(川
ところが、相互作用をしている多粒子形では、 N粒子全体がもつれた状態 (entangledstate) 
にあるためにそのようなオフ、ザーバブルを構成することは至難である。

おそらく最も厄介な疑問は、そのような干渉効果が観測されたとして、それが量子力

学によって記述されるだけではなく、巨視的実在論によっても記述されるのではなし、かと

いうものである。そこで、ある現象が後者ではなく前者によってのみ説明可能で、あること

の基準はなにかという問題が生じる。それに対する一つの答えがレゲットーガーグの不等

式 (Leggett-Garginequali七y)である140この不等式は次に挙げる三つの前提の上に成立

する。

・巨視的実在論 (macrorealism):巨視系が、巨視的に区別できる 2個以上の状態をとり
うる場合、観測するしないにかかわらず系は各瞬間ごとにどれか1つの状態にある 0

・帰納性 (induction):ある時刻におけるアンサンプルの性質は、その時刻以前の条件
には依存するがその時刻における測定には依らない。この仮定が成立すると、観測

結果が被測定系の性質そのものであるとみなすことが可能になる。

・非破壊測定が可能であること (noninvasiveme部 urability):これは次のことを意味

している。時刻 t= 0で系が状態 A(B)に見出される確率を PA(PB)とする。そ
して、時刻 t.> 0で2回目の測定を行った場合に系が状態 C に見出される条件
付確率を P(CIA)(P(CIB))と書こう。他方、時刻 f，= 0で、測定を行わなかった
場合に、時刻 tで系が状態 Cに見出される確率 P(C)は次のように与えられる。
P(C) = P(CIA)PA + P(CIB)PBすなわち、測定行為は統計性に影響を与えない。

14 A. J. Leggett and A. Garg， Phys. Rev. Lett. 54， 857 (1985) 
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議論を簡単にするため、巨視的物体がとりうる状態が2つしかなく、これらに対応し

て観測量 Qのとりうる値が +1または -1であるとしよう。時刻むくらくらくらに
おいて Q を観測した測定値を Ql，Q2， Q3， Q4とし、これらの値が得られる確率密度を
P(Ql，Q2， Q3，Q4)としよう。このとき、時刻 tl、らにおける測定値の相関関数は次のよ
うに定義される。

K12 = (QIQ2)三 乞 QIQ2P(Ql， Q2， Q3， Q4) (136) 
Ql，Q2，Q3，Q4=土1

他の相関関数 K13，K14， K23， K24も同様に定義される。このとき、次の不等式が成立する。

1 + K12 + K23 + K13さo (137) 

IK12 + K23十K34-K141 ::; 2 (138) 

これらをレゲットーガーグの不等式という。

証明は次のようにしてなされる。 Qr= 1に着目すると
IQIQ3 + Q2Q31 = I(QIQ3 + Q2Q3)Q2Q31 = QIQ2十1

よって、

-(QIQ3 + Q2Q3)三QIQ2+ 1 

両辺に P(Ql，Q2，Q3，Q4)を掛けて平均すれば (137)が得られる。同様にして、

よって

IQIQ2 + Q2Q31 = I(QIQ2 + Q2Q3)Q2Q31 = IQIQ3 + 11 = 1 + QIQ3 

IQIQ4 -Q3Q41 = I(QIQ4 -Q3Q4)Q3Q41 = IQIQ3 -11 = 1-QIQ3 

IQIQ2 + Q2Q3一(QIQ4-Q3Q4)1三2

両辺に p(Ql， Q2， Q3， Q4)を掛けて平均すれば (138)が得られる。
さて、系が2つの状態を取り、それらの聞をコヒーレントにラビ振動する場合を考え

よう。このとき、相関関数は

Kij = COS O( tiーら) (139) 

で与えられる。時間間隔をむ+1ーら =3π/(40)と選べば (137)の左辺は 1-v2となり
不等式は破れる。また、 ti+l-ti =π/(40)と選べば (137)の左辺は 2V2となりやはり不
等式は破れる。

超伝導リングを用いてこのことが実現できるという提案がテシェによりなされている
15 。

17. 引力相互作用するBEC

17.1. 準安定なBEC

BECが実空間で起こるのか、運動量空間で起こるのか、あるいは両者の中間領域で起こ
るのかは、相互作用の性質と境界条件による。斥力相互作用は密度揺らぎを抑圧するの

15 C. D. Tesche， Phys. ReV. Lett. 64， 2358 (1990) 

-660一



「第51因物性若手夏の学校 (2006年度)J

で、空間的に一様な系ではBECは運動量空間で起こる。他方、引力相互作用は密度の高
い領域を作ろうとするので、一様な系ではBECは起こらないと信じられている。
7Li は、 S波散乱長が負であり、実効的には引力相互作用をする。引力相互作用をす

る一様なボーズ粒子系は気体相では安定には存在し得ず、高密度な液体相または固体相へ

と転移し、 BECは起こらないと信じられている。ところがライス大学のグループは磁気
ポテンシャルに閉じ込められた 7Liの原子気体が準安定なBECを形成することを実験的
に見出した [6]。準安定なBECが存在できる理由は定性的には次のように理解できる。
R程度の領域に閉じ込められた原子のポテンシャルエネルギーは R2に比例し、運動
エネルギーは不確定性関係により 1/R2に比例する。引力相互作用のエネルギーは負で、
原子数密度 N/R3に比例する。ここで、 Nは全原子数である。全エネルギーはこれら三

つの項の和で与えられるので、全原子数Nがある臨界値 Ncよりも小さければ、全エネ
ルギーは極小点を持つ。

極小点と真の基底状態(金属)R rv 0を隔てるポテンシャル障壁の物理的起源は(ゼ
ロ点)運動エネルギーcx:1/ R2 なので、準安定なBECが存在できる条件が、零点エネ
ルギー rvnωがー粒子あたりの(平均場)引力相互作用エネルギーの大きさ NIUol/R3
よりも大きいことであることが理解できる。比例定数 U。はS波散乱長 αをもちいて、
Uo=4πがα/Mと書けるので (Uoは、換算質量が M/2のボノレン散乱振幅で、ある)、この
条件から準安定なBECが存在できるためには、 BECの原子数に上限

Np do -，.、J --
" Iα| 

が存在することが分かるD ここで、 do 三 (ñ/Mω)~ は、先に述べた調和振動子の基底状態
の波動関数の大きさである。 BECの原子数がNcになると、準安定な状態と真の基底状態
である高密度相 RrvOとを隔てるエネルギー障壁は消え、 BECは崩壊する。理論的に予
言されている Ncの値は、ライス大学の実験系の場合は1200程度であり、実験結果[6]
も同程度の値を示している。

17.2. BECの崩壊

引力相互作用をする系の崩壊は、古典系でもみられる。この場合、崩壊の条件は、 1粒子

あたりの相互作用エネルギーが kBTを超えることである。 BEC崩壊の問題は、引力相互
作用を重力ポテンシヤノレに置き換えると重力場におけるいわゆるジーンズ不安定性と類似

の問題になる。

N < Ncの場合にはBECは形成されるが、 BEC状態は真の基底状態ではないのでや
がては崩壊する。 BECが崩壊するメカニズムは主として3種類が考えられる。
第一の可能性は、原子が衝突の際にスピン反転を起こしてトラップから放逐されたり、

3体衝突を起こして束縛状態を形成し、その際に放出される潜熱によってトラップから飛
び出す非弾性散乱の過程である。

第二の可能性は、 BECが分裂して崩壊するメカニズムで、ある。原子間相互作用が引力
の場合は、空間的に一様な系では、 BECが単一の量子状態にある場合よりも複数の量子
状態にある場合の方が交換相互作用の分だけ得をする。したがって、 BECは複数の量子
状態へと分裂していき、ついには巨視的な原子数に占有された状態が消滅してしまうと

いうシナリオである。角周波数が ωの等方的な放物型ポテンシヤルにトラップされてい

るBECが、このメカニズムにより崩壊するための条件を考えよう。原子数密度を η とす
れば、 BEC状態にある一原子あたりのハートリーエネルギーとフオツタエネルギーは共
に n~。であるので、 BEC から原子一つが励起されるとフオツタエネルギーの分だ、け相互
作用エネルギーは得をするD しかし、励起状態は、少なくともれωだ、け高いエネルギー状
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態にあるので、原子一つが励起されることによるエネルギーの変化分は hω-nlUolとな
る。従って、 BECが分裂して崩壊するための条件は、 hω く ηIUolである。ライス大学の
実験ではhω "，，7nK、ηIUol"" 1nKなので、 BECはこのメカニズムでは崩壊しないと考え
られる。

第三の可能性は、準安定なBEC相が巨視的な量子トンネリングを起こして高密度相
へと崩壊するというシナリオである [7]0次にこの可能性について議論しよう。

17.3. 巨視的量子トンネリング

準安定状態にある系の零点振動は、等方的な膨張と収縮を繰り返すモード (breathing

mode) である。これは、系がエネルギーの極小点の周りで振動するフォノンモードで

ある。しかし、引力相互作用をする原子集団の長波長モードは不安定で、ひとたび大き

な揺らぎが起こると全体がいっきに崩壊してしまう可能性がある。このような崩壊は、原

子数が大きいためにトンネリングを介しては起こらないという主張がしばしば行なわれ

ている。我々は、このトンネルレートをインスタントン法を使って定量的に評価した[7]0
その結果、 トンネルレートは、 N がNcに近づくにつれ急速に増大することを見出した。
例えば、 NがNcの99%では、トンネルレートは一秒あたり 10-4固という小さい値に
なり、この領域では、非弾性散乱による BECの崩壊が支配的になる。しかし、 Nがそれ
よりもほんの少し増大し、 Ncの99.5%になると、 1秒間に2回もトンネルするようにな
り、巨視的量子トンネリングによる崩壊が支配的になることが予想される。

蒸発冷却が完了した直後には、磁気トラップには 10万個以上の原子がロードされて
いるが、 BECになりうるのはこのうちたった 1000個程度なので、ほとんどの原子は
非凝縮相にあると考えられる。従って、巨視的なトンネリングによってBECが消滅して
も、非凝縮相からの補給を受けてBECが再生されるもとと考えらる。従って、 BECの原
子数が時間的に成長と崩壊を繰り返すとしづ興味深い現象が期待できる [8]0
引力相互作用をする BECは、このほかにも斥力相互作用をする BECには見られない
ユニークな特長がいくつもある。例えば、斥力相互作用のBECが角運動量をもっと量子
渦が発生するが、引力相互作用のBECの場合は、全角運動量が重心運動に食われてしま
い量子渦にならない。これは、引力相互作用のためにすべての粒子がかたまって量子化軸

の周りを回ったほうがエネルギー的に得になるからである。また、循環の量子化も部分

的にしか起こらないことが最近明らかになった[9]。これは、引力相互作用をする系では、
複数のBECが共存する領域が存在するからである。

17.4. ボースノヴァ:超新星大爆発のシミュレーション

準安定なBECは気体相にあり、数ミクロンの大きさを持っている。しかし、ひとたび崩
壊しはじめると、原子集団は数Aのオーダーの反発芯が見えるまで収縮していくものと予
想される。従って、原子集団は一瞬のうちに、密度にして 1018も圧縮されることになる。
それでは、 BECは崩壊して高密度な金属になるかといえば、そうはならない。その理由
は、崩壊の過程で原子密度が高くなると 3体衝突が起こりはじめ、束縛状態の形成にとも

なって、数ケルビンという (BECの温度~数μKに比べて)莫大な潜熱が放出されるか
らである。放出された潜熱は原子の運動エネルギーに転化され、原子集団は大爆発を起こ

して飛び散ってしまうと考えられる。このような巨大な密度変化は超新星の大爆発にも匹

敵するものであり、そのダイナミックスの研究は今日ボースノヴァと呼ばれる興味深い研

究に発展した[10]0
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18. おわりに

以上、 1体の量子力学から初めて ボース・アインシュタイン凝縮の基礎について概略の

説明を行った。原子気体のボース・アインシュタイン凝縮はその実現から 10年以上が経
過しているが、いまだに相次いで新しい発見がなされている。当然のことながら、さまざ

まなノ〈ックグランドを持った研究者が次々と参入してきており、彼らのもたらすそれぞれ

の分野独自の考え方が融合発展して、新しいアイデアを生むという好循環が生まれてい

る。また、ここで、は述べなかったが、量子情報への応用を考える上でも、冷却原子は理想

的な量子ピットを提供しており、この方面の発展も著しい。日本からも意欲を持った若い

人々がこの分野に参入することを期待したい。
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