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Abstract 

本稿では，炉上のランク 2N+ 1のベクトル束 v1N+l→炉と S2
上の直線束 £m,v→ S2の切断空間の間の微分対称性破れ作用素 lD)忍';':

C00(S叫v1N+l)→ C00(S叫ら，y）の構成・分類間題を考え，これらを lml=
N の場合に解決する．これらの結果は [15]に記載されており，本稿では要約だ

け説明することにする．

1 はじめに

3次元球面炉の共形変換群 S0o(4,1)で同変な既約ベクトル束は，奇数次のランク

(= 2N + 1)と複素数入でパラメトライズされる．一方， 2次元球面 s2の共形変換群
SO。(3,1)で同変な既約ベクトル束はすべて直線束となり，整数 m と複素数 uでパ
ラメトライズされる．

本稿では， 3次元球而上のベクトル束 V~N+l から， 2次元球面上の直線束 £m,v への

微分作用素であって，共形変換群の組 SO。(4,1)っS0o(3,1)に関する対称性破れ作
用素

lD)汀,;:: C00(S尺v1N+l)→C00(S汽Lm,v) (1.1) 

の構成・分類問題を考える．特に，これらの問題を lml=Nの場合に完全に解決し
（定理 1.1および定理 1.2),1ml > N の場合に解決方法の概要を述べる（注意 4.4).
表現論の観点から見れば，本稿は2つの簡約 Lie群の主系列表現の間の対称性破れ

作用素を研究していることになる．この観点から，本稿の動機を次のように述べるこ
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とができる．

群の表現論において，「最小単位」のものに対応するのは既約表現である．有限次元

表現については，既約表現の分類と，既約表現への分解という基本課題は20世紀前半

から研究されてきた．特に，後者は「分岐則の問題」と呼ばれる (cf.[6]). 

分岐則の問題． Lie群 Gの既約表現 IIを部分群 G'に制限したときに，どのように

振る舞うか（どのように分解するか） ？ 

無限次元表現の場合には多くの解析的な困難が知られていた一方，小林俊行氏

の90年代の一連の論文 ([2]）を契機に，最近の30年間において分岐則の理論が M.

Duflo, B. Gross,小林俊行，大島芳樹， D.Prasad, B. Speh, J. A. Vargas等により大

きく発展している．

小林氏は Lie群の無限次元表現論における分岐則の一般理論を切り拓くにあたって，

三つのステージに分けられるプログラム (ABCprogram [5])を提起された．

•ステージ A: 表現の制限における一般論

•ステージ B: 分岐則の決定

•ステージ C: 対称性破れ作用素の構成

ここで， A,B, C は順に Abstractfeatures of the restriction, Branching laws, 

Construction of symmetry breaking operatorsのそれぞれの頭文字に由来する．

ステージ Aの目標は，表現の制限 II|G，に対し，重複度やスペクトルなどの抽象的

な理論を展閲することである．

ステージ Bは表現の制限 II応の既約分解を求めることを目指す．表現 IIが，制

限 II|G，が完全可約になるような Gの有限次元表現の場合は， II|G,の「既約分解」

は有限直和となる (SU(2)の有限次元表現のテンソル積に対する Clebsch-Gordan

formulaはその一例である）．表現 IIが Gのユニタリ表現の場合は，その「既約分

解」を直積分の概念を用いて与えることができる (Mautner-Telemanの定理）．表現

IIがユニタリとは限らない一般の場合では，このような分解はできないが， T をG'の

任意の既約表現とするとき，ステージ Bを空間 Home,(II I G', 1r)の決定問題として捉

えることができる．

空間 Home,(Ilic,, 1r)の元は，対称性破れ作用素 (symmetrybreaking opera-
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tors)と呼ばれる．ステージ Cでは，この対称性破れ作用素を具体的に構成すること

を目標とする．抽象性の高いステージ A,Bと異なり，ステージ Cは具体的な表現の

実現に依存するため，幾何的および解析的問題と関わることがよくある．

本稿ではステージ Cに注目する．具体的に，一つの簡約 Lie群の対 (G,G')に焦

点を当て，微分作用素として表される対称性破れ作用素の構成と分類間題に取り組む．

古典的な例としては，保型形式に現れる Rankin-Cohenの双線型微分作用素があり，

これは SL(2国）の離散系列表現のテンソル積に対する対称性破れ作用素とみなせる．

また， A.Juhlが共形幾何学の枠組みで構成した共形不変な微分作用素は，ローレンツ

群の球主系列表現に対する対称性破れ作用素である ([1]).

この微分対称性破れ作用素をある程度一般的な幾何的設定で構成・分類するために，

小林氏が F-methodと呼ばれる手法を提起された ([3]）．この手法は非常に重要なツー

ルであり，ここ数年，具体的な対 (G,G')の場合に多く用いられ，微分対称性破れ作

用素の構成・分類に関するいくつかの問題が解決されてきた ([7,8, 9, 10, 11, 12, 14, 

15]). 

本稿では (G,G') = (S00(4, 1), S00(3, 1)）の場合に集中し，任意の主系列表現

(C00(S叫 V~N+l),000(8汽£m,u)）に対して，微分対称性破れ作用素の構成・分類間

題を考える．具体的に，

問題 A.微分対称性破れ作用素 (1.1)の成す空間

Diffso0(3,1) (000 (S汽ViN+l),000(8叫Lm,v)) (1.2) 

が零にならないためのパラメータ（入，v,N,m)E (C2 x N x Zに対する必要十分条件

を与えよ．さらに，（1.2)の次元を決定せよ．

問題 B.空間 (1.2)の具体的な生成元を構成せよ．

上記の問題 AとBは加I2: N の場合に最近著者によって完全に解決されたが，本

稿では特に加l=Nの場合に焦点を当てる (cf.[15]）．なお， lml>Nの場合は現在

執筆中であるため，ここでは詳しい説明を省略するが，この場合に得られる結果につ

いては注意 4.4で述べる．
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1.1 主結果

さて，本稿の主結果を述べよう．下記の定理 1.1と定理 1.2を川いると，間題 A と

B (1ml =Nの場合）を完全に解決することができる．

定理 1.1([15, Thm. 1.2]）．任意の入，VEC, NE  N とm=土N に対し，次の条件

が同値である．

(i) Diffsoo(3,l)(C00(S叫v1N+1),c=(s汽£m,v))c:/: {O}. 

(ii) dime Diffsoo(3,1) (C00 (S汽v1N+1),c=(s汽£m,v))= 1. 

(iii) V —入 EN.

上記の定理によると，（1.2)は高々一次元であることが分かる．次の定理で具体的な

生成元を与えるが，その前にいくつかの記号を定義する．

自然数 £ENと一変数の多項式 gE C[t]が与えられたとき，（Icg)(x,y)を次のよう

に定義する：

叩）（x,y):=x½g （い·
上記の I£gは£-inflationof gと呼ばれるものである (cf.[7, Sec. 9.1]). legが一般的

にC2上の有理型関数だが，

£-2j.． £ 
g E Polc[t]even := spanc{l-2j : j = 0, 1,...,し］｝ 

ならば，（Icg)(x叉y)が£次斉次多項式であることが容易に確められる．

微分作用素 lI))釘↑を，コンパクト化 l：配→炉を用いて，配の座標 (x1,X2心3)

で表すことにする：

c00(s汽v1N+1)----- ► c=(s汽£m,v)

l*l l* 
COO圏，v2N+1):二 cOO｛配）

ただし，配 c配は良2'::::'{(x1,X2,0): X1心2€罠｝とみなし，罠2~ C e 
恥(x1心2五） →（Z := X1 + ix叫十X3と同一視する．
ベクトル空間 V2N+lの標準基底を{Ud : d = 0, 1,..., 2N}とし (cf.(4.10)），そ

の双対基底を｛叫： d=0,1,...,2N}と表記する．
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さて， u-入ENと仮定し， C入，vを次のスカラー値微分作用素とする：

忍v:= Rest⑬=。 (Iv—入虎＿ーi) （—4~；乏 'o8X3) ．
ただし，叶は再正規化された Gegenbauer多項式である (cf.[9, 7, 14, 15]). 

k = 0,1,...,2Nに対し，係数出を次のように定義する：

叫 N-1+［レー入；K＋1]）

ふ·=［い +r;入—+1N+ ［v1-）入； K+1 ］）'
r（入十 N-1 + [~—入ー22N+1] ）＇

。：：：：： V-入：：：：： N,

(1.3) 

u —入＞ N.

定理 1.2([15, Thm. 1.3]）．入，VEC,N ENとし， m=土N,a:= v —入 EN と

おく．このとき，（1.2)の任意の微分対称性破れ作用素は，次の次数 aの微分作用素

]D)汀'umの倍数である．

•m=N 
2N 

lD)竺＝区2kA元 防
入＋N,v+N-k桓 K

Ruふ
k=O 

(1.4) 

• m=-N 

2N 

叫-N=ど-2)KA元 が：
入十N,v+N-k釦 k

Ru V 2N-k・ 
k=O 

(1.5) 

2 ~/l,,....._, 口又疋こ

この章では，（G,G') = (S00(4, 1), SO。(3,1)）を幾何的な設定で実現し，主系列表
現 (C00(S叫ViN+l),000(8汽£m，砂）を定義する．

配の符号（4,1)の二次形式 Q4,1を

Qい (x) ：＝碕＋叶＋砂十 x~ -xt for x = ¥xo,..., x4) E酎，

で定義し， deSitter群 0(4,1)を次のように実現する．

0(4, 1) = {g E GL(5良） ： Qぃ(gx)= Qぃ(x)Vx E酎｝．
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0(4, 1)の Lie環を g（股）：＝,so(4,1)と表記し， Ep,q(1 :::; p, q ::;; 5)を (p,q)成分の

み 1で他の成分は全て 0であるような 5次正行列とする．ここで g（股）の次の元を定

義する：
H。:=E1,5+ E5,1, 

C]：＝ -E1,J+1 +EJ+1,1 -E5,J+1 -EJ+1,5 (1さj:S 3), 

CJ―:＝ -E1,J+1 + EJ+1,1 + E5,J+1 + Ej+1,5 (1 < jさ3),
Xp,q := Eq+l,p+l -Ep+l,q+l (1 :SP, qさ3).

集合{ct : 1 :S j :S 3}, { c; : 1 :S j :S 3}および {Xp,q:1 :S p,q :S 3} U {H,。}はそ
れぞれ，部分 Lie環 n+（股）：＝ ker(ad(H,。)-id), n_（艮） ：＝ker(ad(H。)＋id)および

暉）：＝ kerad(H。）の基底になり， g（良）の Gelfand-Naimark分解は次のようになる

ことに注意する．

g（賊）＝n＿（賊）＋ （（賊）＋n+（賊）．

三を Q4,1で定まる記の円錐とし

三：＝ ｛x €酎＼｛O}: Qい(x)= O} c IR.5, 

射影p:B→S汽x→p(x) :=ど（XO心1心2心）が同型写像9：三／町二→炉を引
き起こすことに注意する．

G = S00(4, 1)を 0(4,1)の単位元を含む連結成分とし， P := stab瓜1: 0 : 

0:0:1)とする．この部分群は Gの放物型部分群であり，その Langlands分解は

P=LN+ =MAN十となる：

M ~ { C B J : BE  S0(3)} "'S0(3), 
A:= exp（艮Ho)c:::'SO。(1,1), N+ := exp(n+（股））．

Gは三／町へ推移的に作用するので次の同型写像が得られることに注意する．

G/P二三／町二 S釘

M = S0(3)の任意の有限次元既約表現を (a2N+l,V2N+l) と表し，任意の入 €C に
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対して L=MAの (2N+ 1)次元表現 (0?N+1,v;N+1)を次のように定義する：

亭＋1:L=MxA---+GLc(V2N+l)

(B, exp(tH,。))←→ e入tび2N+l(B).

応を自明に作用させることによって a-1N+lを Pの表現として考え G/P~ S3 

上のベクトル束 v叉N+l を a-~N+l に同伴するベクトル束として定義する：

v~N+1 := c xp v;N+1. (2.6) 

G'= S0o(3, 1) を G'~ stabが(0,0,0,1,0)として実現し，その Lie環を g'（良）と

表記する．この群の作用で三n｛咋＝ O}は不変であるので G'はS2へ推移的に作用
することが分かる：

炉＝｛（Yo,Y1,Y2，y3)E S3 : y3 = 0} ~ (3 n｛四＝ O})／町．

P':= PnG'は G'の放物型部分群であり，その Langlands分解は P'=L'N~ = 

M'AN~ となることが容易に確かめられる：

M'＝MnG'＝｛ (1 B 1 1)：BESO(2) 尋 0(2),｝ 
芯＝ N'nN+ = exp(n'＋（股））．

ここで Lie 環 n'+ （良）， n'＿（股）はそれぞれ n~ （股） ：＝n＋償）ng',n'_（股） ：＝n＿（民）ng'

と定義している．具体的に {ct:1さjさ2},{c; : 1さjさ2}はそれぞれ立（良），
n'＿（良）の晶底となることが分かる．

任意の VE CとmEZに対し L'三 M'Aの一次元表現 (Tm,v,Cm,v)を次のよう

に定義する：
加，I/:L'= M'X A→ CX 
(i8, exp(tH。)）←→ evteims.

G の場合と同様に， N~ を自明に作用させることによって Tm,v を P' の表現として考

え G'/P'~ S2上のベクトル束 £m,vを加，V に同伴するベクトル束として定義する：

Lm,v := G'Xp, Cm,v・ (2.7) 
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3 F-methodの適用

この章では，主結果を証明するための手法 F-methodを適用する． この手法は，あ

る程度一般的な幾何設定で適用できるが，本稽では (G,G') = (S00(4, 1), S00(3, 1)) 

およびベクトル束 (2.6),(2.7)の場合に集中する (F-methodの詳しい説明は [3,4, 7, 

9, 11, 12, 14]などを参照されたい）．

まず， symbolmapを定義しよう．

定義 3.1.E を n次元複素ベクトル空間とし，その双対空間を EVと表記する．

Di~゜nst(E) を E 上の定数係数線型微分作用素のなす環とする．このとき，次の自然

な代数の同型写像は symbolmapという (cf.[9]): 

Symb: Di~゜nst(E) こ+ Pol(E刈， こ
8a 
aa― aza ←こ％び．

aENn aENn 

F-method（定理 3.2)を述べるために，いくつかの記号を定義しよう． まず，

HomL'(V;N+1, CCm,v R Pol(n+)) := 

｛心 EHome (V;N+1, CCm,v R Pol(n』)： （3.8)が成立｝，

心0 O"~N+l 化）＝ Tm,v(f) o Ad＃化）心 V£EL', 

とする．ただし， A心は次のように定まる Lの Pol(n+)への作用である．

Ad＃化）： Pol(n+)---+Pol(n+)

p(・)← p (Ad(£―1)・). 

さらに，

(3.8) 

Sol(n五 0ヌN+l,Tm,v):=｛ゆ EHomu (V;N+l, CCm,v R Pol(n+)) : (3.9)が成立｝，

（石(C)R idc=,v)心＝ 0 VG En~, (3.9) 

とする．上記の石；について詳しくは説明しないが，これは gから D(n+)R 

Ende ((v;N+l)v)への Lie環の準同型である（ここで D(n+）は n十の Weyl代

数を意味している） ： 

玩：g ---+D （n+)®Endc( （V入~N+lt).
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従って，任意の C€叫に対して石；（C）は Ende ((v;N+l)v)—値の n十上の微分作
用素を定める（厳密な定義は [9]を参照されたい）．

定理 3.2([9, 1-Thm. 4.1]）．次の写像は well-definedな同型写像である．

Di恥 (c=(s叫v1N+1),c=(s汽Lm,v))
SymbRid ――→ Sol(n五O"fN+l汀m,u)．

F-method（定理 3.2)より，微分対称性破れ作用素のなす空間 (1.2)を決定するに

は， F-systemSol(n+;(J"fN+l汀m,u)を解決すれば良い．

4 主結果の帰着

前章で説明したとおり， F-methodを適用することによって，（1.2)の決定

間題は Sol(n丑0:N+1汀m,v)の解決問題に帰着できることがわかる．さらに，

Sol(n+; arN+l汀m,v)とSol(n+;arN+l, T-m,v)との間に同型写像が存在することが

証明できるため ([15,Prop. 8.2]), m ~ 0の場合に Sol(nサ °?N+1汀m,v)を解決すれ

ばよい．この章では m=Nの場合に集中する．すなわち， Sol(n五び翌N+I,TN,v)を

完全に解決する（定理 4.1).

(a2N+1,v2N+1)をS0(3)の (2N+ 1)次元既約表況として定義したが，普遍被覆
rv: SU(2)→S0(3)を用いて次のように実現する：

び2N+l: S0(3)---+GLc(V2N+1) 

g • (p(•) • p(('w-l(g)―1.))' (4.10) 

ただし， y2N+1= Pol2N（で） ＝spanc｛四：＝（『N-k碕： k=0,1,...,2N}.

任意の k= 0,...,2Nに対し， hkE Homso(2) (V2N+l, (CN 18)忙 (Cり）を次のよう

定義する：

加： V2N+l→ CN®ザ(Cり，匹＝叶N-k{;,~ ←+ 1 R ((1＋心）K.

定理 4.1([15, Thm. 5.1]）．対（入，v,N)E C2 x Nに対し，次の条件が同値である．

(i) Sol(n+; a~N+l汀N,v) ヂ {O}.

(ii) dime Sol(n圧 a~N+l汀N,v) = 1. 

(iii) V —入 EN.
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さらに，上記の条件のいずれか（従って，すべて）が成り立つならば

2N 

Sol(n立 :N+1汀N,u)＝ C区Ua-k9k)（叶＋ば心）加，
k=O 

が成立する．ただし， a:=v —入で， 9k(t) (k = 0,..., 2N)は次の式で与えられる多

項式である：

gk(t) = iN+k AkC~ゞー1(it). (4.11) 

叩z)は再正規化された Gegenbauer多項式であって (cf.[9, 7, 14, 15]), d < 0の
場合にでt三 0とみなす．係数上は (1.3)で定義されたものである．

上記の定理と F-method（定理 3.2)を用いると，主結果（定理 1.1および定理 1.2)

を容易に証明することができる．従って， lml=Nの場合に問題 AとBを解決する

ことができる．

定理 4.1を証明しないが，この定理を証明するための鍵（定理 4.2および定理 4.3)

を下記に紹介する．以降 a=v —入とする．

任意の μEC,£ ENに対し，虚 Gegenbauer微分作用素 Sfを次のように定義する：

Sf＝ー（（1＋t2)i + (1 + 2μ)t羞―£(£+2μ)).

多項式 fo,f士l,f士2・ ・ ・,f土NE C[t]に対し， f:= tU-N,··•,fO,··•,fN) とおき，

L戸(f)(t),Lf’土(f)(t)(j = 0,..., N)を次のように定義する：

応 (f)(t):= s~汀炉山— 2(N-j) 羞fJ+1 ・

砂―(f)（t)：＝ Sa竺ぷ□＋2（N -j)羞f-J-1・} （j = 0,1,．．．，N) 
L匹(f)(t):= 2(-N（入＋ a-1) + j （入— 1+ {)リ）fj

+(N-j)羞h+1+ (N + j)羞Jj-1・
, (j = 1,..., N) 

研’―(f)(t):= 2(N（入＋a-l) + j （入— 1 ＋功））f-j

-(N +j)羞f-J+l-(N-j)羞f-j-1・

ただし'{jt:= t羞(Euler微分作用素）である． j=Oのとき Lば’土=0とおく．
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g=（叩）筐。＝ t(9ko,・ ・ ・，厨）が与えられたとき (9kdE C[t]), gを次のように定

義する：

g = t(9-N，．．．，如）：＝ (.•. 1)g=t(9k2N 9 ・ •.,9k。)．
1 

定理 4.2([15, Thm. 5.2]). NE  N とし，心を

2N 

心＝LUa-kgk)（叶＋い）hkE HomL'(V;N+1, CN,v R Pol(n+)) (4.12) 
k=O 

とおく．このとき， g:= (gk)筐。に対して，次の条件が同値である．

(i)（石(C)@ idicN,v)心＝ 0,VC En'＋・
(ii) Lf，士ほ） ＝ L庄(g)= 0, Vj = 0,..., N. 

次の定理を述べるために，空間三（入，a,N)を

三（入，a,N):~｛如）筐。€會 Pola-K[t]even : 、

>

J

o
o
z
,
 

—-=~ 
⑥
④
。
い

士

土

＿

＿

砂
研
Vj

と定義する．

定理 4.3([15, Thm. 5.3]). 9k E Pola-k[t]even (k = 0, 1,..., 2N)としたときに，常

微分方程式系三（入，a,N)が，スカラー倍を除いて，零でない一意の解 (gk)i篇を持

ち，それが (4.11)で与えられる．

Sol(n五ゲ~N+l汀N,v) を決定するには，空間（3.8) の決定と，微分方程式 (3.9) の

解決が必要である． Lie代数 n+～C3は三次元ベクトル空間なので，（3.9)は三変数
((1心心）の偏微分方程式になるが，（3.8)の任意の元は（4.12)と表せることを用い

ると，（3.9)は常微分方程式三（入，a,N)と同値であることが証明される．偏微分方程

式 (3.9)と常微分方程式三の同値閲係が定理 4.2の主張であり，後者の解を与えるの

が定理 4.3の主張である．

注意 4.4.1ml > N の場合はこの章で説明した証明方法で解決することができる．特
に，微分作用素 L:，士， Lf，土の定義を適切に修正すれば，定理 4.2がm>N場合に
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も成り立つ（この章の序文で説明したとおり， m<-Nの場合は m>Nの場合に帰

着できるため m が正であると仮定して良い）．ただし，この Lj，士， Lf'士が定める微
分方程式系己は m=Nの場合と m>Nの場合とで解決方法が異なり，その解も異

なる．例えば，定理 4.3より， Sの零でない解が存在するためのパラメーターに対す

る必要十分条件は U —入€ Nだが， m>Nの場合にはこの条件が次のようになるこ

とが証明できる：

入€ Zこ1-mかつ vE [1 -N, N + 1] n Z. 

すなわち， m>Nの場合には入，v€ Cが整数でなければ，微分対称性破れ作用素の

成す空間 (1.2)は零になる．
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