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§1 対応諭的考察

量子力学における波動方程式とブラウン運動論におけ る拡散方程式と-の類似

性から,あるいは量子力学における不確定性関係 とブラウン運動論におけ るそ

れ と類似な関係 との対応から,両理絵の間の相互関藤が注目されていたことは

よく知られてい_るo

ってい るものと考えられ るし,1)別な流れは斎藤,並木両氏によって 展開された

研究にみられ る∴ように Wiener帝分 と Feynman横分 との対応と変分原理に基

くブ･ラウン運動論17)q量子化 方であったO2) 一方,量子力学自体についても,,

その描像が検討 され続けてきた (Bohm'aeBroglieJ)5)o
/

schrod_inger方程式

ih叫,/atニー(も2/2品)△少+ u少

や - A exp (iS/あー),(A,S:_real)

を用い るrと,実数部分 と耗虚数部分とに別れ,次の二式にな る.

∂S/at ､+ (1/2m)(∇S)2 十 u -(も2/2m)(△A/A) (1｡a)

= 0

∂A/at + (1/2m)A△S十 (1/m)､▽S･▽A

- 0

(1･b)の方は 2Aをかけ,A2- p とお くと近似なL,ゼ連続の式

∂p/at + diy (P▽S/m)- 0
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となるに_対し, (1･a)には古典論におけ る Hamiltcn-JaCO1)iの式 との対

応がつかない量子ポテンシャ′レ一五2△A/2mAが現われて,様々の論議をよん
だのであった｡結局.古典的対応物は,そしてその古典的解釈は断念されて し

まったかにみえ るが,A (確率損幅 )宇 Py2により確率密度 と関係す るところ

から.拡散虎 との対応が検討 されたのは賢明な,自然なことといえ るであろ う
4)

(F昌nyes)0
≡≡ヨ

密度勾配に関係す る拡散速度 vd_は,拡散方程式

∂p/at + diy(ⅤaP)- 0
･-ペン

･････>

vdl= - DgraJd-Gnp

か ら知られ るように,粒子密度の対勢の勾配に比例す るO そこで,

▽S = mv

-
による力学的速度Ⅴとともに

Cn A - (1/2)Gn p- シも

とおいて

=≡Eコ

▽ri = mlユ

(4)

(5)

(6)

からよりq拡散速度 "完 を導入し串う. これにより. (1･a,良,b)は次式とな

る｡

∂S/8七 十 (/2m)(▽S)2 + u -(1/2m)(▽R)2-(i/2m)△R- 0･

(71a)

∂R/at+ (i/2m)△ S + ( 1/m) ▽ S･▽R- 0 (7･℃)

あるいは,

∂S/at ニ ー mV 2/2- U +mu2/2+(i/ 2)divも ‥(8･a)

∂R/at- 一 mマ･完 - (A/2).div言 L(8･b)
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これ らの両辺の grad_･をとり, (4), (6)により･整理す ると,

m-∂7/at-一m(マ▽)マ～▽u
jm(竃▽)電+(i/2)△芯,メ

m∂G/at-一m▽(言･言)-(ky2)△完
とな るO この連立非線型偏微分方程式を,初期条件,チ(O),言(o)の下に解

くことに帰着したのであるが,依然,量子論的起源のカの項が相互に達磨 しあ

っ七い る｡ 古典的力学の中に (9･a,良,b)と対応す るカの方程式は存在しな＼

いが,Planck定数の 1J次に比例する問題の項が次のようにして 小拡散 カと結

びつ くことがわか る｡

完は元来,拡散の流れ速度 との対応 (5･b)から導入されたものであったO

(5)は,貞由拡散L',9式であるか ら,二種の速度が現われこる術 もないが,それで

も対応論的考察には役立つ｡

∂vd/atニ ー D ど- ∂ enP/at

-D grad･(
div(苛d.P)

ー --｢ゝ -->

- D△va-▽(vd_･Vd_)

であ るから,一㌔--u･ D-h/2mと対応させれば

m∂=/atニ ー (fy2)△完一m▽u2

これが 言=言の場合の (9･t))であ り, (9･a)からは,

m∂=/at- (i/2)△芯

がえられ,自由粒子の場合,当然のことながら

m∂7yatニ ー (m/2)▽u2
=E =

--m(uV)u
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がで ることに,な るO

そ こで,対応論的考察としては,拡散係数 との対応関係

D -A/ 2m

をみておけば よいであろ う｡

量子力学における不確定性関係は,

△p - p-(や,p少)

△ q_-.q_-(少,q車)

ととって,それぞれの 2乗平均根を

く 8p.> - (2(+,△p2少)iy2

く Sq> - ‡2仇 △q2少))1/2

ととり,

<∂二rJ><･8q_> 之 も

( 10)

ヨ iJn

で与 えられ るが,拡散.･T)方から刀不確定性関係は次のようにI)の現象論的定義

式に由来す うものであ E)0

自由拡散の式 (5 ･R .良,b)で,七- 0における密度 p(q_,D)が q_のいたる

処でわか ってい るとす ると,形式解は

p(q_,七)- exp(Dt△)p(q_,0)

- exp(Dも△)J̀dlq'8(q_-q_′ )

× β(q′,o)

-exp (Dt△)J-a.q_′

× ( 2H)~ 5J･且5k expiik( a - q′)チ

× β(q′,o)
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とな り,

p ( a,ち)- (2H了 5J'的 ′J'd.5k exp 巨 Dtk2

- ik(q: q_I))p(q_I,O)

- (4wDも)-2/3J･aq′exp(中 一q′)2/4Dti

× p(q_′,0) I

と求まる0 時間 △もの間7)△q_- q: q′の変位確率が

W(a+△q_,ち/+△七巨 ,七)

- (4wD△七)-%exp ト (鍋 )2/4D△七)

によって与えられているし,これに よる△q_の 2乗平均は 旬条件付平均値"と

して

く△q_2> -J●d(△q)iw(ql+△q_,ち+△一汗 q_,ち)

×△q2

- 2D△七

と求ま るO これは位置空間における拡散定数の現象論的定義 式

2D - く△ q_2♪/△七

(12･a)

(12･b)

とみ られ る基本式で,これに変位の 2乗平均板 く8q> =く△q_2>y2と速度

のそれを <8vクエ くSq_>/△七- く8p>/m (n;拡散子の質量 )とおくと,

2mD - くSq_> く8p> (15)

の形の不確定性関係とな る｡ (15)が (ll)と対応す るものとみなす と■

D - ㌔ m

が理解 さ′れる
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§2 ブラウン運動の運動学的理論

位相空間におけ るブラウン運動の確率過程論は q Langevinの式 "

d_q,/a,七 - P/m
(14)

dp/d一七 ニ ー▽u-EP/ul+ FAヂ(ち).･.▲_

5)
を基礎として展開され るが,これに対応す る拡散式は,Era.mersの式であ るO

∂

前 p(p,q･t)

--〔蓋 (普 )p(p･q,七) ′

･蓋 (H )p(p,q･七)1Eiii

aq/dt-P/m ,

且p/atニ ー▽u-CP/m一㌔ (a/ap) ×

× enp(p,a,t)

ここに Eは抵抗係数であ り,Dpは運動量空間におけ る拡散係数

niJ1)= I kT

であり,kTは統計温度であ る｡

(14トと (15･b)との対応から,ゆ らぎ力と

F-(ち)ニーDp(a/∂p)Gnp(p･q"t)

(15･a)

(15･℃)

(15･C)

(15･d_)

ごつ関係が示唆され,ここには,量子力学にはその対応物がない新しいタイプの

不確定性閑揮

<SF-> く 6pユニ 2Dp⊥ (15･e)

が存在す る｡ (これを足場に力学をつ くれ るか否かは検討す る価値があ りそ う
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に思われ る｡ )

(15･&)は q抵抗力 '-Ep/m と釣合って,

∂

一 ㌔巧言 2n p(p･q)- CP/m

(15･C)に よって,運動量平衡分布

peq(p'- con8t･eXP(-P12m kT,
を成立させるのであるが,これには,Tp- m/(程度の時間を要す るものとみ
られ る｡

七一- m/I3)時間スケ- JVでは
p(p･q･七)- Peg(p)p(q･七)

の局所平衡が成立 し, (15･a)から後に位置空間におけ る拡散方程式が次の形/

に残され ることとなるO

∂p(a ,ち)/a'tニーaiviマdP(a,七)i,

va--D.▽ enP(a,ち)- √ '▽ u(a,七)
≡≡=

この とき

D-kT/(-D℃/ C2

(16･a)

(16･b)

(16･C)

→

の関係があり,全拡散速度 vd.は,拡散子の密度の対数の勾配に比例す る速度
. ･ .
Ⅴ七-L D▽ enp と外力に よって流され る速度 vm--了 1▽ llとの和とな るo

La.ngevinの式 と'=7)関連わもとにのべ ると,Kramersの拡散過饗は

･ 的 - (P/m)d･t

･J dp- - ▽udLt- I(P/m)輿 +d･p(ち)

(17)

において･P(t)が分散 Dpを有す る Wiener埠程であ り,位置空間IKおけ る拡

散過程は
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d.q= '- { '▽ U a_i+ a_a(t) (18)

において 屯(七)が分散 Dを有す るWiener過程であるといえるO (17)から

(18)への移行は運動量緩和時間 m/Iより大きな時間をとったとき (17)で

力の釣合い -▽ U- I(P/m)が成立す るq痩限速度 "P/m- - r l∇ Uで拡

散子は系統的に流れ るものの,依然,その速度は極限速度のまわ りにゆら ぐも

のとみているのであ る｡

ここで前向きの平均時間微分 .I)Jを

q_(七+△七)- a(t)

△七一0+ △ t

= i(f)( a,t)

- - 了 1▽U (q_,t)

Dfq(七)ニ Pim <Ĵ_′-～I

(●.●(18))

のように定義し,後向きJ)平均時間微分 Dbを次式で定義す るO

__q_(七)- q_(もー△七)
Dl〕q(ち)= eim く

△七一-0+

= 7 (b)( a,i)

△ t

(19･a)

(19･b)

前向き速度 ず )(q_,i),後向き速度 Jv(b)(q,日 の導入により,これまで

･.-.7)

的 =Tl(I)(a,七)a t +棉 ( 七)

に加えて,

aq_--V(b)(a,ち)dt+ aa,(七)

をとり,それぞれに対応 して拡散方程式

∂p/at--diy (ぜ p)
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ブラウン運動論と量子力学

(21･℃)

が成立し,前向き,お よび後向き拡散速度は ＼

音 )- - D▽2nP.1f' (2.,･a,

寺㌘ _- +D▽enp ' 豆b' (2.,･b,

である｡ ここに q(ち)∴QJ′(七)は同じ分散 r)をとるーものとしたが,ず )幸市(b)
→個

であ り,7(I),とⅤ との関係は次の間題となる｡ (21･a & t,)および (21′･

a& ℃)から次の対称化された形の拡散方程式の組がえられ る｡

∂p/at--div(ぜp･',

∂p/at≡-diy (肯 )p)

こ こ に

→佃 ＼

Ⅴ且- (1/2)(守 )+vib))

- (1/2日 守(ど)+守(t･)),

宵 )- (1/2日 ぜ )言 ib))

= - D▽PnP+ (1/,)(# ｣ 青桐 )

(22Ia)

(22･℃)

(22′･a)

(22′･b)

ところで物質の保存則としての連続式は.(22′･a).に対す る ｢22･a)のみで

あ り,明らかに

ーH

Vd.- O

従って

(1/2)(ポ 烏 個 ,- D▽Pnp

(25)

(24)

これがぜ封と苛個 との関係を与え 絹 であり, (22′･a)と (24)とをそれぞ
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れ l

全移動速度 ≡ Ⅴ

- (''i)(# )･+V(b))
)

純拡散速度 ≡ u

= (1/o)(普 )_育(t))∠.

= B ▽.enp

として定喜連,導入す ることとす う O
-･-･ゝ

まず u についてそ/の時間変化は

一････････.I

∂u/at.- D▽∂釦 p/∂七

- ｡▽巨 div(マp)/p)
→ ---･> →

- 一〇△Ⅴ-▽(Ⅴ･u)

(25･a)

(25･℃)

(26)

と求 薯 ろ ( /̀ (22･t･::･･), (25･a))O

次に T;J7時蘭変化 とであ ･bが,い ま位麿座壕 q_について 2次微分まで連続

かつ有界な任意関数 f･(q沃 )に対 し,前向きお よび後向き二つ芙賃'時間倣分 DA⊥

お よび Dbを僻 目させ E,と状のようにな るo

Dff,a,･t)- (∂/at+# ).▽+iD△)ど(q･七),

% f,q/L)- (∂/at+普 )▽-D△)I(a.t)
(27)

時蘭反転に対す る対 称 性 を保つために ,-V(I),マ個 に対しては次しっように作

用 させ る｡

→(b)

DAV -(a/∂七 +ヂ )･▽+ D｡)#b)

Dbヂ )- (8/at+# )･▽-D△)# )
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これらにより,外力 と釣合 うべき ドリフ トの平均加速度を次q).ようvL導入す

る｡L

a(七)-- (1/2)(DAヂ )･D謹 ))
~~>

lヒヨ

- (1/2)(DfDb + DbD･_f)a(ち)

(28)に より (29)は次のように表され る｡

=(I)- a/at((# ).db))/2i

+ (.'2)(47'▽御 .言'f･'▽7m',

- D△i(7(I)-郵 /2‡
→

Lj ~,:･′圭
=≡ヨ

ー D△ u

ー → 一･十 一一事
+ Ⅴ･▽Ⅴ-u･▽ u

こ′九を並べかえて求めていた次の式がえられ るo

→

∂V/a七三a伸 一Ⅴ･▽Ⅴ+u･▽u+D△ u
→ 一 一 -ゝ 一 一

_一>-･斗
Ⅴ,uともに非風 転性であるから,ベク 日レ公式

(29)

(50)

(51)

ー -･･･事 ー
(1/2):gr組 r2 - (了×rct γ)+γ･▽γ

の右辺第 1項は消える｡ (-.5日 はカのバランスの式であ り,

m∂7/at - m言 - (m/2)grad V2

十 (m/2)gr姐 u2十 mDgraadivT; (52)

の右辺第 5,第 4項は純拡散の流れの運動土ネ/レギ･一によるカ,および純拡散

の流れの速度ポテンシャルとで もいわれ るべ き一 mDaivu-mI)2a_ivgrad_
-I.-

Cnp に由来す る力で ある｡ (52)と連立に (26)からのカのバラ.3/スの式
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m∂7/atニ ー mDgra且aiv音
. .

- m grad.Ⅴ･u (55)

は力学的な力ではな く純拡散カのバランスで (連続の式に登場する拡散子の )
--}

全流れによる速度ポテンシャル 一 mDdivvから受ける力と.u- Dgrad_
→

Pnp と V･とのカップ リングによる力とが寄与す るO

刀- i/2m

m言- -grad.U(qI,七)

および

( 10)

(54)

とお くことによ り, (52), (55)は,SchraeLinger方程式からの (9･a 良

t')と ｢完全に｣一致す る.か くして ｢ミクロの論理｣-量子力学 (ただし,

その非相対論的段階において )徳,究全な対応づげのもとに ｢マクロの論理｣

-狭義の拡散過程 <モEinstein-SmoluchowSkiprocess"の kinematics

の中に等価なパターンを見出したことが認められ るo前者の論理が含む ｢観測

にまつわ る主観的確率｣が後者の論理が含む ｢外界から拡散子に及ぶ不可避的,

無秩序な擾乱に基 く客戒的確率｣の概念の中に何 らかの調和を見出すのではな

いか? これが Wienerの d-ifferential s.paceの理論の基本思想であーる

のかもしれない ｡ 力学があって stocha.stic壬)hencmenaが成立す るのか,

あるいは, st,ccha.sticmechanicsがあって mechanicsが現われ るのか

- wienerは後者に足場をおいて議論を展開 してい るように思われ るが,

wienerprocessを力学化してみ ると,Schradingerの波動力学からの

t宅causal interpretaticn (f3ohm)"が完結す らことがわか ったといって

よいと思 う｡

§5 問 題 点

i)拡散子の平均加速度言(七), (29)あるいは (50),として何が出たのか

?
Einstein-SmollユChcwskipr〇cE.･SSとしては (50)の右辺がその内容で
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ブラウン運動論と量子力学

あるとしか言えない｡

Newtonの法則 m言ニーgrad_Uによってポテンシャ 'V力と結ぶことによ

り, (52) と (9･a)との対応が完結 したが,この対応が正確に成立す るのは,

この E.-S.processではな くて, (17)の Ornstein-Uhlenl)eck

prccessであ る (科学史を尊重すれば Langevin-Kra･mersproceSSと

言 うべきだ と思 う)o (17)に DilDb を作用 させ ると明らかに,,⊥I

Dfa(ち)- D招 (七)-P/m,

m~lDbP(ち)ニ ー▽U/m-I(P/m),⊥

m-1D℃p(ち)- -▽U/m+I(P/m),

∴言(七)- (2m)-1(DIP(七)+Dも p(七)‡ /

--vu/m

が成立す るO このことからも, 0.-U.processの 8tOChasticmecha-

nicsをつ くることは興味がある｡

量子力学の形成時期におけ る

幾何光学 - HaHiilton-gacOlつi形式

ー 豊 の力学 豊

の対応の図式を想起すれば,次のようなことにな りそ うであ 5'｡

Einstein

過 程

･書

Ornstei.n

-Uhlent)eck

過 程

こく .=~

schr払inger Eq.

巨
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ii)量子力学 と拡散過程 との不確定性関.係が, D-i/2mの対応関係を一応
成立させてい るかにみ え らが,

,く△q2>/2△t-i/2m

とい う拡散定数は何を意味 してい るのであろ うか ?

これかこ対す る¶物性論的解答 "は意味がなさそ うであるが, q物性論的措像"

は与える価値があ りそ うに思われ るcI- mkT/A-mリとい う抵抗係数が何

との摩擦によって生 じ, Ljとい う振動数は何が与えてい るとみなし,さらに拡

散 というマクロな過程の質的特歓 ｢不可逆性｣はどうな ってしまったのか,等

々｡

~2'Jに少- 甲eXPiii)波動光学から幾何光学に移 る際に も,例えは △少-.i

(-ia)七)さらに p- A exp(2方iS)ととると,必ず (▽S)2- 了2+

(△A/A); 姐Ⅴ(A2▽S)-Oの形,従って (△A/A)の項が軌 bれ るO

通常は 鋸/aq～ Eとして (△A/A)～ (e/i)2 として波長に比 して媒質
の不均質性 Eが十分′トを考えて無視す うので あるが,Bohmの義子ポテンシャ･

//と軌を一に し七お り,従って,拡散の kinemati(,,Sで解釈で きそ うであるO

この連はそ うではな く,例えは .▽JSA - P/h -～/2m(E-U)/h- 1/A,

位相速度 u-hy/p- E/V'2m(E-U)で波動方程式に移行 しうるわけであ る

から.其実の問賂 魚は,少- exIL:,(fi/も) exIP (iS/A)と強制す る処にあるo

豊子力学の物性物理的措鹿の確定が,即, calユSal 工nterpretationの探究

だとすれば BrcwnianM○verrlentは依然興味あ る描像と問題 とを提起してい

ると言えそうであ る｡ 光量子の粒子一波動 2重性 を明快に示 して くれた (LLU;in-

steln,1909)のもゆらぎの理論であったことを想い起す と一層の興味がわ

くように思われ るO

(昭和 44年 8月 5日夜｡TVは自民党に よる大学措置法強行採決を報じた)
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