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直線上の 2サーバーオンラインマッチング問題に対する

貪欲アルゴリズムの競合比解析＊

1 はじめに

佐竹誠 t
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オンライン間題ば情報が時系列で与えられ、アルゴリズ

ムはその時までに与えられた情報のみを使用して意思決定

を行う間題であり、決定は後で変更することはできない。

オンラインメトリックマッチング問題 [3]はそのような

オンライン問題のひとつである。サーバーと呼ばれる事前

に与えられた頂点の集合と、リクエストと呼ばれる時系列

で与えられる頂点の集合間のマッチングを求める。距離空

間は問題で規定されており、マッチングには頂点間の距離

と等しいだけのコストがかかる。リクエストを全てマッチ

させつつ、コストの和を最小化することが目的となる。こ

れを一般化した問題として、サーバーが容量を持ち、その

個数までのリクエストとマッチできるオンライン輸送間題

[3]がある。距離空間を直線に限定した開題は直線J-.のオ

ンライン輸送問題 [1]と呼ばれる。文献 [1]はこの問題に

対して、サーバーの数を K個とすると、貪欲アルゴリズム

の競合比が 4k 以下であることを示し、さらに k~3 の場

合に競合比が K以下となる Optimal-Fillアルゴリズムを提

案した。

本論文の結果本研究では、直線上のオンライン輸送問題

で k=2の場合を扱う。本論文ではまず貪欲アルゴリズム

の競合比が 3以下であることを示した。これは文献 [1]の

結果を k=2の場合に 8から 3に改善したことになる。ま

た、任意の決定性アルゴリズムの競合比が 3以上となるこ

と、すなわち貪欲アルゴリズムが最適であることを示した。

関連研究直線上のオンライン輸送問題で、各サーバーの

容量が 1である特別な場合として直線上のオンラインマッ
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チング問題 [4]が研究されている。この間題に対する競合

比の現在最良の下限は文献 [2]で示された 9.001であるの

に対し、上限は文献 [5]で示された RobustMatchingアル

ゴリズムの 0(logn)である。

2 定義

まず直線上の 2サーバーオンライン輸送開題を定義す

る。サーバー SL⑬R(E R,sL < SR,SR -SL= 2d)が事前

に与えられ、それぞれ容量を持っている。 2つのサーバー

の容量の合計は nであり、各サーバーは容量個までのリ

クエストとマッチできる。リクエスト数も nであり、時系

列で与えられるリクエスト集合を R = r1,r2,・・・,rn E良

と書く。リクエスト nとサーバー sxのマッチングには

d(r;, sx) = Ir; -sxlのコストがかかる。リクエストがアル

ゴリズムで sx、最適マッチングで Syとマッチしているこ

とを〈sx,sy〉と表記することがある。

アルゴリズムの性能評価には競合比という指標を用い

る。入力げに対するアルゴリズム ALGによって求められ

るマッチングのコストを ALG(び）、最適マッチングのコス
ALG(u) 

トを OPT(び）と表記し、 Rate(び）＝ と定義する。OPT(u) 

このとき ALGの競合比が cであるとは、任意の入力 rに

対して Rate(び） :S: Cが成り立つことをいう。

直線上の 2サーバーオンライン輸送間題に対して、リク

エストが到着した時点で容量が残っているサーバーのうち

近い方にマッチさせる貪欲アルゴリズムを GREEDYと表

記する。ただしサーバー間のちょうど真ん中のリクエスト

はSLにマッチさせるものとする。

3 競合比解析

3.1 GREEDYの競合比解析

紙面の都合上証明は適宜省略する。

補題 1.(-oo,sL), (sR,+oo)にあるリクエストを含むよう

な任意の入力列げに対して、そのようなリクエストを含ま

ないかつ Rate(び'):2: Rate(び）を満たす入力列ぴ’が存在
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する。

GREEDYが最初のリクエストをマッチさせたサーバー

に容量が尽きるまで後続のリクエストをマッチさせ続ける

ような入力列を片側優先的と呼ぶ。

補題 2.任意の片側優先的でない入力列げに対して、

Rate(cr')~Rate(cr) を満たす片側優先的な入力列ぴ’が

存在する。

以上の補題を用いて定理 lを証明する。

定理 1.GREEDYの競合比は3以下である。

証明．最初に、 2つのサーバーの容量が等しい場合のみを

解析すれば十分であることを示す。サーバーの容量が必

ずしも等しくない入力を Iとし、その入力列をぴとする。

これに対し、サーバー容量が等しい入力 Iとそれに対す

る入力列けで、 Rate(cr)~Rate(げ）を満たすものを構

成する。入力列ぴのなかで GREEDYとOPTで同じサー

バー sxにマッチしているリクエストがあった場合、それ

を削除した入力列を er'とし、 sxの容量を 1減らした入

力を I'とする。 I'においてぴ’の各リクエストに対する

GREEDYとOPTの振る舞いは、 Iにおけるげに対する振

る舞いと同じである。従って Rate(cr')~Rate(cr) が成り

立つ。この操作を GREEDYとOPTが同じサーバーに割

り当てるリクエストがなくなるまで行った結果を I,CTと

すると、 2つのサーバーの容量は同じになっており、かつ

Rate(cr)~Rate(び）の条件を満たす。

したがって、リクエスト数を 2m、各サーバーの容量を m

とできる。補題 2より前半の m個が〈S£,SR〉で後半の m

個が〈SR,SL〉であるような入力列ぴを考えれば良い。前

半の m個のリクエストの SLとの距離を dL;(i = I, 2, …, m) 

とし、後半の m個のリクエストの SRとの距離を dRi(j= 

1, 2, …, m)とおく。補題 1より dL; ~d (i = 1, 2, …，m)であ

り、後半では SL の容量が 0 であることから d凡 ~2d(i= 

1, 2, …，m)である。ここでS=L応仇+L戸d約とおく
と S~3dm を満たす。以上より、

江 1仇＋巧贔d凡
Rate(び）＝
L応(2d-dL;)+窃~1(2d- dい
S 1 
＝＝  
4dm-S 4dm 

~3 
s 1 

となるため、 GREEDYの競合比は 3以下である。 ロ

3.2 任意の決定性アルゴリズムの競合比解析

定理 2.任意の決定性アルゴリズムの競合比は 3以上で

ある。
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証明• SLの容量を K、SRの容量を n-kとする。まず最初

のk-I個のリクエストを SLに、 n-k -I個のリクエス

トを SRに送る。これらのリクエストを OPTはそれぞれ全

てSL,SRにマッチさせる。ここでALGがそのようにマッ

チさせないリクエストが存在したとすると、アドバーサリ

は残りの 2つのリクエストを SL,SRに 1つずつ送ること

でOPTのコストは0、ALGのコストは0より大きくなる。

つまり比が無限大の入力列が提示できた。次にアルゴリズ

ムが全てのリクエストを OPTと同様にマッチさせた場合

を考える。次の 1 つのリクエストを~且に送る。このリ

クエストを ALGがマッチさせたサーバーを sx、残った

サーバーを Syとする。 OPTはSyにマッチさせ、その後

アドバーサリは sxの位置にリクエストを送る。 ALGはそ

れを Syにマッチさせるほかなく、 OPTはsxにマッチさ

せる。この入力列の比は竺r4= 3となる。以上より任意
の決定性アルゴリズムに対して比が 3以上の人力列が存在

することが示せたので、競合比は 3以上である。 ロ

4 今後の課題

今後の課題としてサーバー数を K個に一般化した問題が

考えられる。この問題については競合比の上限が文献 [1]

で研究されているが、下限については解析がなされてい

なし‘。

謝辞．本研究は JSPS科研費 JP16K00017の助成を受けた

ものです。

参考文献

[l] A血 edA.R., Rahman M.S. and Kobourov S.: Online 

facility assignment, Theoretical Computer Science, to 

appear. 

[2] Fuchs B., Hochstttler W., Kern W.: Online matching 

on a line, Theoretical Computer Science, Vol. 332, pp. 

251-264 (2005). 

[3] Kalyanasundaram B ., Pruhs K.: Online weighted match-

ing, Journal of Algorithms, Vol. 14, Issue 3, pp. 478-488 

(1993). 

[4] Kalyanasundaram B., Pruhs K.: Online network opti-

mization problems, Online Algorithms. Lecture Notes 

in Computer Science, Vol. 1442, pp. 268-280 (1998). 

[5] Raghvendra S.: Optimal analysis of an online algorithm 

for the bipartite matching problem on a line, Proc. So CG 

2018, pp. 67:1-67:14 (2018). 

Copyrightc2020 Information Processing Society of Japan. 
All Rights Reserved. 


