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1 はじめに

以下では今回の講演で紹介できなかった Fock加群の特異ベクトルに関す

る比例定数公式の別証明について紹介するこの公式の証明は [4]において
Virasoroの特異ベクトルのアーベル化の公式を用いて与えられている今回

の研究では比例定数公式の共形場理論を用いた別の証明を得た．証明で重要

になるのは [6]で導入されたローラン対称多項式の空間上の内積である．その
論文ではヤング図形が互いに異なる Jack多項式の直交性が証明なしに用い

られているが今回の研究でその証明を得たので簡単に紹介する．この比例定

数公式やその証明の道具は正の有理レベルにおける Fock加群の構造や sl2型

の拡大w代数の表現論[6]を調べるのにきわめて重要になる．

2 自由場の理論

この章ではHeisenberg代数と呼ばれる無限次元Lie代数とそれから構成さ

れる共形場理論について [6]に従って簡単に説明する．

IC= C(t）をt変数有理関数体とし 0を次で与えられるKの部分環とする

f 
0 = { ¼ I f, g E C[t], g(O)ヂo}

以下では R=IC,O，または Cとする．

定義 2.1.

1. nU(b土）と社「(b。)を冗上の::£-gradedな多項式環

冗U(b土） ＝R[b士1,b土2,...l, 冗U(bo)= R[bo] 
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とするただし加の次数を degbn= -nとした．

2. R 上の Z-graded結合代数を

糾 (b)＝糾(b_）飯砂(b』

とおく．ただし娼は次数ごとに完備化されたテンソル積とする． nU(b)

上に次で代数の構造を入れる：

[bm,b』=m心，ーn・ id, m, n E Z ¥ {O}. 

3. Heisenberg代数 nU(b)を交換関係

[bm,b』=m心，ーn・id, m,n E Z 

を満たすZ-graded結合代数として次で定義する：

社「（b)= nU(b) Rい?U(bo)-

定義 2.2.(3 ERとする．

1. R 1::の左 Fock加群 R凡を最高ウェイト gを持つ左 nU(b)加群とし
て次で定義する：

関係式

b。1(3〉＝(3 |(3〉， bn I(3〉＝ 0,n 2: 1 

を満たす最高ウェイトベクトル位〉に対して冗上のベクトル空間の

同型

が成り立つ．

nU(b_)→迂f3

P日 PlfJ〉

2. R上の右 Fock加群辺窄を最高ウェイト fJを持つ右 nU(b)加群とし
て次で定義する：

〈(3|b。=(3〈(3|， 〈(3|b_n= 0, n 2": 1 
を満たす最高ウェイトベクトル〈(3|に対して冗上のベクトル空間の

同型

が成り立つ．

砂(b』→冗F〗

Pf---+〈(3|P
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3. R凡と R窮との間に次の自然なペアリング

〈|〉汲窮 Xn凡→R

が任意の¢€以窄， U € R凡と PEnU(b)に対して

〈f3f3〉=1' 〈cf>Plu〉=〈c/>IPu〉

を満たすように唯一つ決まる．

4． ゼロモード b。の共役0を交換関係

[bか bl＝似，oid

を満たすものとして定めるこの時 1€ 冗に対してぴは次の nU(b_)
とnU(bけと可換なシフト作用素を定める．

e 袖．:R凡→ RF/3＋'Y' 

l/3〉f---7l/3 + I〉

定義 2.3.

1. b(z)を{bn}nEZの母関数として

b(z) = L似Z―n-1
nEZ 

とおく． b(z)は次の作用素積展開(OPE)を持つ．

1 
b(z)b(w) = ~ + ・ ・ ・. 

(z -w)2 

2. a。ERに対してエネルギー運動量テンソルを

1 
T(z) =う(:b(z)2 :＋疇b(z))= L LnZ―n-2 

nEZ 

で定義する．この時モード {Ln}nEZは中心荷電 Ca。=1-3碕のVirasoro
代数を生成する

3.中心荷電Ca。の冗上のVirasoro代数の普遍包絡環をRU(£)とおく．左
Fock加群冗恥は左RU(£)加群となり最高ウェイトベクトル 9〉は次の
関係式を満たす．

L。|0〉=hf3位〉，

ただし加＝fJ(fJ -ao) I 2とする．

Ln I(3〉＝0, n ~ l, 
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次に場cp(z)を
^ b 

rp(z)=b+b。logz ー L~Z―n
呼 On 

で定義する． OPEは

<j;(z)<j;(w)=log(z-w)+・・・. 

で与えられる．

定義 2.4.f3 E冗に対して場V{3(z)を

Vf3(z) =: e{3<j,(z) := e{3bz{3boV{3(z)' 

Vf3(z) = e{3区立1干Zne―{3区立1舟z-n

で定義するただし z(3bo= e(3bologzとする．

命題 2.5.(3 E冗に対して場V(3(Z)は以下の性質を満たす．

1. 1 €冗に対して Vf3(z) は Fock 加群の間の写像

Vf3(z) : n凡→豆い[[z,z―l]]z的

を定義し，任意の lu〉€ R凡，〈¢|€叫窄日に対して

〈</JIVf3(z) lu>€ z(3TC[z,z―1 l 

を定める．

2. T(z)とV(3(z)のOPEは次で与えられる：

加 1
T(z)Vf3(w) = ~Vf3(w) + ~oVf3(w) + ・ ・ ・. 

(z -W)2 Z - W 

3.均，．．．，9k€ Rに対して

n鳳(zi)= e~7=1 f3ib IT zfibo ITに―Zj)f3泣j : ITV 13Jzi) 
i=l i=l l::c;i<j::c;k i=l 

が成り立つ．ただし

k k : IT▽fJJzi) := IT砂区吟1干zfe―fJぶ立1干z;_-n.
i=l i=l 
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3
 
ツイスト deRham理論とセルバーグ積分

冗を KまたはCとするこの章では [1],[5]に基づいてツイスト deRham理論
とセルバーグ積分の関係について簡単に紹介する．

mEZに対して Cmの中の超平面

m 

恥＝ l)(Yi= 0心（Yi-l = 0) U (Yi -Y} = 0) 
i=l i=l lSi<jSm 

を考える．

m;::: 1に対して複素多様体Ymを

Ym =(Cm¥ Dy= {(y1,..., Ym) E (C叫Yi=J YJ, Yi =J 0, 1} 

で定義する． p,O",TE冗に対して Ym上の多価正則関数

叫 p，び，T;y)=＂研 (l-y『 II(Yi―” 
i=l l::,:i-f-j:::;m 

を定義するこの多価関数から定まる対数微分を

m 

叫 (p,rY,T)= d logGm = I:(f-び）叫＋
i=l Yi 1 -Yi m

 

VI 
j
 

＜＿ 
区べー
dyi -dyj 
T 

Yi―約

とおく．この一価な一形式はツイスト微分

▽五(pp,T)= d＋叫（p,CT,T)八

を定める． n•(*Dy) を Ym 上で正則な有理微分形式の全体とし (O•(*D砂▽Wrn(P，び，T))
をツイスト deRham複体とする．

R上の局所系叫袖(p,CT,T)を

▽五(p,D',Tif(y)= 0 

の局所解全体とする． RLの双対局所系叫ば(p,CT,T)を

▽-Wrn(P,rJ,Tif (y) = 0 

の局所解全体とする．この時以：羞(p，び，T）係数のツイストホモロジ一群Hp(Ym,RL羞(p,CT,T))
と豆如(p,CT,T)係数のツイストコホモロジ一群

庄 (Ym汲ら(p，び，T))= Hom叫凡(Ym)忍菜(p，び，T)),R) 
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が定まる．ツイスト deRham理論からコホモロジ一群の間の同型

印 (Ym，忍ぶ(p，び，T))'.:::'HP（げ（＊D砂▽Wrn(p,a,T))

が従う．

対称群6mがコホモロジ一群HP(O・(*Dy)，▽wrn(p,a,T))'.:::'HP(Y,加以如(p,O',T)) 
に作用しているこの作用に関してコホモロジ一群の反対称の部分空間を

印 (Ym汲ら(p，び， T））的，一

とおく．

パラメータ p,O',Tが適当な条件を満たす時次の定理が従う．

定理 3.1.pぶ TERが次の条件

d(d+l)T(/:Z, d(d-l)T+dp茫Z,d(d-l)+dび(/:z, 1さd::;m 

を満たすと仮定するこの時以下の性質が成り立つ：

1.ツイストコホモロジーの次元が以下のように定まる [1].

dimR印 (Ym汲ら(p,O',T))= 0, p =} m, 

dim以杓(Ym汲ら(p,O',T)) = ml, 

dim以!m(Ym汲ら(p,O',T)）的，―＝ 1.

2.艮m の中の m次元単体

△m = {1 > Y1>加＞．．．＞如＞〇｝

から構成される非自明なサイクル［△m(P,O', T)] E Hm(Ym汲£孟(p,a,T))
が存在し多価関数Gm(P,a,T;y)の［△m(P,O",T)］上の積分が以下のセル
バーグ積分で与えられる [5].

品 (p,a,T)=J Gm(p,(J"，T;y) 
dy1 ・ ・ ・ dym 

［△rn(P,a,T)] - -Yl ・ ・ ・ Ym 

1 
m 
f(l + iT)f(p + (i -l)T)f(l十O'+(i -l)T) 

＝元リ 「（1＋噸(1+p+0+（m+i-2)T)

次に NEZ>。に対してびの中の超平面

N N 

D = LJ(zi = 0) LJ (zi―Zj = 0) 
i=1 1<i<j<N 
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を定義するこの超平面に対して N次元複素多様体

応＝が＼D= {(zい・..,zN)E〇 |Zi-/=Zj, Zi-/= O} 

を定義する

KER¥Qに対して XN上で正則な多価関数

応 (z;K)= IT (1-~r 
1:Sifci:SN 

Zj 

を定義する

応 (z;K)の対数微分

喫 (K)= d log応 (z;K) 
N 

＝代と d(zi -zj) + (1-N)K dzj 
1:Siヂj:SN Zi -Zj 

と
j=l Zj 

に対してツイスト deRham 複体（げ(*D) ，▽N(K)）が定まるただし o•(*D)
はXN上で正則な有理微分形式全体の空間とする．
応 (z；氏）から定まる局所系及び双対局所系をそれぞれ叫：N(K),叫芯(K)
とおく．忍芯(K)係数のツイストホモロジー及び叫：N(K）係数のツイストコ
ホモロジーをそれぞれ

凡（ふ，R£t(K))'HP（ふ，Rら（K))

とおく．ツイスト deRham理論によりコホモロジーの間の同型

印 (XN汲ら(K))c:::: HP心(*D)，▽ぶ（氏））

が従う．

ここで新しいパラメータ z,Yi,...'YN-lを

釘＝ z,均＝ ZYi-l,i = 2,..., N 

で定まるものとして定義する．これに対応して UN(z;K)は次のように変換さ
れる．

N-1 
応 (z,zy1,..., ZYN-1; t,,) = IT虻―N),.,,(1-y』加 II (Yi -鱈

i=l 1:S::if-jさN-1

=Gい ((1-N)K,2い）

Kiinnethの公式を用いると

HN(XN汀~£'fv(r;,))'.::::'. H1(C*, R)@ HN-1(YN-l汀こ£えー1((1-N)K, 2K，K)). 

というホモロジ一群の同型が従う． 21rib]E H1 (C*'R)を原点回りのサイク
ルから定まるホモロジー類とする．
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定義 3.1.[fNに）］と［尼v(t,,)］を

応 (t,,)]= 
［△N-1((1 -N)t,,, 2,,,,，,,,,) l 
SN-1((1-N),,,,, 2,,,,, K,)' 

『Nに）］ ＝ ［,l X ［fN(t,,)] 

で定義する定義から次が従う．

J応 (z;K,)"~=1 
[rN（ん）］ i＝1 祐

ここでR[zf,...,z点］(5Nを冗係数のローラン対称多項式環とする．

定義 3.2.f E R[zf,..., z点］(5Nに対してR上の線形写像

〈〉1:: R［平．．．，z点］6N→冗

を以下で定義する：

N 
dzi 

〈J(z)〉： = J応 (z;t,,)f(z) p ~. 
[rN（ん）］ i＝1 Zi 

fE冗[zr,...,z点］6Nに対して了ER[zr,...,z点］6Nを

J(z1,...,zN) = J(z11,...,z計）

で定義する．上の線形写像に対して以下の命題が成り立つ．

命題 3.3.

1. 〈1〉:=1

2. 〈f〉:= 0 if degfヂ0
3. 〈f〉:=〈『〉:.

4 Jack多項式

冗をJCまたはCとする以下では [3]に合わせて Jack多項式の理論を簡単に
紹介し，［6]により導入されたローラン対称多項式の空間上の内禎について詳
しく説明する．
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R上の N変数対称多項式環を炉＼N = R[x1,...,x刈応とお<.N>M
に対して nANから知＼Nへの写像PN,Mを

PN,M: nAN→炉＼M

Xi→Xi i:::; M 
X戸→ 0i > M 

で定義するこの写像から無限変数の対称多項式の空間

冗A＝血nAN
N 

が定まる．全射準同型

PN : nA→炉＼N

をPNに） ＝年（1:S i :S N), PNに） ＝0 (i > N)として定義する．

ヤング図形入＝ （ふ，極．．．），ふ 2 入22:···2:0 に対し，次数囚＝ ~iAi
と長さ l入＝ ＃｛i；入＞〇｝が定義される．ヤング図形の各boxs=(i,j)
(1:Si:Sl入，l:Sj:S入t)について

叫s)＝入i-j

l入(s)= >.1 -i 

が定義される．

a¥(s) = j -1 (arm length, dual arm length) 

l¥ (s) = i -1 (leg length, dual leg length) 

ヤング医形の間に dominantorder と呼ばれる部分順序入~µが

n n 

入~µ←こ入ここ几， n= 1,2,... 
i=l j=l 

で定義される ヤング図形入対して

P入(x)= p叫x)p叫x)• ・ ・ E炉＼

とおく．ここに四(x)は無限変数の幕和対称関数pパx)＝区OOi=l 砂であるま1、

た無限単項対称式

叫 (x)=ど炉
aE6=入

が定義される
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定義 4.1.K E R ¥ {O}とする．任意の分割入に対して対称多項式の空間炉＼

内積（，）んを

('),.,, :炉＼RRRA→冗

伽(x),Pμ(x)）ん→ふ，μZ是

で定める．ただし

Z入＝ITim;（入）九（入）！
i~l 

加（入）＝＃｛j;ふ＝i}.

定理 4.1.K E R ¥ Q:s;。とするヤング図形入に対してハ(x;K) E nAで以下
の性質を満たすものが唯一存在する．

1. (P入(x;K), Pμ(x; K)),.,, = 0 if入ヂμ

2. p心；K)=叫(x)＋区入＞μU>,,μ(K)m土）， U入μに） € R． 

この定理の性質を満たす凡(x;"') E nAを分割入に対する Jack多項式と
呼ぶ

定義 4.2.N変数対称多項式の空間炉＼N に以下の内積が定義できる．

（，悶：炉＼N 露炉＼N →R 

such that 

J 
N 

(f, g)~ =応（z;K
dzi 

-1)了(z)g(z)IT―.  
[rN(K)］ i=1 Zi 

この内積と Jack多項式との間に次の定理が成り立つ．

定理 4.2.K, E R ¥ Q:<:::。とする．長さがN以下の二つのヤング図形入，μに対
して次が成り立つ．

(P入(z;氏），几(z;K,))1:＝ふ，μ
bf(K,) 

b入休）＇

叫 (s)+ l入(s)＋1 N＋叫（s)-l~ (s) 
b心）＝rr

sE入
叫 (s)+ l入(s)+K,

'bf (K,) = IT 
sE入
N + (a~(s) + l)K, -l~(s) -1 ・ 
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注意 4.3.Macdonaldの本では次のトーラス上の内積が定義されている．

〈f,g〉ん＝責1](z)g(z)△(z; K)dz, for f(z), g(z) E R[zr,..., z喜l応
ただし△(z;K)=ITサj(l-ZiZj-l)lパであり

T = {z = (z1,...，均v)E cN I I zi I = 1, 1 ~ iさN}

とするこの内積に関して次が成り立つ．

bf（K) 
〈ハ（z;K), Pμ(z; K) >~ = CNO入，μ l（入），l(μ)~ N 

b入(K)'

bf (K) = IT N+叫（s)-l~ (s) 

sE入
N + (a~(s) + l)K - l~(s) -1. 

ただし
1 

似＝苅［△（z;K)dz. 

正規化定数を除いて定理4.2の内積と一致することに注意する．

定理4.2の証明を述べる前に次の重要な定理を挙げる [2].

定理 4.3.pぶ TE冗＼ふ。定理3.1と同じ条件を満たすとする．この時

I入，m(P,O', T) = 1 凡(y;T―1凸（p,O',T;y)dy1 ・ ・ ・ dym 
［△（p,a,T)] ・ ・ Yl ・ ・ ・ Ym 

の値が

m 

I入，m(P,O', T) =い（T)ITr（入＋p+ T(m -i))r(l +(J'十T(m-i)) 
r（入＋l+p+(J'十T(2m-i -1)) 

i=l 

で与えられる．ただし

V>..,m(P, O', T) = IT r（入。一入j+ T(j -i + 1)) 
l~i<j~m r（入―ふ十T(j-i)).

特に入＝0の時I。,m= Sm(P，び，T)となりセルバーグ積分と一致する．

定理4.2の証明．互いに異なるヤング図形に関して直交性

(P入(z；K),Pμ(z；氏閃＝O 入ヂμ,|入|＝|μI, 
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が成り立てば(P入(z;K), p入(z;K)）：の値はPieriの公式を用いて帰納的に計算
できる詳しくは [3]の第VI章を参照して欲しいこの直交条件を示すために
解析的な議論を行う必要がある以下に概略を述べる．

KE  K¥Cとする異なるヤング図形の組（入，μ）で

(P入(z;K), Pμ(z；氏））1:#〇入＃μ,|入=|μI 

を満たすものが存在すると仮定する．（P入(z;K), Pμ(z; K)悶は KEK¥Cに関
して有理式であるから，ある正の整数k=K―1lt=t。で

(P入(z;k―1),Pμ(z;k―1)）心ヂ 0

を満たすものが存在する．ここで次の積分を考える．

I(s, K) ＝ f f U(z; s + k)凡(z;k―1)几(z;k―1) " dz゚．
[T] ［ふN-1(（1-N)s,2s,s)］ i=1 Zi 

仮定から

lim 
I(s, k) 

S→o SN-i((l -N)s, 2s, s) 
= （P入(z;k―1),Pμ(z; k―1))f-1 =I= 0 

であることに注意すると I(s,k)はs= 0でN-1次の極を持つことが分か
る一方で定理4.3の公式を用いて I(s,k)を計算すると N-1次の極の係数
はトーラス上の内積〈P入(z;k―1),Pμ(z;k―1)〉＇N に比例することが示せる．

〈P入(z;k―1),Pμ(z; k―1)〉＇N = 0 

であったのでこれは矛盾であるよって K,E C(t) ¥ (Cに対して

(P入(z;K,), Pμ(z; K,)悶＝ 0 入ヂμ,|入|＝|μI, 

が成り立つ．パラメータ tに関して解析接続することにより K,EC(t)¥Q::;。に
関して直交性が成り立つ． ロ

5 遮蔽作用素と特異ベクトル

この章では今までの準備の下に遮蔽作用素と呼ばれる Virasoro絡作用素を
導入し，特異ベクトルの比例定数公式の証明について説明する以下冗を K
またはCとする

まず二つの元a+,a_ ERでO:+O:-= -2を満たし，さらに ai見Qを満た
すものを固定する．圧＝o:i/2とおく．これに対応して中心荷電1-3(0:++o:_)2
の冗上のVirasoro代数の普遍包絡環を社］（£)とおく．
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r,s E Zに対して以下の記号を定義する．

/3 
l-r 1-s 

r,s = ~a++ ~a-, 

1 
恥＝ 2/3r,s(恥ーa+-a_) 

r2 -1 s2 -1 rs -1 
= 4 m + 4 瓦ー 2 

Fock加群訊出，s'廷羞8 をそれぞれnFr,s,叫誓8 と略記する．

注意 5.1.任意の r,sE Zに対して L。|/3r,s〉=hr,sl/3r,s〉であり， hr,s= h-r,-s 
である．

共形次元がそれぞれha士＝ h戸 1= 1である二つの場

Q+(z)＝旦(z), Q_(z) = Va_ (z) 

のN個の積

如Z1立（む）・• • Q』]
N N 

= eNa土bIIzt叫 0 IT (zi -z1)1-: Il~(zi): 
i=l l~i-f-j~N i=l 

を考える．ただし

N k 

: II如 Zi):= II 凸区,〗ふ-kIT e―匹こ似ャ似・z~k 

i=l k>l k2'1 

r~l,sEZ に対して Q+（叫Q+ （⇔） ..,Q＋に）の Fock 加群 RFr,s への作
用は

Q凸）Q心）・・ • Q+(zr) =匹＋位(z;叫）IIオ―1:Il~(zi): 
i=l i=l 

と轡ける．またrEZ,s21に対して Q_（叫Q+（砂）・・ ・ Q_(zs)のFock加群
冗Fr,sへの作用は

s s 

Q_（叫Q_（砂）・..Q_(zs) = e3°'-6Us(z; K,_) IT叶―1:IT豆 (zi): 
i=l i=l 

と書けるこれらの多価関数をそれぞれツイストサイクル［じ（凡）］，［几(,,,,_)l 
上で積分したものが遮蔽作用素である．
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定義 5.2.r 2". 1, s 2': 1, k E Zに対して遮蔽作用素と呼ばれる RU(£)の元
と可換な作用素が以下で定義される．

r-1 

Qい＝ zr-1心潤(zy1)・・・ Q+(ZYr-1)IT畑： nFr,k→Rに，k'J [r r（四）］ i＝1 

s-1 

Qり＝J /Q_（z)Q＿（zyリ・・ • Q_(ZYs-1) TT他：冗恥→迅，ーS
［い（氏＿）］ i＝1 

注意 5.3.P-/P+ E ふ。に対して CY+= ✓励7戸＋ t E 0, a_ = -2a+1 E 0 
を固定した時， 0撒値性

が成り立つ [6].

ここで

Qい(oFr,k)CO瓦，K
Q日(o恥） CoFk,-s 

Q心；"')= b>.("'）凡(x;"') 

とおき， 1ER¥ {O}に対してR同型写像

化： nA→辺(b_）

叫x)→,b-n,n=l,2,... 

を定義する

定理4.2を用いることにより次の命題が示せる．

命題 5.4．ぶ，M = (M,M,...,M)とおく遮蔽作用素のは，S〉への作用が以
下で与えられる．

1. r 2='. 1とsEZに対して

Q~l は，S〉= ｛〗舌 (Q入r,|s|（x; K_）） |(3＿r,s〉:: ；. 
2. r E Zとs2: 1に対して

゜Qり1(3叫＝｛門(Q入S,|r|(x；叫）） 1(3r，-s〉r 2: 1 r ~ o ・ 
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ここでFock加群の特異ベクトルの定義について復習する

定義 5.5.Fock加群R杓のゼロでない元 Uf3が特異ベクトルであるとは

Ln叩＝ 0, n ~ 1 

を満たすものとして定義される

命題5.4より Fock加群F-r,-s,r, s E Z：：：：：1 lまLo固有値がh心+⑬の非自
明な特異ベクトルp2 (Qぃ(x;位)） |/3-r,-s〉を持つことが分かる

a+ 

パラメータ応に関して

応 ER¥Q

であったから Fock加群nF-r,-sに対して

豆~r,-s = RU(£) 1/3-r,-s〉

が成り立つ [5]．よって特異ベクトルP-J-(Qぃ(x;K_)) 1/3-r,-s〉はRU(£)表示
°+ 

を持つ．そこで

認，s1/3-r,-s〉=Cr,sP舌(Qぃ(x;,,,,_))I/3＿r,-s〉,Cr,sER  

認~,s = L~l + ・ ・ ・ E RU(£_) 

とおく． Rふ，sはL"!1の係数を 1とすることで一意的に定まる RU(£_）の元で
ある．
ここで

J心；K)= IT(Ka>.(s) + l入(s)+ l)P心；K,)
sE入

とおく．

上の特異ベクトルの比例定数Cr,sは具体的に書ける．すなわち次の定理が

成り立つ [4].

定理 5.1.応-ER¥Qとし r,s2". 1とするこの時以?_r,-sの特異ベクトルに
対して以下の等式が成り立つ．

r s 

認，slfJ-r,-s〉=rrrr□-j)p-!;-(Jぃ（x;K,_)) lfJ-r,-s〉
i=1j=1 ご

この定理は次の二つの三点関数を計算することにより示せる．

〈fJ-2r-1,-2s-1I YJ(3＿r,-s(z)冗ふ，slfJ-r,-s〉,

信ー2r-1,-2s-1I YJ(3＿r,-Jz)p古（Jぃ(x;K,_)) lfJ-r,-s〉

二番目の式はJack多項式の理論から計算できる一方一番目の式は次の定理
から計算できる．
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定理 5.2.h ERとする．任意の単項式L_1= L→1L→2.. ・L→ME RU(£_)に
対して微分作用素

-iM+l 

゜
-i1+l 

゜Dh(L-1) = (z 面十h(-iM+ l)z―iM) •.. (z 面＋h（一り＋ l)z―i1)

を定義しRU（じ）の任意の元に対しては線形に拡張するこの時，関数z比い1-h-hr3,s3 

(rい 1,r3,s3EZ叫への Dh伍Sr3,s3)の作用に関して次が成り立つ．

r3 s3 
DふS□3)z比い1―h-hr3,s3= II II (h-hr1+r3-2叶l,s1+s3-2j+1)z杞，s1-h-hr3浚3→3s3

i=l j=l 

注意 5.6.冗スカラー倍を除いて

〈fJ-2r-1,-2s-1I½(3_r,-s (z)認，slfJ-r,-s〉=D加，s（認，s)zh公＋1,2s+l-2hr,s 

である

この定理は自由場の理論を用いて示される [7].
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