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Gromov-Hausdorff convergence of Delzant polytopes 
and toric symplectic manifolds 

1概要
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本稿は 2025年度 RIMS共同研究「変換群論の新しい展開」における筆者の講演内容

([5]を含む北別府悠氏（熊本大学）と三石史人氏（福岡大学）との共同研究）に基づいたも

のである．

トーリックシンプレクティック多様体はシンプレクティック多様体の中でもとりわ

け対称性の高いクラスをなす．その基本性質として，運動量写像の像として得られる

Delzant多面体が完全不変量となるという事実がある．この事実により，トーリックシン

プレクティック多様体全体（のある同型類）の集合と Delzant多面体（のある同型類）の

集合の間の 1対 1対応が得られる特に，与えられた Delzant多面体からトーリックシ

ンプレクティック多様体を構成する手続きとして Delzant構成が知られている．この対

応により，トーリックシンプレクティック多様体の幾何／トポロジー的情報と Delzant多

面体の組み合わせ／トポロジー的な情報の間の辞書が得られる．例えば有名なものとして，

Delzant多面体から定まる Stanley-Reisner環によるトーリックシンプレクティック多様

体のコホモロジ一環の記述がある．本講演の研究の出発点は次のナイーヴな問である．

問． Delzant構成はなんらかの意味で連続であろうか？

もちろん，このままでは問として意味をなさないどのような位相のもとで連続性を議論

するかを定める必要があるからである．我々はRiemann幾何／距離幾何的な観点からこの

問題を考察する．より具体的には，トーリックシンプレクティック多様体/Delzant多面体

の間の (Gromov-)Hausdorff距離を用いて連続性を考察する．我々の研究目的は Delzant

構成が与える辞書を Riemann幾何／距離幾何的な観点から補強することともいえる．

謝辞．講演の機会を与えて下さり集会を円滑に運営して下さった津山高専の田村俊輔さん

に感謝申し上げます．

本研究は科研毀（課題番号24K06719)の助成を受けたものである。
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2 トーリックシンプレクティック多様体上の Kahler構造

本節では， Guillemin,Abreuによるトーリックシンプレクティック多様体上の K社hler

構造の記述について述べるまず，トーリックシンプレクティック多様体とは， n次元

コンパクトトーラス T= Tnの効果的な Hamilton作用をもつコンパクトで境界のな

い2n次元シンプレクティック多様体 (M,w)のことであった．定義により，運動量写像

μ:M→ Lie(T)*□町が存在する．運動量写像の像P=μ(M)はDelzant多面体＊1と

なる．

トーリックシンプレクティック多様体について次の事実が知られている．

• pは軌道空間 M/Tと同相であり，その同一視のもと μ:M→ Pは商写像に一致

する．

• pの内点集合P0= int(P)は主軌道（竺T)をパラメトライズしている．

• Mo：＝い（P゚） →po は主 T—束である．po が可縮であることから，それは自明な

T—束と同型である： Mo 竺 P0 X T. 

逆に，町内の Delzant多面体Pが与えられた時，ある種のシンプレクティック商の手

続きである Delzant構成により Pを運動量写像の像としてもつトーリックシンプレク

ティック多様体 M=Mpを構成することができる．より具体的には， Pの面の数を N

とするとき， M はびへの標準的な TN作用のある部分トーラス Hpに関するシンプレ

クティック商として得られる特に， M はKふhler商として得られることから， CNの標

準K社hler構造から M にKふhler構造が誘導される．この Kahler構造の Riemann計量

をGuillemin計量とよぶことにする．以下， PはN個の Lie(T）＊竺町上の連立 1次不

等式

四•) =〈汎•〉＋入（i) 2 0 (i = 1,..., N) 

により定義されているとするただし， NはPのn-1次元面の数であり，砂） € （町）＊主

Lie(T) は面の内向き法ベクトル，〈•，·〉は（艮門＊と脱n の自然なペアリング，炒） E 艮とす

る． Guillemin計量は次のように具体的に記述することができる．

定理 2.1([6]). Pから定まる Guillemin計量は同一視M 竺P0X Tのもとで，

(Hess~<pp) (Hess(~P))-1) 

で表されるただし，四p:P゚ →恥は

N 

<pp（()：＝どz(i)ほ）logt(il(() ((EP0) 
i=l 

*1町内の凸多面体がDelzant多面体であるとは，各頂点に n本の辺が入り，それらの方向ベクトルが有理ベ

クトルでとれ，方向ベクトルを整数ベクトルにしたものがznの基底となる，という 3つの条件をみたすとき

をいう．
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により定義され， Guilleminポテンシャルとよばれる．

Abreuはより一般のトーラス作用で不変な K社hler構造を考察しその記述を得た．

定理 2.2([1]). Delzant多面体Pから構成されるトーリックシンプレクティック多様

体 M = Mpの任意のトーラス作用で不変な K社hler構造の Riemann計量は自明化

Mo竺 P0X Tのもとである凸関数(fJ:p゜→罠を用いて

(Hes:位)Hess~<p）ー1) (1) 

と表すことができる．ゃは以下をみたす．

• (()—(()pと (det Hess(rp))(TI!1し）はPの開近傍上の滑らかな関数に拡張できる．

逆に，上の条件をみたす任意の凸関数(():p゜→恥に対して（1)で定まる P0X T上の

Riemann計量は Mp上の Kふhler構造を定める．ゃは M のシンプレクティックポテン

シャルとよばれる．

3 主定理

前節までの準備のもとで，我々の主定理を述べる．それらは冒頭の問への回答の一種と

考えられる．我々は距離空間の収束概念として Hausdorff収束と Gromov-Hausdorff収束

を用いる前者は距離空間の部分集合たちに対する外在的な収束概念であり，後者はそれ

をある意味で内在化した距離空間そのものの収束概念であるまた，群作用に関する同変

版や測度付き版の定式化もあり， Riemann幾何あるいはより一般に測度距離空間の幾何

学において活発に研究されている概念である．これらの概念の基礎については [2]や [3]

を参照のこと．

定理 3.1([5]). {PihENをn次元 Delzant多面体の列，｛几： Mi→ PihENを対応する

トーリックシンプレクティック多様体の列， Pをn次元Delzant多面体， μ:M→ Pを

対応するトーリックシンプレクティック多様体とする．各MiおよびM には Guillemin

計量を考える．｛R｝tENがPに恥nのEuclid距離に関して Hausdorff収束し，十分大きい

任意のiに対して Rの面の数と Pの面の数が一致しているとき，｛Mi}iENはM にトー

ラス同変Gromov-Hausdorff収束する．

注意 3.2.定理 3.1における「Piの面の数と Pの面の数が一致している」という仮定は

{R}9ENの収束に比較的強い制約を与える．具体的には，この仮定のもとでの Hausdorff

収束はPiの面が平行移動をして Pの面に収束するような例のみとなる．一方で，我々は

Rの面の傾きが変化しながら PにHausdorff収束するような例を知らない．

次の定理は定理 3.1とは逆方向の連続性の一種である．
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定理 3.3([5]).定理 3.1と同様の｛仏： Mi→ Pi}iENおよびμ:M → Pに対して，

supi Diam(Pi) < ooとすると，｛MふENがM に測度付き同変Gromov-Hausdorff収束す

るとき，

lim_inf x(Mi) ~ x(M) 

となる．ただし，x（・）はEuler標数であり，各MiおよびM にはシンプレクティック形式
から定まる体積測度を考える．

注意 3.4.Riemann多様体あるいは（測度付き）距離空間の列の収束のもとで，それらの

位相不変量が連続的に振る舞うかという考察は韮本的なものである．その種の議論では

Ricci曲率や断面曲率に類する曲率の有界性が仮定されることが多い．我々の定理 3.3で

はその種の仮定を置いていない．

4 さらなる展開に向けて

定理 3.1の逆という意味では，

「{MふENがM に収束するとき，｛P，｝tENがPに収束する」

という形の主張を考えるのが自然であろう．しかし，多面体の収束として Hausdorf収束

を考えている限りは字面通りの意味では定理 3.1の逆は成立しない．運動量写像の平行移

動による不定性のためである．しかし，次はわかる．

命題 4.1([5]).定理 3.1と同様の｛仏： M;→ P，}tENおよびμ:M→ Pを考える．こ

のとき，｛MふENがM にトーラス同変Gromov-Hausdorff収束するなら {PihENはPに

Gromov-Hausdorff収束する．

ここで， Delzant多面体の距離構造として何を考えているか述べる必要があるま

ず， Delzant多面体 P上にシンプレクティックポテンシャルゃを固定すると，po上に

Hess（cp)により定まる Hesse計量が導入され，特に距離構造が導入される．このとき

M芦→poがRiemann沈め込みであること， Pが軌道空間 Mp/Tと同相であることか

ら，poのHesse計量に関する距離完備化がPにMp/Tに商距離を入れたものと等長的

であることがわかる．この考察を踏まえると，命題 4.1は[3,Theorem 2-1]の系として直

ちに得られるものであるが，概要で述べた Delzant構成の連続性を議論する際は Delzant

多面体の収束概念としては Hausdorff収束よりも Gromov-Hausdorff収束を考える方が

自然であることを示唆している．

すると，定理 3.1において {P;}iENのHausdorff収束でなく Gromov-Hausdorff収束を

仮定したものを考えたくなる．その方向性について現在議論をすすめている．
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