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重力場での非線形拡散方程式の解法
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(1984年7月4日受理 )

摘 要

重力の影響を受けながら拡散する粒子について,その数密度の分布が密度に依存した拡散係

数を有する非線形拡散方程式の解として示される｡この解と従来の線形で重力場を考慮しない

解とが比較される｡

§1 序

Brown運動をする粒子の集団的ふるまいに対する重力場の影響紘,線形としての立場から

Uhlenbeckl)や Chandrasekhar2)等の解を含んだより一般化した形で求められ3),更にカノ

ニカル分布や周期入力波による検討も極く最近報告されている4)0

非線形な立場での検討払 初期及び境界条件を考慮した Green関数によって従来からもな

されているが5†6),重力場 Lr考慮しては殆どなされていない｡

今回の解析は,不純物の濃度依存を考慮した非線形性の解法7)を参考にし,重力場での境界

条件を新たに考慮した解が示されるものである｡

§2 重力場での非線形拡散方程式

重力場での Brown粒子の Langevin方程式,重力方向での任意位置 Zでの Fickの法則及

び連続の式を考慮すると次の式が得られる｡
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但しp(Z,i)'.任意時刻 tでの粒子数密度,

< V(i)>:Brown粒子の速さu(i)に対する集団平均,
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ETORI,Kanji

-641-



餌取寛次

D-D(p):p(Z,i)に依存する拡散係数

であり,Brown粒子に働 くランダムな力 R(i)に対 し <1Ht)>-0 の定義によって

く び(∠)> は次のように与えられる｡

<u(i)>- V.･expト こi)-19〔1-exp(i i)]
m r 777

(2.2)

V.-u(o), γ:まさっ係数､ 7n:粒子質量, 9 :重力加速度｡

(2.1)式でβが一定の場合についての検討は前回の報告3,4)によって詳しく述べられている｡

§3 非線形解

(2.1)式について,初期及び境界条件が次のように与えられるものとする｡

β(Z,0)-βOβ(Z), β｡:初期一定密度,

ILo p(Z,i)dz-p｡ :有限領域 Z<圧o巨ぐの系o
ILo

さて,新 しい変数 Eを次のように定義する｡

∠

f-Z-J<V(T)>dT
O

(3.3)

上記の置換によって(2.1)式と条件 (3.1)及び(3.2)式は次のように書き換えられる｡

∂p(i,i) ∂
--(/メ

∂t ∂E

ap(i,i)

af

p(i,0)- A.a(i)

L i

∫ p(i,i)dE-JO.,L- IJ｡- J<u(I)>dTo
一上 0

(3.4)

ここで半導体等での実験的対応としての拡散係数の形と,E及び tに対する置換 7)を考えると

D-Knpn , n≧0, Kn :任意条件下での定数,

p(i,i)- C(ギ)/t7㌦ か-i/tTn,,,L>0,

(3.4)式は次のような常微分方程式となる(附録参照 )

KnCn(ギ)些 旦 +㌃石 q･C(ヤ)- 0
1

dTi
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n-0での(3･9)式の積分結果に対して,拡散係数の表示 (3.7)及び置換 (3.8)と条件 (3.6)

及び(3･3)式を考慮すると,重力場での有限領域 (-Lo<I<Lo)で与えられる線型拡散系

のインパルス応答が得られる｡

p(Z,i)- 〔

X expl

βo L｡-I.t<V(T)>dT

√軒

(zJ.t<V(T)>dT)2
1/)｡/

但し

2

erf(x)-言 Ioxexp(-Ly2)dyI

n≧1に対しては(3.9)式の結果と(3.8)式から

nE2
p(I,i)- 〔nA-

2(n+2)KniZ/(n+2

)､〕

] , Do-Ko (3.10)

,,1'n/ V(n･2,

A:(3.9)に対する積分定数 (3.ll)

Aを決めるために(3.ll)式を次のように書き換えてみる｡

p(i,i)=(1/iN/(1十2N,)スN(1+1/M)-ME2/〔2(2鳥 ,Knt2"/'2"'1'l〕

但し

A-Nl, N-1/n, M - - 〔2(2+Ni)Knt2N/(2N･1)NW E2 ･

したがって (3.12)式について,n→ 0(N- ∞ )での極限を考えると

Li-p(E,i)-NL空言I"(1+志,-ME2''4DotA'N-一斗∞
(nj 0)

f2

-NL1-mス" 吉 exp'- 前 )

一方 (3.10)式は変数 Eを用いて表わすと

p(i,i)- 〔
β o

一ヽl･TIJ.,/ √軒
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(3.13)-(3.14)を考慮すると,吊ま次のように推定され得る｡

ス- 〔
β o

ri"I:/'u/ erf忘 )〕1/:

(3.15)

故に(3.ll)と(3.15)の両式と置換 (3.3)を考慮することによって,重力場での非線形拡

散方程式 (2･1)の解 p(I,i)n,9 がD(p)-Knpn と与えられる場合に限って求められたこ
とになる｡ここでノ‖ま,変数 E,tの関数になっているが,直接的に符,C(7)の関数にはな

っ七いないことに留意したい.

したがってp(Z,i)n,gQま次のように与えられるo

p(I,i)n,9

- (〔
βo

n(I-I.t<u(T)>dT)2

L｡-I.t<u(T)>dT､､n
)〕

2(a+2)Kni2/(a+2)

･＼′･1畑 /

I1'n/ .I(n･2,
,n≧ 0 . (3.16)

§4 結 論

(3.10)式について従来の式との関係を示すと,(3.16)式からn-0及び9-0によって

p(I,i)0,9

p(Z,i)0,0

βo

了~]汀1)n"(

βo

､/1言~i)77

exp〔
(I-I.t<V(T)>dT)
4Doi

1/)uI

〕,L｡→∞

2

｡xp仁 二 二 〕,V｡-0, 9-0･

(4.1)

(--< Z<-) (4.2)

(4.1)式は重力場を考慮した無限長領域でのインパルス応答 8)であり, (4･2)式は従来から

固体結晶場での原子濃度に対する拡散定数の計測によく用いられるGauss型表示 9-ll)であるo

(3.16)式と(4.2)式との比較によって,従来の線形無重力場の粒子数密度と重力場での非

線形なそれとの比較が示される｡即ち

-644二



重力場での非線形拡散方程式の解法

p(Z,札 9 -{〔p(I,i)0,OJT exp〔孟 〕/erf(

二

n(I-I.t<V(T)>dT)2
2(n+2)Kni2/(n十2)

ニ {〔p'.,i)0,｡JT/erf(

/ 1,(n･2,,
2仰

}1'n/ 1'(n･2,

L｡-Iot<u(T)>dT､J
)｣

･､｢打 丁

(4,3)

LoJot<u(I)>dT､,n n(/.t<V(I)>dT)21/a
市 布丁 /' 2(n+2)Kni2/(n十2)

i

<1, Z <I<u(I)>dT<L. . (4･4)
0

(3.10),(3.16)または(4.3)或は(4.4)式による超流動ヒートパイプ内での熱輸送に関す

る拡散流12Lの適用,及び重力場が無視出来ない金属プラズマや固体結晶場での不純物原子濃度

の拡散に関係した物性計測-の適用等については,拡散係数の表示 (3.7)のKnやnの数値に

ついての検討と共に今後の課題とされる｡

附 録

(3.4)式に(3.7)及び(3.8)式を代入すると

-n〔C(ギ)恒 等 /-･1

-KnlnCn-1(7)(eEilj)2+cn(符)∂か

7n+1-7n(3+n)と置くと(A.1)式は

nKnCn-1 (頼 豊 )2+KnCn(7,(

1

+ m c(符)=0

(A.2)式の両辺を各積分することによって
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∂2C(符)

鋤 2

∂2C(ギ) 1

仇(3'n) (A.1)

)+∵ 二か(jfi31)
1

鋤 2 n+21､ ∂甲

(A.2)
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KnCn(符)

が得られる｡

dC(ギ)

(11i

1

+ 言 i-ギ･C(符)= 0
(A.3)
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