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概要

本稿では，まず初めに，筆者の論文［9]の要約を述べる．また，この研究の続きで得られた結果として，

準備中の論文［10]の概要について述べる．

1 準備

本稿では，すべての写像および多様体は滑らか (C°° 級）であると仮定する．まず初めに，「共形平坦な多様

体」と「光錐の空間的超曲面」の定義を与える．

定義1.1．炉を n次元の多様体とする．汀n上の 2つの Riemann計量gとg'に対して， En上のある実数

値関数びにより，g'=e2"gと表されるとき，gとg'は共形同値という．また， Riemann計量gが局所的に

平坦な計鼠と共形同値であるとき， Riemann多様体（S凡g)は共形平坦 (conformallyflat)な多様体という．

定義1.2. 艮f+2 を n+2 次元の Minkowski時空とし，その符号は（—＋・・・＋）とする．累f+2 に付随する標

準的な Lorentz 内積を〈•,•〉で表す．ベクトルエ€賊f+2 が〈x,x〉= 0を満たすとき，ベクトルのは光的

(light-like)といい，艮f+2の光的なベクトル全体の集合

An+l := {x E股?+2;〈x,x〉=O}

を n+l次元の光錐（light-cone)という． Enを n次元の多様体とし，p:En→An+lをはめ込みとす
る．pによって誘導される xn上の計量が各点で正定値であるとき，pは光錐の空間的超曲面 (space-like

hypersurface)という．

共形平坦な多様体と，光錐の空間的超曲面に関して，次の事実が知られている．

事実1.3(Brinkmann [5], Asperti-Dajczer [4]).（炉，g)を n(2:3)次元の単連結な Riemann多様体とする．

このとき，以下の主張は同値である．

(i)（En,g）は共形平坦な多様体である．

(ii)等長はめ込みp:En→An+lが存在する．
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またこのとき，等長はめ込みp:En→ An+lは， An+lの等長変換の違いを除いて一意的に定まる．

なお n=2の場合，任意の 2次元 Riemann多様体（炉，g)は共形平坦であり，炉が単連結である場合は

炉に等長はめ込み可能であるが，一意性については成立しない(cf.[12]). 

（訊g)を n(22)次元の共形平坦な多様休とし，p:En→ An+lを等長はめ込みとする．このとき，写像

q:炉→ An+1で，

〈p,q〉 =1, 〈X,q〉 =0 (XE X（En)) 

を満たすものが一意的に存在し，qをpに対応する双対写像という．ただし，笈（汀”)は刃n上のベクトル場

全体の集合を表す．なお，pは空間的はめ込みであるが，双対写像qは一般に特異点を持つ写像となる．光錐

の写像に対する双対性については， Espinar-Galvez-Mira[6],泉屋 [8],Liu-Jung [11]でそれぞれ独立に指摘

されている．

pに包含写像 An+l→賊f+2を合成した写像を考えることにより，刃れは賊f+2にはめ込まれた部分多様休

とみなすことができ，その余次元は 2である． Enを艮ゃ＋2の部分多様体とみなしたときの法束を NEnとし，

r(N炉）で法ベクトル場全体の集合を表す．艮f+2の接空間と民f+2自身を同一視することにより，pはp自

身に沿うベクトル場とみなすことができる．加えて，pは各点で光的なベクトルであるため，pEr(Nゞ りと

なる．双対写像qもpに沿うベクトル場とみなすことができ，pと同様にqE r(NE門となる．

写像 IIぼ（炉） x王（匹） → r(N炉）を

II(X, Y) :=（応Y).l (X,YE笈（汀））

と定め，pに対する第二基本形式という．ただし， Vは比f+2上の標準的な Levi-Civita接続とし，J_は

N炉への射影とする．ここで，写像 A：王（沙） →王（炉）を

〈AX,Y〉:=〈II(X,Y),q〉 (X,YEX（汀））

と定義し，pに対する形作用素という．また，｛e1,...'en}を接束 TEnの正規直交枠とし，

n 

H ：＝こII(eiぶ）
i=l 

で定義される法ベクトル場 H をpの平均曲率ベクトル場といい，形作用素 Aを用いて，

H = tr(A)p -nq 

と表すことができる．ただし，tr(A)はAのトレースを表す．tr(A)の値は，（汀凡g)のスカラー曲率 Sと関

連性があり，次の事実が知られている．

事実1.4([6, 8, 11]).上記の定義の下で， S= -2(n -l)tr(A)が成立する．

この事実から，共形平坦な多様休のスカラー曲率 Sは平均曲率としての役割を持ち，特に S=Oである場

合，平均曲率ベクトル場 H は各点で光的なベクトルとなる．

2 光錐の空間的超曲面の体積に関する変分公式

本節では，光錐の空間的超曲面に対して，体積の第一変分公式および第二変分公式について説明する．

（匹，g）をコンパクトで向き付けられた共形平坦な多様体で境界を含むものとし，p:~n → An+l は等長はめ
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込みとする． F:(-E,E)x~n →脱;+2 はpの変分で境界を保つとし， X を F の変分ベクトル場とする．ま

た，pに沿うベクトル場VtXを

82 
(V戌）X :=加 F(t,x) (x E汀）

t=O 

と定義する．ここで，pの変分の中でも特に振る舞いの良いものとして，「許容的」な変分と，

分を導入する．定義は以下のとおりである．

(2.1) 

「特性的」な変

定義 2.1.立上のある実数値関数ゃを用いて， X = rpqと表すことができる場合，変分 F は許容的

(admissible)であると呼ぶさらに， Fが許容的であり，匹上のある実数値関数心を用いて，豆X=叡q
と表すことができる場合，変分 Fは特性的 (characteristic)であると呼ぶ．

Vol(t)を，変分 F から定まる体積関数とする．このとき，体積の第一•第二変分公式は以下の命題のよう

に表される．

命題 2.2.変分 Fが許容的であるとする．このとき， Fに関する体積の第一変分は

羞t=OVol(t) = -in tr(A)〈X,p〉dVo
と表される．ただし， dVoは（S叉g)の休積形式を表す．

命題 2.3.（En,g)のスカラー曲率 Sは恒等的に零であるとし，変分 Fは特性的であるとする．このとき， F

に関する体積の第二変分は
d2 
記t=OVol(t) = -in tr(Aり〈X,p〉2dVo

と表され，この値は非正である．

注意 2.4.命題 2.3で与えられている第二変分公式は，本質的には Liu-Jung[11], Andersson-Metzger [3],本

田ー泉屋［7]で与えられた第二変分公式と同じものであるが，いくつかコメントしておく．実際，［7]では，許

容的な変分において第一変分公式を与えているが，第二変分公式については変分が特性的であることを明示せ

ずに計算されている．また，第二変分が非負であることが指摘されていない．［11] では，第一•第二変分公式

を一般の次元で計算しており，第二変分の非負性についても示されているが，変分を規制する条件が明示され

ていない．一方［3]では，変分の制限なしに変分公式を導出している．また，［3]と［7]では，全体空間が 4次

元の場合に限定して変分公式が記述されている．ただし，［3]と［7]については，光錐内のスカラー曲率が零の

曲面より広いクラス (2次元の MTー部分多様体，cf.§5)において変分公式が計算されている．

3 し完備な光的波面

本節では，赤嶺—本田ー梅原—山田 [2] で導入された概念である，「L-完備な光的波而」について説明する．

まず，光的波面の定義を与える．（]Rn+2)*は]Rn+2の双対ベクトル空間を表し，p*（良n+2)で（屈n+2）＊の

射影空間を表すものとする．また， T： (Rn+2）＊ → P*（屈n+2)を標準的な射影とする．

定義 3.1([2]). Ln+lをn+l次元の多様体とし， l： Ln+1 →良~+2 を写像とする．写像 a: Ln+l→ 

（町＋2)*¥ {O}が存在し，以下の条件を満たすとき，iを （余向き付け可能な）波面（co-orientablewave 

front)という．

(i)出(d虹(v))= 0 (x E Ln+1, v E TxLn+l). 
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(ii) ('11, 7r o a) : Ln+l→響＋2X p＊（町＋2）がはめ込みとなる．

さらに，屯に沿うベクトル場Cを

〈い〉＝名(v) (x E Ln+1, VE Tw(x)賊戸）

が成立するように定め， Cが各点で光的なベクトルである場合， W は （余向き付け可能な）光的波面
(co-orientable皿 11wave front)という．また，［を屯に沿う法ベクトル場という．

以後波面は余向き付け可能であるもののみを考えることにする．€を光的波面し： Ln+1 →累7+2の法ベ

クトル場とする，必要ならばCを―£に置き換え，tは未来向きであると仮定する．罠n+2（＝賊7+2)上の標準
的な正定値内積を（・，•厄と表し， €E:= ✓豆豆~€で定義されるベクトル場 €E を W の正規化された法ベ
クトル場 (E-normalizednormal vector field)という．光的波面は一般の波面とは異なり，写像 Wに沿うべ

クトル場である知を， Ln+l上のベクトル場として捉えることができ，より正確には次の命題が成立する．

命題 3.2([2]). w : Ln+l→響＋2を光的波面とし，むを Wの正規化された法ベクトル場とする．このとき，

ベクトル場tE E疋(Ln+l)で， dw(tE)＝むを満たし，tE の各積分曲線の Wによる像が政7+2の光的な直

線の一部となるものが一意的に存在する．

この命題から得られる Ln+l上のベクトル場tE のことを， Wに対応する正規化された零的ベクトル場

(E-normalized null vector field)という．光的波面の Lー完備性は，tE を用いて次のように定義される．

定義 3.3([2]). w : Ln+l→賊7+2を光的波面とし，tE を中の正規化された零的ベクトル場とする．位：が

完備なベクトル場であり，各積分曲線？：艮→ Ln+lに対して，¥¥0 "(の像が累7+2の光的な直線全体に一致

しているとする．このとき，光的波面屯は L完備（L-complete)という．

例えば，光錐は L完備な光的波面の典型例である．一般に L完備な光的波面は特異点を持つ超曲面であり，

次の事実が知られている．

事実 3.4([1]). L-完備な光的波面屯： Ln+l→艮7+2がproperなはめ込みであるとする．このとき，tの像

は国7+2の光的な超平面に含まれる．

4 光錐内のスカラー曲率が零の空間的超曲面の体積極大性

本節では，［9]の主結果として， S=Oを満たす光錐の空間的超曲面は， R『＋2の光錐とは異なるある光的な

超曲面において，体積の極大性を有していることを説明する．

定義 4.1.（四，g)を n(2".2)次元の共形平坦な多様体とし， P:En→ An+lを等長はめ込みとする．

心＋1:＝賊 x炉とおき，写像％：N；+1→ R『+2を

<[>p(t, x) := p(x) + tq(x) (t E屈， XE立） (4.1) 

と定義する． N；；+1には％の引き戻しによって誘導される計量が付随しているとみなし， N；；+1をpに対

応する零空間 (null-space)と呼ぶ．

零空間は L完備な光的波面として捉えることができ，次の命題が成立する．

命題 4.2.(4.1)で定義される写像<I>p:N；；十1→賊;+2 は L—完備な光的波面である．



95

例 4.3.炉＝町の場合を考える．この場合，

p町ぅ（Xl,.，炉） →（ 1 十こ~=に）2 ，― 1 十汀＝に）2, 砧．， Xn) E An+l 

が等長はめ込みとなり，その双対写像はq三 (-1,-1,0,...,0)となる．よって，

<I>p(t,x) = e ＋こ~=に）2 -t，―1十号に）2-t，叶， ，Xn) (t E屈， XE町）

となり，％は単射で，％の像は賊『＋2の光的な超平面である．ょって，pの零空間は， R7+2の光的な超平

面とみなすことができる．

例 4.4.針を賊n+l内の原点を中心とする n次元単位球面とし，

町：＝ ｛X=（企，．．．，Xn+1)E脱[+1;〈x,x〉=-1,x1 > O} 

とする．包含写像p:]Hin X §n→ A2n+lにより，JHinX叡は A2n+lに埋め込まれた空間的超曲面とみなす

ことができるため，JHinX叡は共形平坦な多様体である．また，JHinX叡のスカラー曲率 Sは恒等的に零で

ある．pの双対写像はq(x,y)= (-x/2,y/2)となるため，pに対応する零空間は

<I>v(t,x,y) = (~x, ~り） (t E恥 xElHI叫yE叡）

により得られる．

写像 Lp：四ぅ x→ (0,x) EN;+1を考える．このとき，

Mn~ An+l 

↓り』
心＋1~ 脱;+2

は可換であり，ゎは等長埋め込みとなるため， LPにより xnをN;+1の空間的超曲而とみなすことができる．

また，しPの変分を考えることにより， N；+1内での:Enの変分を考えることができる．なお，pがはめ込みで
あると仮定しているため，写像<Ppは {O}X :Enの管状近傍上ではめ込みである．そのため，変分を計算する

上では，％の特異点を考慮しなくてもよい． N;:+1内の任意の変分は，特性的な変分によって憧き換えるこ

とができ，より正確には次の命題が成立する

命題 4.5.（炉，g)をコンパクトで向き付けられた共形平坦な多様休とし，境界を含むものとする．また，

p:炉→ An+lを等長はめ込みとし， N；+1をpに対する零空間とする． G:(-c,c)x炉→N;+1をゅ
の境界を保つ変分とする．このとき， 8E (0, E:)と，pの特性的な変分 F: (-8, 8) x :En→恥;+2で， Fの体

積関数と， Gの体積関数が一致するものが存在する．

次の定理は，［9]での主結果である．

定理 4.6.（四，g）を共形平坦な多様体とし，p::En→ An+lを等長はめ込みとする．また， N；+1をpの零
空間とする．さらに，（四，g)のスカラー曲率 Sは恒等的に零であるとする．このとき， N;:+1内のコンパク

トな台を持つ任意の変分に対して，休積の第一変分は零であり，第二変分は非正である（つまり，pは N;+1

の中で体積が極大となる）．
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5 Marginally Trapped Submanifoldへの一般化

本節では，前節で得られた主結果の一般化として，［10]で得られた結果について説明する． An+lのスカ

ラー曲率が零であるような空間的超曲而は，後述の「marginallytrapped部分多様体」の典型例である．ま

た，全体空間屈7+2は，後述の「光的エネルギー条件 (nullenergy condition）」を満たす Lorentz多様体で

ある．そこで，筆者の第一論文［9]で得られた結果を，次のような観点で一般化した．

•S=O であるような光錐の空間的超曲面から， marginally trapped部分多様体に一般化した．

•全体空間を賊叩＋2 から，光的エネルギ一条件を満たす Lorentz 多様体 Mf+2 に一般化した．

以下， M戸は n+2次元の Lorentz多様体とし，〈・，・〉で Mf+2に付随する Lorentz内積を表し， Vで

Mf+2上の Levi-Civita接続を表す．空間的はめ込みf:炉→ Mf+2に対し，第二基本形式 IIや平均曲率

ベクトル場 H は §1と同様に定義する．まず，「marginallytrapped部分多様体」の定義を与える．

定義 5.1.四を n次元の多様体で，f:En→ Mf+2を空間的はめ込みとする．fの平均曲率ベクトル場 H

が各点で光的ベクトルである場合（すなわち，〈H,H〉=0を満たす場合），写像fは marginallytrapped 

部分多様体という（以下， MT一部分多様体と省略する）．

例 5.2.M戸＝R戸の場合， MT部分多様体の典型例として，

(i)町＋1内の極小超曲面，

(ii)町＋1内の平均曲率が零の超曲面，

(iii)平均曲率関数が士1に一定な空間的はめ込みp:刃n→]H[n+l,

(iv)平均曲率関数が士1に一定な空間的はめ込みp:En→ sr+19 

(v) スカラー曲率が恒等的に零である空間的はめ込みp:〗n → An+1, 

などが挙げられる (cf.[7]). 

零空間を誘導するために， MT一部分多様休に対して次のような条件を考える．

定義 5.3([10]).豆を n次元の多様体で，f:En→ Mf+2をMTー部分多様体とする．fの平均曲率ベクト

ル場 H が， En上の各点で非零である場合， MTー部分多様体fは H-nonvanishingという．

例 5.4.例 5.2で与えられた MTー部分多様体の例の中でも，（iii),(iv), (v)の例は H-nonvanishingである．

以後，本稿で扱う MT部分多様体はすべて H-nonvanishingであるとする．

続いて，「光的エネルギー条件」の定義を与える．

定義 5.5.Lorentz多様体 Mf+2が光的に測地的完備であり，任意の光的な接ベクトル VE九M『+2に対

し， Ric(v,v)2". 0を満たすとき(RicはMf+2のRicci曲率）， Mf+2は光的エネルギー条件 (nullenergy 

condition)を満たしているという．

例 5.6.Einstein多様体は光的エネルギー条件を満たす．特に， Minkowski時空や (anti-)deSitter時空など

の空間形は光的エネルギー条件を満たす．

定義 2.1で定義された特性的な変分は， MTー部分多様体の変分に対しても同様に定義できる．

定義 5.7（定義 2.1のMT部分多様体版，［10]).f :炉→ M四＋2をH-nonvanishingな MT部分多様体と

し， F:(-c, c) x汀→ M戸をfの変分とする．〈X,H〉=0が炉上で成立しているとき， Fは許容的
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(admissible)な変分という．また， Fが特性的な変分の上，〈VtX,H〉=0が炉上で成立しているとき， F
は特性的 (characteristic)な変分という．ただし，fに沿うベクトル場VtXは

豆X:= (va;a塁）t=O
と定める．

光錐の空間的超曲面に対する体積の第一•第二変分公式（命題 2.2 と 2.3) についても， MTー部分多様体に

おいて同様の公式が得られる．

命題 5.8（命題 2.2のMTー部分多様体版，［10]).炉を n次元の境界を持つ多様体とし，f:En→ M忙―2を

H-nonvanishingな MT部分多様体とする．fの変分 F:(-c,c)x炉→ Mf+2は境界を保ち，許容的であ

るとする．このとき， Fに関する休積の第一変分は零である．

H-nonvanishingな MT部分多様体f:炉→ Mf+2に対し， Afぽ（炉） →王（炉）を

〈A1X,Y〉:=〈II(X,Y),H〉 (X,YEX（汀））

と定める．

命穎 5.9（命題 2.3のMT部分多様休版，［10]).炉を n次元の境界を持つ多様休とし，f:刃n→ M忙―2を

H-nonvanishingな MT部分多様体とする．fの変分 F:(-c,c)x炉→Mf+2は境界を保ち，特性的であ

るとする．また， Fの変分ベクトル場 X は，沙上の実数値関数'Pを用い℃ x＝<pH と表されるとする
このとき， Fに関する体積の第二変分は

d2 
記t=oVol(t) = -in r.p2(tr(A}) +Ric(H,H))dVo (5.1) 

と表される．ただし A}は， 2つの Afを合成したものとする．特に Mf+2が光的エネルギー条件を満たし

ている場合，（5.1)の右辺の値は非正である．

定義 4.1で与えられた，光錐の空間的超曲而に対する零空間は， MTー部分多様体の場合にも一般化できる．

定義 5.10（定義 4.1のMT部分多様体版，［10]).Mf+2を光的に測地的完備な n+2次元の Lorentz多様

体とし，f:炉→ Mf+2をH-nonvanishingな MT部分多様体とする． N;＋1:＝艮 XEnとおき，写像

°f :N戸→Mf+2を

虹(t,x):= expf(x)(tH』(tE JR, x E炉） (5.2) 

と定義する．ただし， expは M{'+2の指数写像とする． N7+1には釘の引き戻しによって誘導される計量

が付随しているとみなし， N；+1をfに対応する零空間 (null-space)と呼ぶ．

次の定理は，定理 4.6をMTー部分多様体に一般化することで得られた結果である．

定理 5.11（定理 4.6のMT部分多様体版，［10]).M{'+2はn+2次元の Lorentz多様体で，光的エネルギー

条件を満たしているとする．また，f:En→ M{'+2をH-nonvanishingな MT部分多様体とし， N］+1を
fの零空間とする．このとき， N7+1内のコンパクトな台を持つ任意の変分に対して，体積の第一変分は零で

あり，第二変分は非正である（つまり，fは N7+1の中で体積が極大となる）．
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