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本講演は坂田 裕氏（早稲田大学高等学院）との共同研究に翡づく．

1 研究の背景

N, kは自然数とする．本講演を通じて

SJ= {z EC I ~(z) > O}, I'o(N) = { (: !) E SL2(Z)lc = O(modN)}, 
(1)任意のg=(:!)E几(N)に対して

ふ(N)= < f: SJ上の正則関数 I az+b 
J(g(z)) = J (~) = (cz + d)勺(z).

(2) fはI'o(N)の各 cuspで0となる．

とする．品(N)の元を重さ k, レベル N の楕円 cusp形式とよぶ

楕円 cusp形式の具体例．正定値対称行列 Q= (a叫EMm(Z)に付随する球関数 Pに対して，

QとPに付随する Theta級数

{)(z; Q, p)＝区 P(l)exp (21r✓可りQl) (z E SJ) 
lEZ= 

はある条件の下で楕円 cusp形式である．

基底問題．品(N)の各元が Theta級数の 1次結合で記述できるか．

Heckeの問題 Heckeは1940年に，素数pの場合のふ(p)に関する基底問題を提出．
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M. Eichlerの解答 M.Eichlerは1956年に， S2(P)上の Hecke作用素花(n)とQ上の四元

数環に付随する Brandt行列 B(n)の跡を比較して Heckeの間題を肯定的に解決した．さらに M.

Eichlerは1958年， 1973年に Eichler-Selbergの跡公式を証明し，その応用として Kは2以上の，

N は平方因子を持たない自然数の場合の品(N)に関する基底問題を肯定的に解決した．その後，

基底問題は次の様に一般化されて解明されてきた；
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(1) Hijikata, Pizer等は Eichler-Selbergの跡公式を一般のレベルに拡張し，これを用いて任意

の自然数 Nの場合の品(N)に関する堪底間題を肯定的に解決した．

(2) Jacquet-Langlands-Shimizuは保型表現を用いて GL(2)上の保型形式のなす空間に関する

基底間題を肯定的に解決した．

(3) Waldspurgerは1979年に， Zagier-Cohenによる巧妙で興味深い解析的手法と Siegelの主

定理を組み合わせて任意の自然数 N の場合の cusp形式のなす空間 Sk(N)に関する基底問

題を肯定的に解決した．

(4) BochererとKuangはGarretのSiegel-Eisenstein級数の pullback formulaとSiegel-Weil 

の定理を用いて Siegel保型形式のなす空間に関する基底間題を肯定的に解決した．

本研究目的． Waldspurgerの基底定理を Hilbertcusp形式の場合に一般化する．

主定理（定理4.7(H.Kojima-H. Sakata)). Fを狭義類数 1の総実代数体とする．重さ k,任

意レベル N を持つ Hilbertcusp形式の空間ふ((N)）は球関数付き Theta級数の 1次結合で張ら

れる．

主定理の証明には解析的でデリケートな技巧が求められる．上記のアイデアは cusp形式のなす

空間を生成する cusp形式を具体的に構成し，その Fourier係数を計算して同じ Fourier係数を持つ

Theta級数を見出すことである．その証明において，それら 2つの保型形式はそれぞれ， Eisenstein

級数と同様， Fourier係数が Non-archimedeanpartとarchimedeanpartの積で記述出来ること

が重要な鍵となる．特に主定理の証明において本質的で鍵となる命題は定理 2.l(A),(B)である．

杉山 真悟氏（金沢大学）から本講演後に貴重なコメントを瑣いた．この場を借りて感謝致し

ます．

2 記法等の準備．

罠 Z,Q,艮， Cで自然数全体，有理整数環，有理数体，実数体，複素数体をそれぞれ表わす． F

は次数 nの総実代数体， 0，0,DFを F の極大整環， Fの Qに対する共役差積， F の判別式とす

る． a={v1, ・ ・ ・,vn}を Fの archimedean素点全体とする． ViEa に対して Fvi を F の防—完

備化とし， ViをFから艮への埋め込みと見て Fviと艮を同一視する．

E を F の単数群とする． aE F, vi Eaに対して O:(i)＝巧(a),N(a) = IT~1 砂）とおく．本

稿では Fの狭義類数を 1,または [E:E門＝初と仮定する．但し， E+= { a E E I a ≫ 0}と
し， 0:≫ 0は全ての i(1 :S: i :S: n)に対して O:(i)> 0を満たすことを表わす．
(N) = NoはFの整イデアルでかつ N≫ 0とする．このとき，レベル (N)のHilbertmodular 

群を次で定義する；

r0 ((N)) = { g = (: :) E Gら（F) ：言ふ，bご，ー1;>。},
「((N))= { g E r0 ((N)) I <let g = l}. 



9 = (91,.. ・, 9n) E G Lt（賊）n い＝ （誓~:) E叫（艮）＝ ｛g € GL直） Idetg > O}) 

はSjnに次の様に群作用する； Z = (z1, ・ ・ ・,zn) E Sjnに対して

g(z) = g(z1, ・ ・ ・, Zn) = (91 に），•．．， 9n(zn))

Kは3以上の自然数とする． jjn上の関数 f(z)に対して

n 

（正）＝：*・).

fllkg(z) = Il(detgげ(cizi+ di戸J(g(z)) (z = (zぃ•..， Zn) Eが）
i=l 

とおく．さらに埋め込み

g = (: :)f--------7 (g(l),..., g(nり（砂＝（：悶［悶） （1:<:::;i:<:::;n)) 
により， GL2(F)をGL直）nの部分群として見る．空間

叫 ((N))= { f：が上の正則関数
(1)任意の gE r0((N)）に対して fllk9= fを満たす．
(2)fは「°(（N))の各 cuspで正則． ｝ 

の元 fをr0((N)）に関する璽さ KのHilbertmodular形式とよぶさらに

s£((N)) = { J E Mf ((N)) I J tまr0((N)）の全ての cuspでo}

の元 fをr0((N)）に関する重さ KのHilbertcusp形式とよぶ．

ふ（（N))のnewform,oldformからなる空間をそれぞれ S悶ew((N)),S炉((N)）と置く．
1:<:::;r:<:::;k-1を満たす整数 rとt,n E oに対して

n 

Pk,r(t, n) = IT P,い(t(i)，砂），
i=l 

と定義する．ただし， Pk,r(t,n)は関係式

00 

(1-tx + nx2戸＝こ恥(t,n)xk-r-l 
k=r+l 
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から与えられるものとする． SE Cに対して r艮(s)=1r―s/2I'(s/2), I'c(s) = 2 ・ (21r）一sI'(s)とお

＜．△ EOと況(s)> 1を満たす s€ Cに対して L関数を次で定義する；

L(N)(s，△） = ~p(s)N(N)-s L n(N)(a，△）N(a)-8. 
aEo/ E, a≫O 

但し， tF(s) = (F(2s)(F(s)-1 ((F(s)はFのDedekindzeta閉数）であり，

n(N)(a，△） ＝ ＃｛x E o/(2aN) I x2三△ mod(4aN)}. 

このとき Euler禎表示 L(N)(s，△） ＝ rr凸例（s，△）が得られる．
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A= {3: =｛入(m)}mEo,m≫O,(m,(N))=i},3: EAに対して，

品((N)ふ） ＝ ｛f E Sk((N)) I T(m)f =入（m)f((m, (N)) = 1, 3: =｛入(m)})}・ 
£ = {3: EA I Sk((N)ぶ）ヂ 0}とおけば，

品((N))=〶 Sk((N) ふ）．
入E£

と正規直交分解出来る．入＝ ｛入(m)}E £に対して a1U:x)= 1をみたすhE Sk((N))をとる
とき，

ag(fx) ＝入(m), （（~) = (m), ~ E o, ~ ~ 0) 

も成り吃つ． Sk((N)ふ）の Heckeeigen formからなる正規直交基底 {fx,i}iEI文をとるとき，関数

贔）を次の様に定義する；

亭 (z)＝（-1）芽1(s)n:応）（互叫，,(s+k-1)).
ここで， 1(s)はI'因子

(4司―1exp(《コ玉(s-k + 1)/2)I'(k)I'(s)―l I'(k -s)―1 

であり，また iEI;:に対して Dfx,,（s)は

2 

こD1:;;,;(s)=(I'c(s)I'~(s-k+2)t~F(s-k+l) L la~(f;:)I N（く）―s

で定義される上の sで poleを持たない関数である．

次の定理は本研究で最も基本となる命題の 1つである；

定理 2.1.k > 2, rは奇数かつ 3.'.Sr:Sk-3であるとき，

(A) S戸 ((N))C U(m,(N))=l <C ・ T(m)凶~N)(z).
(B) m が平方数でないとき，

註o/E,~»o

(2-r-27f―l(k-l)r 
am('P例(z))＝ LN(4m-t2r—九(N)(r, t2 -4m)＂知（四， m(i)).

N(0)r 
tEo i=l 
t2 ≪4rn 

この定理を示す前に次の命題を用意する（この命題は Newformの理論から導かれる）．

命題 2.2.sは !R(s)> 1をみたす複素数か s= lとするとき， skew((N))C U(m,(N))=l(C. 

T(m)<.p朽(z).

さらに， m≫Oである mE o,, n > 2である kEZおよびz= (zぃ・・・年）， z'E(z~, • • • z~) E 

Sjnに対して

五 (z,z')＝ L IT(c叫ぷ＋ d(i)叶十a汽＋砂）―k
(a,b,c,d)EF4 i=l 
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と置く．ただし，（a,b, c, d) E F4はa,d E o, d E ()-1, c E ('l(N)かつ ad-be= m をみたしなが

ら走るものとする．このとき，次を得る．

補題 2.3.m ≫ 0, (m, (N)) = 1である mE 0に対して

五 (z,z') = N(m)1-kck と入(m)J;:,i(z)h,i（ーフ）．
5:EL, iEJ:,_ 

ただし， Ck=2-k+3(-l)k/2(k-1)-l1rでありかつ 3:=｛入(m)｝T:，悶；；；f::01'である．

補題2.3の証明は Cauchyの積分公式と Hecke作用素の性質を用いて証明出来る．命題2.2と補

題2.3を用いて定理2.l(A)が証明できる．

3 ある保型形式の Fourier係数の計算

M'= { (c, d) E F2 -{ (0'0)} I C E " (N)'d E O'(C"―1, d) = 1 }・ 

に対して， 2つの Eisenstein級数

I: IT lc(i) -2s 

H(z, s) = 均十d(i)I --, E(z, s)＝ぐp(s)H(z,s) IT吋 (s EC) 
(c,d)EM'/Ei=l i=l 

を定義する．このとき，保型形式の RankinconvolutionとEisenstein級数を用いて次の補題を

得る．

補題 3.1.

％（亭(z))=(-1)出(sr(N(m)1-kck）―1J 叫 (z,一瑾）E(z,s) TT yf-2dxidYi・ 
I'((N))¥,ljn i=l 

次に，この式の右辺の積分を詳しく計算していく．

M = { (: ~) I a, d E o, b E"―1, c E () (N), a + d = t, ad -be = m} 

の任意元（： :)に二次形式

q(x,y) = A丑＋Bxy+Cy生 A= c, B = d -a, C = -b 

を対応させ， この q(x,y)に対して， Z= (zi)1:s;i:s;n =（叩＋《ごlyi)区i:S:nE釘れの関数

疇 t)＝い (A叫げ＋B厚＋c(i)-v'=It(i加）―k; lql = B2 -4AC = t2 -4m 
i=l 

を定義する．このとき，

n 

五 (z,-芝)rr外＝ど L Rq(z,t). 
i=l tEo lq|=炉-4m
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ここで，加(s)を

~ l((N))¥S,n,, ~疇叩(s) ―1E(z,s) ft~少
~ Jr((N)）＼釘'lq|=だ-4m i=1 約

で定義すれば，定義より

加（s)= ~ l((N))¥S,n,, ~., "~疇t) nlc心＋d(i)|―2sn 尻―2dxidYi
tE。I'((N))¥,iJnlql=~4m (c,d)EM'/E i=l 1 1 i=l 

となる． m,t E oに対して集合

M(t, m) ~ { (q, (c, d)) 戸誓；芦2]，誓:t€鸞心，E ~(N), 
|q| ＝ B2 -4AC = t2 -4 m}  

を与えれば， I'((N))の元 1はM(t,m)に次の様に作用する；

1 ・ (q, (c,d)) = (t1q1, (c,d)r) ((q, (c,d)) E M(t,m)). 

M(t,m)のこの作用による同値類 [(q,(c, d)）］全体を M(t,m)／～とおく．このとき，

n 

加 (s)＝ J こ こ騎(z),t) pバがt)に））＋d(i)―2s
I'((N))¥Jぅn[q,(c,d)]EM(t,m)/~ "(EI'((N)) i=l 

噸 (r(i)に））
s dxidYi 
2 ・
yi 

m,t E oを固定して E= (E1, ・・・心）€ ｛士l}nをとり，

M叫t,m) = { (q, (c, d)) E M(t, m) I sgn(q(d, -ct)) = Ei (1さi~ n)} 

かつ M(o) (t, m) = { (q, (c, d)) E M(t, m) I q(d, -c) = 0} 

とおけば， M(t,m)／～の直和分解

M(t,m)＝』n(M叫t,m)/ rv) II (M(O) (t, m)/ rv) 
が得られる．従って，

加（s)＝こと J凡(z,t) TT le心＋d(i)|―2s釘―2dxidYi
€€｛土 1}n [q, （ C,d) ］ EM(€ ） (t,m)／～舒n i=1 

n -2s 
＋こ J凡(z,t) p le亨＋d(i) 叶―2dxidYi・
[q,(c,d)]EAf<OJ(t,m)/~ J,fjn i=l 

lc(i) Zi + d(i) I 

そこで，

紺(s)＝こ J凡(z,t) ft le亨＋d(i)1-2s yf-2dxidYi・ 
[q,(c,d)]EM（り（t，m)／～ 5n i=1 



と置いて，この解析を進める． L\< （T)2 を満たす実数△，i と s€ Cに対して

心，i,S) ＝／（日— J=I. 切ーい）―kyk+s-2dy (z = X十 v-lyE釘）
5 

這 <.iE{l,2,..・,n}と凡(z,t)に対して

虹 (zi,tCi)) = yf (A叫研＋砂）叫＋砂） ＿こ研）Yi)―k に＝叫＋ご玩(1:'Si :'Sn)) 

と置けば，

霊(s)＝こ rrJ囮 (zi,例） C冒＋d(i)|―2s
[q,(c,d)]EM(eJ(t,m)/~ iEL（△） 幻

., 1-2s 

xyf-2dxidYi,,..,ft, L叩 (zi,t(i)) le亨＋ii)I 尻―2dxidYi・
埠'L（△）

ただし， L（△） ＝ ｛i E {l, 2,.. ・, n}幻＞〇｝．ここで，

q(x, y) = (x y)(］ り（；） に対して 砂 (x,y) = (x y) (~ ~) (:) 
を考える．もし砂(d豆ーc(i))> 0ならば

d(i) -B呪 (i)J2+c匹 (i)
砂＝ （＿C（i) A呪 (i)-B四 (t)／2)

はりからりへの変換 Zi→g(i)Ziを与える．このとき，長い計算を通じて

R砂）（g亨，t(i)）|c(i)(g亨） ＋d(i)―2s 1~(g亨）「

となるため，

= |q叫d(i),-C(i)）|―s (閂+4m°-（t叫＿ごt(i)y,)-k yf+k 
4 

-2s J見 (zi,t叫 c汽＋d(i) 尻―2dxidYi
幻

lc(i) Zi + d(i) I 

= lq叫d(i)'-c(i)）|―sh（凶）,-sgn（砂（d(i)'-c(iり）杓），s).
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また q(i)(d(i),-c(i)) < 0ならばR_q(i)(zi, t(i)) = R砂）（zゎー四）に注意して同様の方法でこの計算

を行うことが出来る．（c,d)E (M'/E)/～に対して適当な1E I'((N))をとって (c,dh = (0, 1) 

と出来るため，

q(x,y) = A丑＋Bxy+Cy汽

M叫l, m) /~~ { (q, (0, I ) ） 似＿］信~'i ゚二[m: "sg: ＝ € }I~ ． 
の代表系集合として

k(€ ) = {(A,B) 6N|A, sgn(A) ＝ €, B E O/2Ao-1, B2 三炉— 4m (mod 4Aぃ ｝ 
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がとれる．従って，

知(s)＝こ糾(s)
€E ｛士 l}n

n 

＝L L L IN(A)|―SrrIk （砂）2-4m豆—Ei杓）， S
tEo e=(q,..,,<n) (A,B) i=l 

） 

さらに

€｛土 l}n EK(<) 

= ＜F(s) ― 1狐）―'~L(Nl(s, t2 -4m) こ nIk （砂）2-4m凡—€tt(2),s)． 
e=(q,..,,en) i=l 
E｛土l}n

Ik （砂）2-4m(iJ,,,t<'l,s)~｛叫（砂）2 -4砧），t（i),s) 
Ik (（t(i)戸ー4砧），t(i)'s)

if i EL（△） 

ifif/:L（△） 

に注意すれば，次の命題を得る．

命題 3.2.m は 0の m≫Oかつ非平方な元とするとき，

n 

J Wm(z，一瑾）E(z,s) IT砧羞dyiI'(（N)）¥S'.Jn i=1 

= N(Z>)―s LL(N)(s, t2 -4m) と IK伍ー4m,Et,s).
tEo €€｛士I}n

ただし Ik(t2 -4m, Et, s) = rr~=l h ((t(i)戸ー4m(i),Eit(i), S)とする．

次にこの Iバ△，t,s)を詳しく調べる．積分公式

J-OOOO (炉＋ ..,city-¾+2..,ciy 柱； • u) •—½ dy 

｀け） （柱—△)―r(1 +tu+!: —• u2) —T 

I'(r + ½) ¥ 4)  ¥ ~'v='4 

の両側をそれぞれ uに関する Taylar展開して Uk-r-lの係数を比較すれば，

((K-］）rk--r;l kg  2(2r +：t + 1)J二（炉＋,,city―合）―k+}(2□y 炉；汀―r-1dy 
r (r) r (½) (t2 —•— r n (., t2 —• 
= mH (~)-, Pk,r (-t,~)-

ここで Pk,r(s,t)はGegenbauer多項式，すなわち (1-sx + t丑）―Sのx=Oにおける Taylor展

開の xk-s-lの係数である．この左辺の積分に注目する．

［ （炉＋,,city―合）合―kyK+（-s+1)-2dy=Ik,1-s（~)（デ）1-s-K ＇

Iぃ(z)＝ JOO 砂＋~dx (1-k < R(s) < k, z EC-(-oo, -1]). 
o （丑＋2xz+ l)kー百



また，

h,1-s(z) = 
21-k I'(½) 

I'(k -½) I'(k -s) I'(k + s -l) (z2 -1)―デ P~(/-s)(z) (z E (C -(-oo, 1]). 

ここで P/j(z)は超幾何関数 F(a,/3，r;z)から与えられる第 1種 Legendre関数，すなわち

p：：に）＝上(r(-V-1/2)1F(V-μ+1U+μ+13  1 
げ 2U+1バーμ-u) （z2 -1)（U+1)／2 2 ' 2 'v十が 1-Z2) 

2ツ「(v+ 1/2) 
（召 1t/2F 

μ-v -μ-v 1 1 

r(u -μ+ 1) - （2'2’5―u; 1 -Z2)） 
(2v ~ 2.Z + 1, 11 -z門＞ l,z -l ~墨o)

である．これより P](lk-s)（z)，すなわち Ik,1-s(z)は偶関数になる．従って，

［ （炉— Ff_ty-¾) ½-k yk-,-ldy ~ 11: （炉＋ Ff_ty-¾) ら -kyk-,-ldy 

これより，

r (k -½) r (½) r= • ½-k 
IK（△，t,l-s)= 江 (K) [OO （炉＋Hty-~) 2-"'Yk-s-ldy 

I'(k-.!）r (½) r (s) r (½) r (s + ½) r (k -s) (t2 -△ 1-k ( ✓コ k-s-1
= 2r2(k) r(s+ ｝） r(K -｝） (4)  （2)  
X Pk,s (t, ~汀·

従って， 4m-t2 ≫ 0のとき，

n 

店— 4m,t, s) = IT h((t(i)戸ー4m(i),t(i), s) 
i=l 

= 2n(-k-s+l)砂(-1)~-2~(~) n N(m)1-klN(t2 -4m)ls-½ 

n 

X IT叩（杓），m(i)).
i=l 
） 

故に次を得る．
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命題 3.3.m はm≫ 0, (m, (N)) = 1を満たす 0の非平方元とする． 3:S sさk-3をみたす奇
数 sに対して，

%（占釣(z))= (2―s-27r-l(k _ 1)『N(())―sL N(4m-t2)8—九(N)(s, t2 -4m)Pk,s (t, m). 

ここで， pい (t,m) = rr~=l P,い (t(i),m(i)).

この命題から定理2.l(B)を得る．

tEo 
t2≪4= 
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4 Theta級数と主定理

tQ = Q, Q(i)=（心） ＞0 (1 :'.Si :'.Sn), aii E 2o ((1 :'.Si :'.Sm), det Q = D 

を満たすレベル N の行列 Q= (aij) E Mm(o)をとる． k>誓に対して，

txQ叫
砂(x)= ~ (x E応），

2 
〈x,y〉(i)= txQ叫 (x,y E恥門， ーm-

2
 

――
 r
 

そして P~i)(x,y) = Pk,r(〈x,y〉(i)'q(i)に）q叫町）と置く． gをQの属する種とし，｛Qj}(j E I(g)) 
をgに属する全ての類の代表系とする． qy)と〈，〉［i)をそれぞれ Q↑に属する二次形式と内積と

する．

Wj = # {U E GLm(o) I tuQjU心｝， Mg=L町1,03 d≫0 
沢 I(g)

に対して Theta級数い(z)を

い(z)＝M,-1(こw]-1 ど昇(x,y)e[zg, (x)] 
jEI(g) 

で定義する．このとき，［5],[24]により次の結果が得られる．

信:d)
命題 4.1.上記仮定の元で {)9,d(z)C Sパ(N)).

℃ =G, Q(i) > 0 (1 :S i :S n)かつ m'<m を満たす Mm'(O)の行列 G と， Fの素イデアル

SJ= (1r) (1r E o)をとる． a 2: 0を満たす整数 aに対して，

A(Q, G) = # { X E o悶 ItxQX=G}, 

Ana (Q, G) = # { X E (0／冠o）悶 ItxQx三 G mod研｝，
叫 Q,G) = lim N(1rr[m'(m'+l)/2-mm']A1ra(Q, G) 

a→CX) 

と置く．ここで， R~ は環凡係数の mxn 行列全休とする． CY1r(Q,G)は(Q,G)の局所密度とよ

ぶ [26]と同じ方法で次の命題を示すことが出来る．

命題 4.2.n E o は n~O かつ nd が非平方な元とする． k > m/2に対して， rJg,d(Z)の n番目

の Fourier係数は次式で与えられる，

叫い(z))= c1(det Q)―1 L N(4nd —在）（m-3)/2恥(t,nd) IT叫 Q,
t2≪4nd 

~ N(4nd -t2)(m-3)/2 Pk,r(t, nd) I] CY1r (Q, (2td 2~)). 

ここで C1はm にのみ依存する定数で， rr7rは o31r≫Oを満たす全ての素イデアル (7r)につい
ての禎とする．
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命題4.2の証明は次の Siegelの主定理を用いて行う．

定理 4.3(Fractman[7], Corollary 4.4)．上記仮定の下，

A(Q,G)=D開'(m'+1)/4-mm'/2(~二） n (<let Qバ(detG)三 '-lrr叫 Q,G).
(7l") 

ここで Pl=ITい(1rs/2/I'(s/2)）とし，積rrけ）は 0の全ての素イデアル (7f)についての積と
する．．

fl = ([ ；）とし， m はm三 0(mod 8)を満たす正整数， N はN≫Oである 0の元とする．

次の命題は本結果の中での KeyPropositionになる．

命題 4.4.Q(i) ≫ 0(1::; i::; n)を満たす o上の偶対称行列 Qの中で，次を満たすものが存在す

る； Qのレベルは N,<let Q = Nm-2で Qは Og:,上次の行列と同値である；

Nfl ①...① Nfl efl・ 

ここで， 炉は Fの任意の素イデアルとし， Og:,は 0の g完備化とする．

命題4.4の証明のアウトライン．

Qm上の二次形式 f(x)＝こ：：1xf (x = t(x1,・・・,xm) E Q門を考える． x,yE応mに対して

股m の内積を以下で定める；

m 

(x,y)＝こ碍 (x= ¥x1, ・ ・ ・,xm),y = t(Y1, ・ ・ ・,Ym) E町）．
i=l 

次に Qm の Z—格子 L を定義する；

L = {x E zm I f(x)三 0 (mod 2)}. 

e= （ふ・・・，½)に対して L。 =L+Ze とおく．このとき，［L。： L] = 2 で f(Lo)~ 2Zとな

る．｛a1,...,am}を L。の Zー基底とし，行列 S= ((ai, aj)）を考えると detS= 1が分かる．

釘＝ （1,0,...,0),.., em= (o,...,0,1)に対して a1= e -(e2 + ・ ・ ・ + em-1), a2 =釘＋ e公

佑＝ ei-1-ei-2 (3 ~ iさm)とおく．このとき，｛a1,...,am}はL。の Z甚底であることが分か

る．故に Sは偶でかつ detS= 1となる．ここで

m

＿2 
s = fl ④ •.. efl. 

とおくと，全ての素数pに対して s,sのHasse記号砂（S),Ep(S)は 1に等しい．それ故に Sと
§は Q上同値となる．ここで，

i。=｛釘， a2,a3, ~, aデ＋59,am} ＝ ｛ふ，巫， aふ， am},

i=（（ふ，元））
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と置くと，

i = tXSX， ただし X ~ diag(l, 1, 1, N,三， 1, , 1)-
このとき， iは偶でレベルは N かつ detA= Nm-2となり， Sは全ての pでQPJ:: hyperbolic 
になる．故に iもQp上 hyperbolicになり，さらに iは次の様に分解する；

A1 

゜.—•. 

A=tM 
炉

A2 
M 炉9 Mp EGL叫％）かっふ EM心） （1 :Si :S m/2). 

゜
Am. 
2 

さらに ii(1< i sm) を詳しく分析することで， F の全ての素イデアルゅに対して泣：ゆ€

GLm(％）を適切にとって

炉
~
M
 
t
 ――
 ~A 

Nfl 

゜
Nfl ゚

h
 

Mga 

と出来る．

[26]と同じ議論を行うことで次の結果が分かる．

補題 4.5.Q は上記命題と同じ行列とする．（n,d)= 1, t2 -4ndヂ0を満たす n,t, d E oに対

して，

rr…い (2td 2~)) = c3L(N)(r, t2 -4nd). 
(7r) 
） 

ただし， C3はN とrのみに依存する定数である．

定理 2.1,命題 4.2,命題 4.4,補題 4.5より次の結果を得ることが出来る．

定理 4.6.n ≫ 0, d ≫ 0をみたす n,dE oをとる． k> m/2に対して

an叫，d(z))= c4an (T(d)亨 (z)).

ただし， C4はN とrのみに依存する 0でない定数である．

この定理4.6より，次の結果が遵かれる；
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定理 4.7.m 三 0(mod 8)で Kは k> m/2かつ k>2をみたす偶数とする．このとき，

S『ew((N))c 0(m,k,N,Nり．

ここで， 0(m,k,N,Nり＝品((N))n spanc位(lz,Q, P)}z,Q,Pであり， spanc位（lz,Q, P)}z,Q,P 

は次の条件（＊）を満たす組 (l,Q,P)から定まる球関数付き Theta関数飢lz,Q,P)全体で生成さ

れる C上ベクトル空間である．

(*) Qは 0J:::偶かつ総正でレベル M,detQ = M2を満たし， lはl≫ 0な 0の元でlMINを満
たす．また PはQに付随する次数 k-m/2の球関数である．
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