
｢第3回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣(その1)

久保描動力について

岡部靖意 (東大工学部計数工学科)

§1.定常過程と定常流

Ⅹ-(X(i);t∈R)を確率空間 (O,β,P)上で定義され,相関関数 R:A- Rをもつ弱
定常過程とする:

(1 ･1) E(X(i)X(8))-R(i-a)･

ヒルベル ト空間 L2(O,β,p)内の閉部分空間 7ixを

(1.2) γⅩ_-(X(i);i∈RIの張る閉部分空間

で定義する.この空間はつぜ の内積

(1･3) (yl,Y2)≡E(YIY2)

をもづヒルベル ト空間となる.そのとき,光Ⅹ上で作用するユニタリー群 (U(i);L∈R):

(1.4) U(i)(X(.B))-X(a+i)

が定まる.各 t∈Rに対 して,確率変数 X(i)をヒルベル ト空間 γⅩの中のベクトル A(i)

(1.5) A(i)≡ X(i)

I

と見なすことによって,γⅩの中の流れ A-(A(り;t∈R)ができる･ 性質-(1･1)より

(1.6) (A(i),Jl(J))=(Jl(iI-),Jl(0))-R(i-a)

が成 り立っので,流れ Aを相関関数 Rを持つ定常流とよぶ.

§2.定常流とハ ミル トニアン

一般に,ヒ'1レベル ト空間 γ の中の流れ A-(A(i);t∈R)でつぎの性質

(2.1) (A(i),A(a))-(A(ト B),A(0))
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を満たすものを定常流 と名付ける･ここで,(,★)は ヒルベル ト空間 光 の内積である.

(1.2)と同様 に,ヒルベル ト空間 光 内の閉部分空間 γA を

(2･2) γ▲≡tA(り;t∈RIの張る閉部分空間

を考える･(1･4)と同様に,γ▲ 上で作用するユニタ リー群 (U(i);L∈R):

(2.3) U(i)(A(a))--Jl(a+i)

が定 まる.一般論より,ヒルベル ト空間 nA に作用する自己共役作用素 Lで

(2.4) U(i)-eHL

を満たす線形作用素が存在する.これを定常流に付随するハ ミル トニアンと呼ぶ.

S3.ハ ミル トニアン､森揺動力とランジュヴァン方程式

つぎの条件

(3･1) Jl(0)eD(L)

のもとで,森華氏の理論 (【17】)が展開 された.この条件は定常流 Aが ヒルベル ト空間 γA

内の可微分 な流れであることを意味する.すなわち,流れ Aの速度流 とも言 うべき A=

(i(i);i∈A)

(3･2) i(i)≡豊
が定義される.

ヒルベル ト空間 nA 内の閉部分空間 γ 1

(3･3) 光1≡ 7tAelA(0)】

とそこに作用する自己共役作用素 Ll

(3･4) Ll=(I-Po)L

を定める.ここで,作用素 Poは初期ベク トル Jl(0)で張 られる一次元の空間 【A(0)】への直

交射影作用素である.
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ヒルベル ト空間 Ttl内の定常流として,森揺動力 IM =(ZM(i);t∈R)が

(3.5) tM(i)≡eHLl(I-P.)i(o)

で定義される.

森の振動数 uM と 森の核関数 pM:A- Cを

uM = i-1(i(o),A(o))(J4(0),Jl(0))ll

pM(i)≡(ZM(i),ZM(a))･(A(0),A(0))~1

で定める.

森理論の基本は共分散関数 R のラプラスーフー リエ変換 として定義 される複素移動関数

[R]:C+- C

(3･8) 【R](I)≡∫ e･'"R(i)dl

を解析的に表現 したことである.それはつぎで与えられる:

(3.9) lR](()-
R(0)

-iuM-iC+I.aeiÈpM(i)dt

これと同値な表現 として,定常流 A の時間発展を記述する森の方程式が得 られる:

(3.10) (̂i)-iuMA(i)-L̀pM(ト 8)A(a)dB+ZM(i) (i∈A).
§4.ハ ミル トニアン､久保描動力とランジュヴァン方程式-(1)

条件 (3･1)が成 り立たない場合

(4.1) A(0)¢D(L)

に対 しても,定常流 Aの時間発展を記述する方程式をもとめるのが EMO-ランジュゲァン

方程式論である(【12日26日27】).そこで,揺動力として久保揺動力が導入 された.

そのために,初期ベク トルJl(0)をD(I)に属する元Anの列 (n∈N)

(4･2) A.I≡ n e-ntU(i)A(0)dl

-67-



研究会報告

で近似する:

(4.3) limA.-A(0) (in7iA).¶.一〇〇

複素移動関数 【Rいま初期ベ ク トル Anに関する複素移動関数 【Rn]の列で近似 される:

lR](()-limlRn](()Tl.一〇〇

(4.4) =limI一一〇〇/.∞èくt(F'(i)An,An)dt

従って,各 nに対 して,森理論の(3･9)を用いて

(4･5) 【凡 l】(()-
Rn(0)

-1･戒 )-1･(+I.FDeiで̀克 )(i)dt

となる.数列 克̀ )は収束 しないので,次の様にrenormalizatiomをする

βn≡ -i超 )+2巾 法)](o+iO)

か (i)≡ -x【o誹 )1㌦ 璃 '(8)dB

(-iC)L∞棚 '(i)dt-/00è… 克'(a)dB守e-̀̀pk'(i)戯
/ドè̀tT!n'(i)dt- /A(A- (-ie)(A-ie)堤)(dA).

ここで､克 )は

克 '(i)-/Re-"人身 (d入)

を満たす (Boclmerの定理より定まる)有界なBorel測度である.

このとき

複兼移動関数 【R]に関 して次の表現が得 られる:

(4.6)

ここで

(4.7)

(4.8)

(4.9)

lR](()=

K((I)-limt10

α 1

J 57 β -iト iCK(()'

α>0,β>0
1

(A-(-ie)(A-ie)rc(dA)･(J57a)~1

叫 )は直線上のBorel測度でJR㌫ K(dA)<-･
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§5･ハ ミル トニアン､久保揺動力とランジュヴァン方程式-(2)

今までの準備の下で,久保揺動力が導入 される･ユニタ リー群 (U(i);t∈R)に関するス

ペク トル分解

(5･1) U(i)-

を用いて

(5.2) A(i)-/A

e-I'tEdE(i)

e-叫dE(i)A(0)

を得 る･シュワルツの急減少関数の空間 S(A)の元 pを用いて定常流 Aを正則化 して,追

定常流 (A(p);p∈S(A))を定義する:

(5･3) A(p)≡ /A
正数 71>0に対 して,コーシー核 Pqを

(5･4) Pq(2!)-

p(i)A(i)dL･

q(712+2!2)

として,超定常流 (Lq(p);p∈S(A))を定義する:

(5･5) Iq(p)≡去/RPq･(i(･)lR](･･iq)-1)(i)dE(i)A(0)･
適当な条件の下で,久保揺動力 IK=(tK(r);?∈S(R))が上の超定常流の極限 として定
まる:

(5.6)

久保揺動力の共分散は

(5.7)

zK(p)=恕Lq(p)･

･IK(p,,- ,-(蛋 ,2/R鮒 i(-(,a(df,

で与えらる･即ち,久保甲 力のスペク トル測度は(爵 )2K(de)である･

この久保描動力を揺動力とすることによって,複素移動関数 【R]の表現 (4.5)の同値な表

現 として,定常流 Aの時間発展を与える方程式が,超定常流 (A(p);p∈S(R))の言葉で,導

かれる:

Jl(p)=-βA(p)一恕(TJJl)(p)+αIR(p)･

K.(()=
(A-(-ie)(A- ie)
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久保揺動力の存在条件

(H･1)

(H･2)

(冗.3)

(冗.4)

(H.5)

R(i)≡(A(i),A(0))

lR](I)≡去r ei"R(i)dt
(R)((+iq)≡

D-_limf-0

lR](i+1'q)
lR ]((+i71)i

R(0)≠0

L00e-`̀R(i)dl≠0
]qli_mo(R)(i+iq)≡(R)(i)∀e∈R
]qli_mo(R)(i+叫+iq)≡(R)(i;i)∀E,i∈R
(R)((;i)=(R)(i)∀f∈supprc,i∈R

(H.6) jC>0suchthat

(H.7)

(R)(el)-(R)(f2)
fl-e2
rc(A)<∞

≦c a.e.fl,f2∈R

S6.Alder･Wainwright効果とStokes･Boussinesq･Lamgevin方程式

1960年代末,AlderとWainwrightll]は,剛 体球 と剛体円板か らなる流体モデルのコン

ピューター シミュレーションによる実験によって,ブラウン粒子 とみなす剛体球の速度の相

関関数 Rが指数的減衰をせず,

(6･1)
1

R(i)xii7f (t→∞)

という長時間挙動を示す Alder･WainWright効果を発見 し,Einsteimのブラウン運動の理

請,hngevinの確率微分方程式の理論に疑義がかかった.確率論的には,実際のブラウン運

動はマルコフ性を持たない事になる.

理論に疑義がかかればそれを修正する伝統を持つ物理学では,Einsteinとhngevinより

以前の19世紀末の Stokes【46】とBoussinesqul3]の研究を基礎に,久保の線形応答理論を適用

して,AlderJWainwright効果は今や物理理論･物理実験として検証済みである(【48日13日44】).
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そこで立てられたモデルは,粘性 71,密度 pの液体中を,半径 7･,質量 7nの剛体球が,時刻 Lで

揺動力 W(i)と抵抗力 F(i)を受け,速度が X(i)で動 くモデルで,次のStokes･Boussinesq･

I'angevin方程式:

(6･2) -･k(i)-16- X(i)16- 2(T)1/-2I∞去 k(B)dB十W(i)
で記述される.ここで m●は次式で与えられる有効質量である:

(6･3) -･-小 言-3p･

方程式 (6.2)の右辺に於ける積分項は,剛 体球によってはねのけられた液休が長い時間を

かけて剛体球に及ぼす力である.この力は,Einsteinの研究では無視 されたが,約 65年後に,

コンビュウターの発達によって復活 したのであった.方程式 (6.2)の解である確率過程はマル

コフ性を持たない.

Stokes-Boussinesq-IJangeYin方程式 (6･2)で記述 される確率過程 Ⅹ-(X(i);i∈R)が
マルコフ性を持たないのなら,如何なる定性的性質を持つのであろうか.それに答えたのが

ⅩMOILangevin方程式の理論である(【24日25日28日29,【39])･(6･2)に於ける揺動力 W(i)と

して,ブラウン運動の微分であるホワイ トノイズと久保揺動力の二つが調べられ,いずれの

場合 も方程式 (6.2)の解である弱定常過程は,その相関関数 Rが 【0,∞)上の有界なBorel測

度 UのIJaPlace変換で書ける,という鏡映正価性を持つ:

(6･4) R(i).-∫ e･-LtlA叫 )･

逆に鏡映正値性をもち,次の条件

(6.5) q((0))-0, 0<L∞入q(d入)<∞
を満たす弱定常過程Ⅹ-(X(i);i∈A)の時間発展は,StokesIBoussirLeSq-hngevin方程式
(6.2)の一般化として,次の第二 KMO･IJangeVin方程式 (6.6)_によって記述 される:

(6･6) 丈ニーβ2Ⅹ一缶 72･･･女+α2IK･

ここで,三つ組 (α2,β2,β2)は

(6･7) (

α2>0,β2>O

p2は 【0,∞)上のBorel測度で,p2((01)-0,Iow 三吉p2(dl)<∞,
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を満た し,72..(E≧0)は次で与えられる関数である･･

(618) 7 2,.(i)-I(0,∞)(i) e~ `入p 2(dA).

さらに ZK は久保揺動力である.ブラウン運動の微分であるホワイ トノイズBを揺動力 とす

る第- EMOILangevin方程式 も導 くことができる.

相関関数の多項式的減衰は,KMO-LangeVin方程式の枠組みの中で,遅れの項の72,0の多

項式的減衰で特徴付けられる事で,Alder-Wainwright効果の数学的構造が明 らかになった

(【29日34日41日10-111).

鏡映正値性をもつ定常流の一般論は連続系のみならず離散系に対 して展開され,久保揺動

力とホワイ ト描動力に基づき揺動散逸定理が示 されている([30134】).鏡映正値性を もつ岳

常流に対 しては,森理論は適用できない.量子系において,RWA-Osciuatorに対する- ミル ト

ニアンに対 して森理論を適.用 した広川君の仕事 (【91)がある･久保揺動力を導入せざるをえ

ない圭子系のハ ミル トニアンの例はあると思われる (量子ホール効果)･次回までに調べた

いと思 っている.

§7精勤散逸定理 (Fluctuation-DissipationTheore-)

S6で述べた揺動散逸定理 (FDT)の心は,｢複雑な挙動をする現象 も定常状態では,その

時間発展を記述する運動方程式は,ランダムな動の部分 (揺動項)と力学的な静の部分 (散逸

項)に分けられ,両項の間にはある関係式が成 り立っ｣というふ うに要約で きる･

人の研究活動に於いて,悩み喜ぶ研究過程が揺動部分 に,その研究結果の発表行動が散逸

部分に相当する様に思われる.研究結果が意外であればあるほど厳 しい批判を受けるが,それ

を自分に描動力として課 し,研究活動をさらに続け,努力に見合 った成果を再び発表する.こ

れを繰 り返 し継続 していける状態が定常であると思 う.

この揺動散逸定理 (DDT)を哲学 として昇華 させた揺動散逸原理 (FDP)を指導原理 とし

て,KM20-ランジュヴ7･ン方程式論を展開 し,複雑系の非線形構造を探 る非線形時系列解析

を行 っている(【34日39日40日42日431)･

上で述べた FDTは,数学 として如何に表現 されるかを見てみる.S6で扱 った弱定常過程

Ⅹ をとり上げ,その拡散係数 Dを

(7.1) ♪ ≡ lim
l一〇〇
In(I.IX(a)dB)2dP
2t
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で定めると,これは次の様に直接計算出来る:

(7･2) D-100R(i)dL=nq(i"･
一般化された第-種 FDT 第二KMO-Langevin方程式 (6･6)に基づきC+∪(A -101)

に於いて,

(FDT-1)
1 1

--- ---- __ =

β2- iC-iClim 1̀0I.w e''く̀72,.(i)dt R(0)I.00ei"R(i)dt
が成立する.

Elinsteimの関係式･ 第二 EMO-Langevin方程式 (6･6)に基づき

(FI)T･2)

を得る.

D=Bi91
β2 ●
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