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1 はじめに

Wu-S-Yang [14]にて，

T五は＋ T'P2T;〗- T'P3Tら (1.1) 

が射影作用素となるテープリッツ作用素の族に遭遇した．この小論ではこの発見を

きっかけとして始めた研究について報告する．前半では (1.1)を抽象化した作用素

不等式が導く作用素論について解説する．これは内山氏（東北医科薬科大）との共

同研究 (S-Uchiyama[13]）である．後半では，（1.1)の応用として，複素関数論と

双曲幾何で重要な Schwarz-Pickの不等式の不定値的な多変数版が得られることを

解説する (S[12]). 

2 不定値内積空間への埋め込み

2.1 問題の設定

(1.1)を抽象化して，ヒルベルト空間 H上で

0 :S T1T! + T2TI -T3T; :SI (2.1) 

*This work was supported by the Research Institute for Mathematical Sciences, an Interna— 
tional Joint Usage/Research Center located in Kyoto University 



88

を満たす有界線型作用素の三つ組 (T1,T2, T;砂を考える．このとき，

T=  ✓T1T「 +T2T2 -T3T3 

と定め， T1,T2, T3, Tの deBranges-Rovnyak空間を導入する．ヒルベルト空間甘

上の有界線痙作用素 Aに対し， M(A)をAにより定まる deBranges-Rovnyak空

間とする．すなわち， M(A)はAの値域に引き戻しノルム

IIAxllM(A) = IIP(kerA)上xllH= min{IIYIIH: Ay = Ax} 

を入れて得られるヒルベルト空間である．このとき， deBranges-Rovnyak理論の

甚本定理により，

M(T)→M(T) + M(T3) = M(✓nT「 +T}rf) = M(T1) + M(T2) (2.2) 

が得られる (deBranges-Rovnyak理論の詳細については Ando[4]を参照）．この

ように M(T)はM(T1)+ M(T2)に埋め込まれるのだが，この方法では孔と T

の関連が読み取れない．そこで，（2.2)から導かれる形式的な等式

M(T) =M(Tリ＋M(T2)-M(T3) 

を何らかの意味で正当化できないか考えたい．

2.2 不定値内積空間

(2.3) 

問題 (2.3)を不定値内積空間の中の正定値部分空間の問題として考える．まず，

1 0 0 

凡＝ 1-{① 1-{，礼＝ 1-{ andJ= (>; ＿o1) 
と定め，不定値内積空間 K= (1-l十① 1-{_,J)を考える．すなわち，ベクトル X=

(x1，叩,X3)f, Y = (Y1, Y2如）tE 1-{ 〶 1-{ ④ 1-{，に対し，（不定値）内積を

〈x,y〉K=〈Jx,y〉1-lEFJ1-lEFJ1-l=〈XぃYl伍＋〈四，Y2〉1-l―〈XぁY3〉1-l• 

と定める．このような不定値内積空間は Krefo空間と呼ばれる． Krefo空間の幾何

については Dritschel-Rovnyak[6]が簡潔にまとまっており読みやすい．さて，（2.1)

をみたす (T1,T2, T3)に対し，

T : K→ 1-{9 [）→ Tm  +T四2-T⑰3 
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と定める．このとき， Tの共役作用素 '_['iは

叩：社→K, X→ (［［：) 
となる．特に，

戸 X=T1T「x+T2勾x-T3冗x

が成り立っ．ここで，

T=  (T内＋T2T;-T3冗）1/2

に対し，次のように定められる V:ImT→冗kerTlを考える．

VTx = ([） （x E (kerT)J_)． 

このとき，等式

IITx||食=||T{x||土+||T;x|1沿― ||T;x|1負＝〈T"x,T"x〉IC (2.4) 

から， Vは等距離かつTパkerT叶が前ヒルベルト空間であることがわかる． そこ
で，応を (2.4)から定められるノルムに関する TパkerTlの完備化ヒルベルト空
間とし， V：扉T→応を Vのユニタリ拡張とする．このとき，

£二~ JC。
T』/(£ := (kerTl＝玩T)
~/v 

は可換である．このようにして，問題 (2.3)を扱うための舞台が整った．

2.3 不定値的な rangeinclusion 

次の定理が[13]の主結果である．

(2.5) 

定理 2.1.任意の uEM(T)と任意の c> 0に対し，次の (i),(ii)を満たすベクト

ル Zs=(z1(c)，硲(e)，硲(e)）t€ 1-l 〶甘〶 1-l が存在する．

(i) T戸1(c:) + T2硲(e)-T終3(c)→ u (e →0), 

(ii)〇さ ||z1(c:)II和＋ 1|硲(e)||危-II硲（c:)I|和↑llullぶ(T)(c↓0), 
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(iii)に。の中で limZCが存在する．
e→O 

ここでいくつか注意したい．まず，（i)だけでは自明な命題である．しかし，今

は(ii)のノルム評価がある．（ii)の不等式の中に負の項があるが，それは図式 (2.5)

の応のノルムの定め方に起固するものである．次に，（2.3)は形式的な等式であっ

たが，定理 2.1の意味で

M(T)'---+ M(T1) + M(T2) -M(T3) 

と表してもよいだろう．また，本質的な話ではないが，（2.1)を

n m 

0さLTj勾ーと TJ勾:SI
J=l j=n+l 

のように一般化しても同様な結果が得られる．

2.4 応用

炉を lD)＝｛入 EC : |入|＜ 1}上の Hardy空間とし，乃を関数 fから定まる
Toeplitz作用素とする．このとき，

ョ8> 0 s.t. I',五1悶＋T五2T;2-T五3Tら26I印

をみたす lD)上の有界正則関数 'Pl平2平3を考えよう．この設定に定理 2.1を適用

できる．まず，

T = (T'Pl⑰+  T訊こ— T旦3TP*3)1/2

とおくと， Tは可逆であり， 11r-111:S 1/../Jである．特に， 1E M(T)であり，

1 
lllllM(T) = IIT―11IIH2'.S ~ 

《

が成り立っ．よって，定理 2.1により，次の (i)'(ii)を満たす切，n,砂，n,応，nE H2 

(n EN)が存在する．

(i) ||¢1ゆl,n+ ({)2心2,nー ({)3心3,n-1IIH2→0 (n→0), 

(ii) 0 :S||い||加+||い||加-||い |1かさ~ (n EN). 
さらに，叫，n,応，n,応，nの構成法から

(iii)任意の入 ElD)に対し，

l'P1（入）ゆl,n（入）＋({)2（入）ゆ2,n（入）一¢孔入）ゆ3,n（入）12:S 
l'P1（入）12+|平2（入）12-l'P3（入）12
6(1 -|入|2)

も導かれる．
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3 Schwarz-Pickの不等式

3.1 Schwarzの補題

lD)を複素平面内の単位開円板とし，

S(lD)) = {f E Hol(lD)): lf(z)I :S 1 (z EID))} 

と定める．複素関数論における Schwarzの補題

f E S(lD)) and f (O) = 0⇒ |f(z)I :S lzl (z EID)) 

は基本的である．また， Schwarzの補題は次のように一般化される．

f E S(lD))⇒ 
f(z)-f(w) I,,, I z-w 

＜ 
1 -J(w)f(z)― 1ー両

(z,w EID)). 

これは Schwarz-Pickの不等式とよばれる．ここで

z-w 
匹 (z,w) = 

1一而Z

とおくと， PIIliはlD)上の距離となる（擬双曲距離とよばれる）．このとき， Schwarz-

Pickの不等式は

PIIli(f(z), J(w))さPIIli(z,w) (z, w EID)) 

と書き換えることができる．すなわち， lD)上の正則自己写像 fは距離 PIIliに閲す

る縮小写像である． Schwarz-Pickの不等式は複素解析だけでなく双曲幾何でも基

本的な不等式である．

ところで， Schwarzの補題には次のような証明がある．

(Schwarzの補題のヒルベルト空間論的証明）．まず， H2をlD)上の Hardy空間

とし，乃を fから定まる Toeplitz作用素， PMを閉部分空間M に対応する直交
射影とする．このとき， f(O)= 0をみたす fE S(lD))に対し fE zH2であること

から， Douglasのrangeinclusion theoremにより，

玉＞ 0 s.t. T1Tj :S,PzH2 =,TzT; 

が成り立っ．ここで， pzH2が直交射影であることと IIT1IIさ1から ,=1と選べ

ることがわかる．よって，いを H2の再生核とすれば，

If(入)|2 |入|2

1-|入|2
=〈T汀応ふ〉<〈TZT応，い〉＝ （入 EII}) 

1-|入|2

が成り立つ． ロ
この証明は通常の複素解析の譜義で使えるものではないが， H2を含む広いクラ

スに適用可能である． lIJ)上の Bergman空間に適用した場合については， Kuwahara-

S [10]で現在まとめている． lIJ)2上の Hardy空間へ適用した結果を次に紹介する．
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3.2 不定値的な Schwarz-Pickの不等式

Schwarzの補題， Schwarz-Pickの不等式には関数解析的側面がある．例えば，作

用素論と関係するものではAnderson-Rovnyak[2], Anderson-Dritschel-Rovnyak [3], 

Knese [8], MacCluer-Stroethoff-Zhao [9, 11]等の研究がある．バナッハ空間論との

関係は Dineen[5]にまとめられている．ここではこれらの研究とは異なる観点か

らSchwarz-Pickの不等式の多変数化を考える．

まず， z= (z1辺），w= (w1,w2) E!D)2に対し，

2 I 12 I 12 
p(z, w) = 

Z1 -W1 I. I Z2 -W2 I I Z1 -W1 Z2 -W2 
＋ 

1ー可Z1 1ー可Z2 - 1ー可Zl.1ー可Z2

と定める．これも ID)2上の距離を与える（これは既に知られていることのようであ

るが後で証明を与える）．この pの出自について簡単に解説しよう．一次分数変換

で調整すれば w=0と仮定してよい．このとき，

(p(z, 0))2 = lz112 + lz212 -lz1z212 = 1 -(1 -lz112)(1 -lz212) (3.1) 

と表される．ここに Krefo空間が隠れている．び上に

〈z,w仄＝ Z1可＋Z2可ー Z3町 (z= (z1や2五），W= (w1, W2, W3) E (Cり．

と（不定値）内積を定めよう．このようにして得られる Krefo空間を K と表す．

次に，のを以下のように定められる写像とする．

このとき，

① :lDl2 →K, (z1,硲） M (z1, z□1砂）．

0 = {(z1，硲） E<C2 : 0 :S lz112 + lz姐― |z戸212< 1} 
= { z E <C2 : 0 :S〈<P(z)，<P(z枷＜ 1}.

とおけば，（3.1)から， lDl2は 0の有界な連結成分であることがわかる．このよう

に， pはびの形状を定める関数である．次に，

S(lDl叫2,1)＝｛（凸乎2心） E(Hol(lDlり）3： 0 < T五は＋ Tcp2T;〗 -T'P3T;3 さ J}

と定める． S（lDl生2,1)はS(lDl)のlDl2への拡張の一つである．このように作用素の
正定値性を用いて定められる正則関数のクラスはSchur-Aglerクラスと呼ばれるこ

とが多い（例えば， Jury[7]を参照）．さて，［12]にて次が得られた．
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定理 3.1.心＝ （釘，店）を ID2上の正則自己写像とする．このとき，

0さp（心（z），い(w)）さ v'2p(z,w)＜v'2 (z, w Eザ）

が成り立っ．さらに，（釘，砂，切応） ES(ID汽2,1)ならば

〇SP（ゆ（z），か(w))sp(z,w) < 1 (z,w E囮）2)

が成り立つ．

証明では前述の Schwarzの補題のヒルベルト空間論的証明をID2上の Hardy空

間に適用する（実際は定理 3.1に先に気づいたのだが）．ついでに， ID2上の正則

自己写像ゅが pに関する等距離写像ならばゅはびの正則自己同型写像である．

3.3 pが距離関数であること

定理3.1に出てきた pが距離関数になることは既に知られているようである．例

えば， Agler-McCarthy[1]の Lemma9.9は抽象的に述べてあるが，それを ]]J)2上

のHardy空間の場合に翻訳すると pが距離関数になることが得られる．このよう

な事情があり，［12]の育読の過程で次の Propositionと証明は外された．しかしな

がら，将来何らかの役に立つこともあるかもしれないのでここに掲載する．

Proposition 3.2. p is a distance on lDl竺

Proof. Let z and w be two points in配 Wedenote z = (z心） andw = (w1,w吐
Then, it is trivial that p(z, w) = p(w, z) by the definition of p. Next, let Pj(zj, wj) 

be the usual pseudo-hyperbolic distance between Zj and Wj in ID. Then we have 

1 -(p(z, w))2 = {1 -(P1(z1, wリ戸｝｛1-(p2(z2, w2))2}. (3.2) 

Hence, if p(z, w) = 0 then pj(Zj, wj) = 0 for each j = 1, 2, that is,勾＝ W1and 

砂＝ w2.Thus, we have that p(z, w) = 0 if and only if z = w. We shall show the 

triangle inequality. Since p is invariant under the action of Aut（酌， itsuffices to 

show that 

p(z, w) ~ p(z, 0) + p(O, w). 

We set lz』=rjand lw』=sjfor j = 1, 2. Then the inequality 

叫Zゎ四）さ
rj・十 SJ

l+r心
(3.3) 

is well known, in fact, which implies the triangle inequality for Pi・ Moreover we 

note that 

1-(p(z,0))2 = 1-(r『+r; — rfr考） ＝ （1-r『）（1-r考）．（3.4)
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Then, it follows from (3.2), (3.3) and (3.4) that 

(p(z, w))2 = 1 -{1 -(p1(z1, w1))2}{1 -(p2(z2, w2))2} 

三1-｛1-(；1++rlss])]{1-（：2+＋r2SS22)2} 
=1-
(1-ri)(l -si)(l -r~)(l -s~) 
(1 + r1s州(1+ r函）2

=1-
{1 -(p(z, 0)）外{1-(p(O, w)戸｝
(1 + r悛1)2(1+ r西）2.

Hence, we have 

(1 + r1s1)2(1 + r2s2）打(p(z,0) + p(O, w))2 -(p(z, w)）外

?: (1 + T1S1汽l+r西）2

x { (p(z,0) + p(O,w))2 -(1 _ Q-w>z,TO1):12)[[]：幻竺；2w)戸｝）｝
= (1 +r位1)2(1+ r西）2{ (p(z, 0) + p(O, w))2 -1} 

+ {1 -(p(z, 0)戸｝｛1ー (p(O,w)戸｝

こ(p(z,O)+ p(O,w))2 -1 + {1-(p(z,0))2}{1-(p(O,w))2} 

= 2p(z,O)p(O,w) + (p(z,O)p(O,w))2 

?: 0. 

Therefore we have 

(p(z, 0) + p(O, w))2 -(p(z, w))2?: 0. 

This concludes the proof. 
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