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純圧縮トラス構造と離散 S-isothermic曲面
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概要

望ましい力学的特性を実現する，四辺形を基本とする純圧縮トラス構造の生成に，

S-isothermic曲而が有効に用いられることを示し，形状生成手法の例を紹介する．本

稿の内容は，横須賀洋平氏（鹿児島大学），林和希氏（京都大学），早川健太郎氏（日本大

学），梶原健司氏（九州大学）との共同研究に基づく．

1 イントロダクション

本稿のテーマのスタート地点は「Michell構造 [5]」と呼ばれる対象である．元来は汎函数

こ（部材の長さ） x （部材にかかる軸力の大きさ），
部材

(1.1) 

の「最小解」として得られる片持ち梁の構造を指す（固 1). この構造のもつ顕著な性質は

（部材の長さ） x （部材にかかる軸力の大きさ） ＝ （定数）， （1.2) 

という関係式にある．そこで本稿では，この関係式を満たすトラス構造を Michell-Prager

型構造とよぶことにする [7].Michell-Prager型構造は，辺に土の符号をつけた汎函数の臨

界点となる位は水平方向に＋，鉛直方向にーの符号を割り当てる函数） ： 

どぴ（部材）lo副部材の長さ1.
部材

(1.3) 

建築構造の観点からは，汎函数の見た目こそ異なるものの，初期張力が導入可能なケー

ブルネット構造（重み付き Dirichletエネルギーの臨界点）の亜種とみなされる．一般に

Michell-Prager型構造は，離散isothermic曲面の“対角線'’から構成することができる．こ

こで四辺形からなる離散曲面がisothermicであるとは，各四辺形が複比方程式を満たすと

きをいう．離散isothermic曲面の対角線からなる構造に対し，性質（1.2)が満たされるこ
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区1：左区： Michell-Prager型構造．点線の四辺形は離散指数函数．

閻：釣り合い図式．

中央図：形状図式．右

とは [2]の系 4.33で示されている結果から従う．このとき，対応する離散 Christoffel変換

は「部材に作用する力の釣り合い医式」と解釈される（図 1参照）．特に離散指数函数から

生成した構造は「各離散曲線が離散対数螺旋」となり，離散対数螺旋は離散対数型美的曲線

(dLAC)であるという意味である種の“美的性”をもつ [3,4]. Michell-Prager型構造を調

べる中で，以下のような「問題」が挙げられた：

別の荷重条件下での特性も調べられないか．特に，すべての部材に圧縮力が作用して

釣り合う構造（純圧縮構造）というテーマに関連付けられないか．

例を通じた「実験」を行う中で， 以下の実験報告および疑問点が挙げられた：

•形状は「離散曲率線網（circular net)」であることが望ましい．

•部材に作用する軸力の大きさが，外接円の中心を結ぶ線分の長さ（の定数倍）に等

しい．

・カの釣り合い図式は “Koenigsnet"の条件を満たすのではないか？

（過度な）集中を避けるという観点から重要な条件である．

•変分原理による統制が期待できないか？

本稿ではこれらを数学的に整理し，以下の「主定理」を示す：

これは，応力の

“主定理”．以上の要請を満足するトラス構造の生成のためには， S-isothermic曲面を利用

すれば実現可能である．

2
 
釣り合い条件と変分原理： cotan公式 [6]

まず「部材に作用する軸力の大きさが，外接円の中心を結ぶ線分の長さ（の定数倍）に等し

い」という条件を整理する．この条件は，本質的に論文 [6]の5節で紹介されている．いま，
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Jを平面上のgoo回転とするとき，簡単な計算で以下の関係式が確かめられる（図 2参照） ： 

1 1 1 
W1 = i cot瓜Jv, W2=icotaiJv, w1+w2=i(cotai+cot店）Jv. (2.1) 
2 2 2 

したがって，各頂点まわりでの力の釣り合い条件は

1 
~ L (cot ai + cot凡）（P —q』 =0. (2.2) 
qi~p 

ここで，和はpに隣接する頂点Qiすべてにわたってとる．いま，単体的曲面間の写像fの

離散Dirichletエネルギー [6]は

E(f) =]ど（cotai + cot/3』|f(p)-f(qi)l2, 
阿

で計算され，f= idのとき，エネルギー勾配は

8E 1 
0p ＝うど（cotai + cot/3』(p-qふ

qi~p 

(2.3) 

(2.4) 

となることから，釣り合い条件式は (cotanweightをもつ）離散調和函数となる．なお，面

積汎函数の臨界点として記述することも可能であり，図 2からわかるように

（部材の長さ） x （部材に作用する軸力の大きさ） ＝2x（面積）， （2.5) 

という関係が成り立っている．ここで面積とは，点P,qiと外接円の中心からなる四辺形の

面積を指す． Michell-Prager型構造においても左辺は重要な量であった．

図2:各点まわりでの力の釣り合い条件．

3 離散曲率線網， conical網，離散 Koenigs網 [2]

次に離散曲率線網および関連する概念を整理する．平面格子Z2= (V(Zり，E(Zり）に対

し，その艮2~Cへの実現r:V(Zり→配を考え，シフト記号を以下のように設定する：

r = r(n, m), T(i) = r(n+ 1, m), r(2) = r(n, m+  1), T(i2) = r(n+ 1, m+  1). (3.1) 
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定義 3.1.以下の用語を導入する：

• rが離散共役網 (discreteconjugate net, Planar Quadrilateral (PQ) mesh) 

であるとは，各四辺形{r,T(l), T(12), T(2)}が同一平面上にあるときをいう．

• rが離散曲率線網 (discretecurvature net, circular net)であるとは，各四辺

形 {T,T(1)ぶ 12),T(2)}が同一円局上にあるときをいう．

離散曲率線網の条件は，数学的には「4点の複比が負の実数」という観点が重要である一

方，建築構造分野においては「頂点における厚み方向を考える上で振る舞いがよい」という

意味で重要である．さらに r:V(Zり→配がconical網であるとは，各頂点まわりの角度

W1, W2, W3, W4に対して

W1 + W3 = W2 + W4 = 7r, (3.2) 

が成り立つときをいう（図 3参照）．平面上の離散曲率線網と conical網には以下の対応関係

がある：

補題 3.2.平面上の離散曲率線網に対し，その外接円の中心を結んでできる離散曲面は

conical網である．

また「応力の（過度な）集中を避ける」という観点で重要な離散Koenigs網と呼ばれる条

件は，下記の特徴づけをもつ：

補題 3.3([2], p. 52）．離散共役網が離散Koenigs網となるためには，各点において

釘必妬心_. _, _.  - =1, 
/31 /32 /33 /34 

(3.3) 

が成り立つことが必要十分である（~3 参照）．

なお，複比に関する条件に注意する必要があるが，離散曲率線網かつ離散Koenigs網であ

れば離散isothermicであることが示される．

4 要請を満たすトラス構造の生成： S-isothermic曲面

本節では，先の要請を満足するトラス構造を実現するためには， S-isothermic曲面と呼ば

れる対象が有効であることを示す． S-isothermic曲面は以下の簡単な特徴づけをもつ：

命題 4.1([1], p.241).四辺形からなる離散曲面がS-isothermicとなるためには，各四辺形

に内接円が存在し，その各々が辺上で接することが必要十分である．

なお， S-isothermic曲面そのものは，一般の多角形からなる曲面に対しても定義できるこ

とを注意しておく．内接円の存在は，以下のように，接点を通る別の円の存在を示す：
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図3:左図： conical網の条件．右図：離散Koenigs網の条件．

補題 4.2(Touching coins lemma). 4つのP3が反時計周りに番号付けられているとき，隣

接する番号同士の円が接するならば， 4接点を通る円が存在する．

さらに S-isothermic曲面の頂点と内接円の中心からなる離散曲面は自然に複比方程式を

満たし，離散isothermic曲面であることが確かめられる（図4参照）．

区4:左図： Touchingcoins lemma.右区：内接P3の中心を利用した分割で得られる離散曲

面は複比方程式を満たす（したがってisothermic).

図5は， S-isothermic曲面の対角線をとることで，所望の性質を満たす形状，および釣

り合い図式を構成する方法を示している．構成方法から明らかなように，形状図式は離散

曲率線網である．さらに釣り合い医式は，外接円の中心を結んでできる conical網であり，

ふ＝/3i+l,i = 1, 2, 3, 4が成り立つので，釣り合い図式は離散 Koenigs網の条件を満たす

（ただし況＝出とみなす）．以上により， S-isothermicの構成方法を与えることが，所望の

性質を満たす構造の生成につながることがわかった．次節では，このような形状生成の事例

について紹介する．
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図5:対角線をとって得られる構造．中央胸：形状医式は離散曲率線網（ただしisothermic

とは限らない）．右図：釣り合い梱式は conical網かつ離散Koenigs網である．

5 形状生成手法

まず，境界曲線が与えられたとき，パラメータを指定して S-isothermic曲而を生成する素

朴な方法を提案する（園 6,7参照）．

図6:内接円同士が接する四辺形を構成する手順 1

図7:内接円同士が接する四辺形を構成する手順2

• 2方向に境界曲線を与え，最初に円が接する場所を決めるパラメータ aを与える．
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•初期点から長さ a の位置に垂線を引き，交点を円の中心として，境界に接するように

円を描く．

•いま描いた円を内接円とする四辺形を描き，内接円の中心から各辺に垂線を引く．

このとき/3,'Y,<5が定まり，これらは次の円が接する場所を定める．

•例えば 1 は水平方向の次のパラメータを定め，先の a と同様にして境界から垂線を

引く．先に内接円の中心から引いた垂線との交点が次の内接円の中心を与える．

この操作を繰り返すことにより，パラメータ aのみから形状が決定される．

次に実際の生成について例を紹介するが，複比方程式は境界条件に対して非常に敏感であ

るため，適当に境界形状を設定してしまうと「きれいな」形状が得られない（図 8の左区参

照）．これは境界曲線を定める方程式が，複比方程式と整合する必要があることに由来する．

そこで，本稿で紹介する例は，境界曲線を「離散対数型美的曲線 (dLAC)」と呼ばれる対象

に限定する［4].これは， Mihcell-Prager型構造の文脈でも自然に現れる曲線クラスであり，
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図8:境界曲線から内部を決定する例．左図：適当なパラメータでは「きれいな」形状は得

られない．右図：最適化により「きれいな」形状を生成するパラメータが得られる．

曲線を決定するパラメータが少ないことなど，様々な観点から非自明な例として重要である

と考えられる．さらに生成されるトラスの「力の釣り合い条件」を背景条件として， dLAC

のパラメータの最適化を行うことで「きれいな」形状を得ることができる．ここで「曲線を

決定するパラメータが少ない」という特性が「最適化のしやすさ」に繋がることを注意して

おく．閲 8の右図で示した例が，境界曲線を dLACとし，パラメータの最適化を行うこと

で「きれいな」形状を得た例である． dLACの形状を定めるパラメータは境界の「開き具合」

を与えるものである．なお，初期形状が図 8の左図のような状態であっても，ほとんどの場

合は「きれいな形状」を与えるパラメータが見つかることが確認されている．
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6 結論

本稿では，四辺形を基本とする純圧縮トラス構造に課せられる要請を整理し， S-isothermic

曲面が有効に用いられることを示した．このような分野間連携によって，車の両輪のように

互いの研究分野を深化させてゆくことも，数学の一つのあり方である．今後の展望として，

空間構造への持ち上げや，変換による不変性といった構造設計上の問題もさることながら，

同時に「様々な力学特性を満足する構造を記述するための幾何学」という観点から，数学的

に（離散）微分幾何学を研究することも大きなテーマである．
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