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離散外積解析の mimetic離散化としての

実現について

1 はじめに

芝浦工業大学デザイン工学部廣瀬三平

Sampei Hirose 

College of Design Engineering, 

Shibaura Institute of Technology 

離散微分幾何学のひとつとして，微分形式の離散化を考えるものがある．例えば， Wilsonの

研究［10]や本稿で扱う離散外積解析［5,3]などである．これらの研究では，多様体の分割か

ら定まるコチェインを離散微分形式と考えることは共通であるが，離散微分形式に対する内

積などの演算の入れ方が異なっている． Wilsonの研究では， Whitney写像を用いて離散微

分形式を補間することにより，もとの多様体の微分形式に対する演算から離散微分形式に対

する演算を構成している．この研究はWhitney[9]やDodziuk-Patodi[4]をさらに発展させ

たものであり，誤差評価などの様々な数学的性質が調べられているまた，このことは有限要

素法による数値計算法を導出するための枠組みである有限要素外積解析［1]と密接に関係し

ている． Bochev-Hyman[2]による mimetic離散化は，このような補間によって離散微分形

式に対する演算を構成する枠組みを一般化したものである．

一方，離散外積解析では，分割の双対を用いることにより離散微分形式に対する演算を構

成する．離散外積解析はデジタル幾何処理やコンピュータグラフィックスなどへの応用が

進められているが，その数学的性質の考察は発展途上であり，多くは数値的な考察が行われ

ているのみである．数学的に扱っているものとして，離散外積解析で用いられるノルムにつ

いて考察した Satoh-Yaguchi[ 6],およびPoisson方程式に離散外積解析を適用して得られる

近似解ともとの方程式の解との誤差評価について考察した Schulz-Tsogtgerel[7]を挙げて

おく．

本稿では，離散微分形式の基本的な考え方を説明したのちに mimetic離散化，および離散

外積解析について述べる．ここで，離散外積解析での演算はmimetic離散化とは異なる構成

方法であるが， mimetic離散化として捉えられるかを問うのは自然な疑問である．このこと

について，本稿の最後に多様体が2次元の場合には離散外積解析における内積がmimetic離
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散化として構成できることについて述べる．

本稿は2024年度に数理解析研究所で開催された RIMS研究集会「部分多様体と離散化の

幾何学」での講演をもとに作成したものである．このような機会を与えてくださった研究代

表者である直川耕祐先生（広島工業大学）に感謝申し上げます．

2 離散微分形式と mimetic離散化

以下ではKは艮N のn次元単体複体とし， Kの幾何的実現M=IKIには恥N の標準計量

から導かれる計量が定まっており，向き付けられているとする．

定義 2.1.Kから定まる K次コチェインを K次離散微分形式といい，その全体の集合を

渇(K)で表す．また，余境界作用素を離散外微分作用素といい， dで表す．

以下ではKから定まる実係数の K次元チェイン全体の集合を Ck(K)で表し， K次離散微

分形式訣€叫(K) と K 次元チェイン ck E Ck(K)のペアリングを

麿， CK〉

で表す． Ck(K)の境界作用素を 8と表すと

〈d足—1, cり＝〈足—1,8cり

が成り立つ．

M 上の微分形式から離散微分形式への対応はdeRham写像により行われる．

定義 2.2.炉（M)をM 上の K次微分形式全体の集合とする． deRham写像冗：炉(M)→
渇(K)を

〈霊人び〉＝J足
ck 

で定める．ただし， wkE炉 (M),ck E Ck(K)である．

企 E炉 (M)に対して，
Rd企＝ d虞 k

が成り立つ．実際， Stokesの定理より

〈Rdw久ck〉=J dwk = J企＝〈Rwk叫〉＝〈d訟久cり
Bek 

となる．

de Rham写像は微分形式から離散微分形式への対応であるが，離散微分形式から微分形

式への対応としては例えば次の Whitney写像が用いられる．
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定義 2.3.Kの頂点 Viに対して， M上の函数姻を

•叫(v]) = {] [ : ] 
•叫は K の各単体上で線形函数

を満たすものとし，〈VoVt... V砂EKに対する Whitney形式W〈VoVt... V砂EL2炉 (M)

を

W〈VOVt... V砂＝ ｛：！。文(-1)国心o/¥d仇 /¥・・・/¥dゆ,-1/Idゆt+1八・..I¥ d心k :: : : 
i=O 

とする．ただし，〈VoVt... Vk〉は艮N 内の一般の位置にある k+l個の点 vo,v1,...,vkか

ら定まる向き付けられた K次元単体である．これを用いて Whitney写像 W:Oり(K)→
L2炉(M)を

w企＝ど〈か兄〉W砂
akEK 

で定める．ただし， L2炉 (M)は炉（M)を内積

(w},w~) = JM w} /\*w~ 
M 

が定めるノルムで完備化した空間とする．ここで＊はM 上の計景より定まる Hodgestar作

用素である．

例 2.1.Vo= 0，釘＝ l,v2= 2 E良とする．単体複体

K={〈Vo〉,〈町〉，〈四〉，〈Vo叫，〈V1四〉｝

の単体に対する Whitney形式は

である．

W〈Vo〉={]-x[::::: :;, W〈叫＝｛；ーX

W〈叫＝｛：ー1 冒冒］］，

W〈Vo叫＝ ｛ ~x 冒悶~;, w〈v1四〉＝ {~x 

(〈Vo町〉上）

(〈V1四〉上），

(〈Vo叫上）

(〈V1四〉上）
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例 2.2.Vo = (0, 0），釘＝ （2,0)，四＝ （1, 2) E配とする．単体複体

K={〈Vo〉,〈叫，〈鴫〈Vo叫，〈V1四〉，〈V2Vo〉,〈VoV1四〉｝

の単体に対する Whitney形式は

である．

4-2x1ー四 2x1 -X2 
W〈Vo〉=4,W〈叫＝ 4'  W〈v分＝一

X2 

2' 
2 -X2,. X1 -1,...,,  -X2,. XJ 

W〈VoV1〉=dx1 + ~ dx 2, W〈V1四〉＝ dx1+ =f dx2, 
4 4 4 4 

-X2,. X1 -2 
W〈V2Vo〉=dx1 + ~ dx公

4 4 
1 

W〈VoV1 四〉＝—dx1 I¥ dx2 
2 

Whitney写像については，心kE叫 (K)に対して，

w麿＝dW訊 RW企＝叫

が成り立つ．さらに， Dodziuk-Patodi[4]により次が示された：定数C>Oと整数m>Oが

存在し，任意の企 Eび(M)に対して，

(1) llwk -WRwkll :SC ll(id＋△）mwll'TJ 

が成り立つ．ただし， 11・11は炉(M)上の内積から定まるノルム，idは炉(M)上の恒等作用

素，△はラプラシアン， n＞0はK に含まれる 1次元単体の長さの最大値である．ここでラ

プラシアン△は余微分 8= (-1r(k+1)+1 *d＊を用いて△＝ d8+8dと定義されるもので

ある．

Whitney写像は有限要素法と関係している． このことについて簡単に述べておく．

f E 0°(M)とし， Poisson方程式の Dirichlet境界値問題

{w竺二!(OM上）
の解 w゜€瑶(M) を考える．ただし，虚(M) = {w0 E n°(M) I w0 = 0 (BM上）｝である．
Poisson方程式についてゆ ED8(M)との内積を取ると弱形式

(dw0, d心） ＝ （f，心）

に書きかえることができる． この弱形式では WO，心 ED8(M)を考えているが，これを

Ww0,w砂EW叫，o(K)で考えた

(dWw0,dW炒）＝ （f,W炒）
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を解き，もとの問題の解WOの近似解Wかを求める手法がPoisson方程式の Dirichlet境界

値問題に対する有限要素法である．ただし， 9伽(K)は心oE D~(K) であって M の境界に

含まれる Kの任意の頂点 Viに対して〈か°,〈Vi〉〉 =0となるもの全体の集合である．

以上で述べたWhitney写像を用いることにより， L2び (M)の演算を用いて渇(K)に演

算を構成することができる．例えば， 0り(K)上に内積を

閲，碕）;1= (W吋，W吋）

で定めることができる．このWhitney写像を一般化したものが次の再構成写像である．

定義 2.4.写像工：叫(K)→L2び（M)を再構成写像という．さらに，エが有界線形作用素
であり，

•RI= id, 

•s>O が存在し， IR= id+O（が）

を満たすとき， L2mimetic再構成写像という．

Whitney写像W は，評価（1)より s= 1としたびmimetic再構成写像と考えられる．

k=Oの場合の再構成写像は， Kの各頂点で指定された値を補間し， M 上の函数を構成す

ることを意味している．先ほど述べたように，再構成写像を用いることにより L2Dk(M)の

演算を用いて叫(K)に演算を構成することができる例えば内積は

閲，碕）］ ＝ （1吋，1碕）

である．このことはび炉(M)の演算を離散化していると考えられる．この離散化の枠組み

はBochev-Hyman[2]で議論されており， mimetic離散化と呼ばれている．

3 離散外積解析とそのmimetic離散化としての実現

以下では任意の単体び€ Kの外心c(a)はびの内部に含まれていると仮定する．また，単体

T，ワに対して， T-< aはTが 5 のフェイスであることを表す．ここで M は向き付けられて

いたことに注意する．これより Kのn次元単体の向きがM と同じか異なるかを考えるこ

とができる．

離散微分形式の集合9り(K)に演算を構成することは，再構成写像を用いた方法とは異な
る方法で離散外積解析 [5,3]でも行われている．離散外積解析では， Kの双対＊Kが重要な

役割を果たす．この双対＊Kは，重心細分を用いて得られる双対胞体（例えば [8])について

の議論において，重心ではなく外心を用いたものである．
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定義 3.1. k 次元単体砂€ Kに対して，＊砂を

k 
*0 = ど e砂，砂＋1,...,un〈c閲） c(岱＋1)...C（研）〉

uk--<uk+l--<…--<6n 

と定める．ただし， e社，社＋1，…,anは，砂＝〈VoV1・・・卯〉に対してゲ＝〈Vo釘．．．叫 (0:S: 

i:S:k-1)と定め，これらから得られる単体

〈c(a0)c(a1)... c(ak-l) c(ak) c(ak+1)... c(びn)〉

がM の向きと同じ場合は＋1,そうでない場合はー1とする．これを用いて Kの双対＊K

を

*K = { *a I a E K} 

で定める．

例 3.1.単体複体K={〈Vo〉,〈町〉，〈四〉，〈Vo巧〉，〈V1四〉，〈V2Vo〉,〈Vo釘四〉｝を考える．ここ

で K の幾何的実現 M の向きは〈Vo釘四〉と同じであるとする．〈Vo〉に対する＊〈Vo〉を考

える．

〈Vo〉---<〈Vo釘〉ぺ〈Vo内四〉， 〈Vo〉---<〈Vo四〉ぺ〈Vo四叫

であり，

〈c(〈Vo〉)c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 V2〉)〉

はM の向きと同じであるので e〈Vo〉,〈VoV1〉,〈VoV1四〉＝ ＋1となり，

〈c(〈Vo〉)c(〈VoV2〉)c(〈VoV2 V1〉)〉

はM の向きと異なるので e〈Vo〉,〈VoV2〉,〈vov2 v1) = -1となる．これより＊〈Vo〉は

*〈Vo〉=e〈Vo〉,〈VoV1〉,〈VoV1 V2〉〈c(〈Vo〉)c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 V2〉)〉

+ e〈Vo〉,〈vov2〉,〈vov2 v1〉〈c(〈Vo〉)c(〈VoV2〉)c(〈VoV2 V1〉)〉
=〈c(〈Vo〉)c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 V2〉)〉

-〈c(〈Vo〉)c(〈VoV2〉)c(〈VoV2 V1〉)〉

である．同様にして，＊〈町〉，＊〈四〉は

*〈V1〉=〈c(〈V1〉)c(〈V1V2〉)c(〈V1V2 Vo〉)〉

-〈c(〈V1〉)c(〈V1Vo〉)c(〈V1Vo V2〉)〉,

*〈V2〉=〈c(〈V2〉)c(〈V2Vo〉)c(〈V2Vo V1〉)〉

-〈c(〈V2〉)c(〈V2V1〉)c(〈V2V1 Vo〉)〉

であることがわかる．次に〈Vo町〉に対する＊〈Vo町〉を考える．

〈Vo円〉ぺ〈Vo釘四〉
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であり，

〈c(〈Vo〉)c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 V2〉)〉

はM の向きと同じであるのでこ〈VoV1〉,〈VQV1 V2〉=+1となる．これより＊〈Vo円〉は

*〈Vo叫＝C〈VQV1〉,〈VQ V1四〉〈c(〈Vo叫） c（〈VoV1四〉）〉

=〈c(〈Vo町〉） c（〈VoV1四〉）〉

である．同様にして，＊〈V1四〉，＊〈V2Vo〉は

*〈V1V2〉=〈c(〈V1V2〉)c(〈V1V2 Vo〉)〉, *〈V2Vo〉=〈c(〈V2Vo〉)c(〈V2Vo V1〉)〉

であることがわかる．最後に〈1)0町四〉に対する＊〈VoV1四〉を考える．

〈c(〈Vo〉)c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 t)2〉)〉

はM の向きと同じであるので E(voV1 V2〉=+1となる．これより＊〈VoV1四〉は

*〈VoV1四〉＝e〈vov1四〉〈c(〈VoV1四〉）〉

=〈c(〈VoV1四〉）〉

である．

定義 3.2.Ck(*K)をn-k次元単体がn-kEKに対する＊がn-kが生成する実係数のベク

トル空間とする．境界作用素a:ck(*K)→ck-1(*K)を＊an-kに対しては

8 * (J"n-K = (-1)n-K+1 ど
I n-K+1 
与n-k,an-k+l*び

an-k-<an-k+l 

と定め，一般の Ck(*K)の要素に対しては，これを線形に拡張することによって定める．た

だし， C~n-k,an-k+l は枷n-k+l に現れる 0n-K の係数，つまり

枷 n-k+l=ど C~n-k,O"n-k+l O"n-k 
6n-K  

である．

例 3.2.例3.1の単体複体kを考える．＊〈Vo〉に対する 8*〈Vo〉を考える．

〈Vo〉---<〈Vo叫，〈Vo〉---<〈V2Vo〉

であり，

8〈VoV1〉=〈V1〉-〈Vo〉, 8〈V2Vo〉=〈Vo〉-〈V2〉

であるので E(vo〉,〈VoV1〉=-1,E(vo〉,〈V2Vo〉=+1となる．これより 8*〈Vo〉は

8 *〈Vo〉=(-l)O+l(E(vo〉,〈vov1) *〈Vo叫＋ E(vo〉,〈V2VO〉*〈V2Vo〉)
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＝ー（一〈c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 V2〉)〉+〈c(〈V2Vo〉)c(〈V2Vo V1〉)〉)

=〈c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 V2〉)〉+〈c(〈V2Vo V1〉)c(〈V2Vo〉)〉

である．これは＊〈Vo〉の境界とは異なることに注意する．実際，＊〈Vo〉の境界は

〈c(〈Vo〉)c(〈VoV1〉)〉+〈c(〈VoV1〉)c(〈VoV1 V2〉)〉

+〈c(〈V2Vo V1〉)c(〈V2Vo〉)〉+〈c(〈V2Vo〉)c(〈Vo〉)〉

である．同様にして， 8*〈V1〉,8*〈v分は

0 *〈v1〉=〈c(〈V1V2〉)c(〈VtV2 Vo〉)〉+〈c(〈VoV1 V位） c（〈VoV1〉)〉,

0 *〈V2〉=〈c(〈V2Vo〉)c(〈V2Vo Vり）〉＋〈c(〈V1V2 Vo〉)c(〈vlv分）〉

であることがわかる．次に＊〈VoVりに対する 8*〈VoVりを考える．

〈Vo叫ぺ〈VoV1四〉

であり，

0〈VoV1四〉＝〈V1四〉ー〈Vo四〉＋〈Vo町〉

であるのでe' = +1となる．これより 8*〈Vo町〉は〈Vo町〉，〈VQV1四〉

8 *〈Vo円〉＝（ー1)1+1 c(vo v1〉,〈VoV1四〉＊〈VoV1四〉

=〈c(〈VoV1四〉）〉

である．同様にして， 8*〈V1四〉，8*〈V2Vo〉は

8 *〈VoV1〉=〈c(〈V1V2 Vo〉)〉,8*〈VoV1〉=〈c(〈V2Vo V1〉)〉,

であることがわかる．

Ck(K), 8から叫(K),dを定めたのと同様にして， Ck(*K),8から叫(*K),dを定める

ことができる．

定義 3.3.nり(K)上に内積を

閲号）d＝ど〈W↑足〉〈＊wふ＊びり
ak 

で定める．ここで＊は離散 Hodgestar作用素であり，叫kE叫 (K)とK次元単体庄 EK

に対して

〈＊訊＊oり＝ 1言〈か足〉

で定める．ただし， 1(J"kl,I*(J"りはそれぞれ砂，＊砂の体積であり， 0次元単体の体積は 1と
する．



44

離散Hodgestar作用素の定義より，この内積は

閲号）d＝こ 1:グ:;1閲，凸〈碕足〉
グk:

と表すことができる．

離散外積解析における他の演算としては，離散余微分6が

8 = (-1r(k+l)+1 *d* 

と定義されている． ここで＊が 2回用いられているが，これはQKEOり(K)に対して

＊＊か＝（一1)n(K-n)足と計算する．この離散余微分については，［7]で議論されているよ

うに

（誓号）d= （吋，§碕）d

が成り立つ．つまり， M についての適切な仮定のもとで炉(M)の余微分に成り立つ性質が

離散余微分についても成り立つ．このように，離散外積解析では微分形式について成り立つ

性質の類似が離散微分形式についても成り立つかが重視されている．

以上で述べた離散外積解析におけるQり(K)上の内積はmimetic離散化，つまり再構成写

像を用いたものとは異なる構成方法であるが，実は次が成り立つ．

定理 3.1.配の 2次元単体複体 K={〈Vo〉,〈巧〉，〈V2〉,〈Vo巧〉，〈V1四〉，〈V2Vo〉,〈VoV1四〉｝

に対して， 1：Qり(K）→炉(M)を次で定める：

●心゜€叫(K) に対するエかは，いぃ(i =0,1,2) 上で

勾 o=〈wo,〈叫〉

とし，（V{vo〉n11(釘〉） u(V{v1〉n11(四〉） U(V(v2〉nv(vo〉)上で 0とする．
・w1E叫(K)に対する瓢は，知，Vi+l〉(i=0,1,2)上で

芦＝り:;t〈,vご嘉し〉〉｛（功＋1-い(!1D ・ (dx1 呵｝
とし，（V(vov1〉nぃ叫 v2〉)U(Y(v1四〉 nV(v2 Vo〉)U(V(v2 vo〉n見。町〉）上で0とする．
ただし，・は配の標準内積である．また，〈V2,V3〉は〈V2,Vo〉と考える．

•研€渇(K) に対するエ研は，V{vo v1四〉上で

とする．

ェ足＝〈訊〈VoV1四〉〉dx1I¥ dx2 
|〈VoV1四〉1
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ここで単体び €K に対し，そのサポートボリューム Va を

Va= convexhull（び，M)nM

で定める．このとき，

• R1Qk ＝心k

•閲，碕）d= （吋，碕）ふ

が成り立つ．

この定理より，一般の 2次元単体複体Kに対する〇り(K)の離散外積解析における内積は

再構成写像を用いて構成できる．
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