
26

不確実性をもつ単一施設ミニサム型配置問題

弘前大学大学院理工学研究科 金正道(MasamichiKON) 

Graduate School of Science and Technology, Hirosaki University 

概要

本稿では、任意のノルムを用いた単一施設ミニサム型配置問題を考える。このと

き、施設の利用者の位置を表す複数の需要点およびそれらに付随する施設利用の需要
量を表す重みが与えられているとする。単一施設ミニサム型配置問題は、施設の位置
（変数）から各需要点までの距離と付随する重みを乗じたものの総和を最小化する問
題である。需要点および重みをパラメータとみなし、需要点の不確実性を有界不確実
性集合として表し、重みの不確実性を区間不確実性集合として表す。そして、変数に
関して最小化しパラメータに関して最大化するミニマックス問題とマクシミン問題の
関係を考察する。

1 導入

町において、任意のノルムを用いた単一施設ミニサム型配置問題を考える。このと

き、施設の利用者の位置を表す複数の需要点および施設利用の需要量を表すそれらに付

随する重みが与えられているとする。ミニサム型配置問題は施設の位置（変数）から各

需要点までの距離と付随する重みを乗じたものの総和を最小にするような施設の位置を

求める問題である。本稿では不確実性をもつ単一施設ミニサム型配置問題を考察するが、

不確実性をもたない単一施設ミニサム型配置問題については占くから多くの研究がある

[6, 7, 12, 13, 14, 15]。
一方、需要点の位置や重みは正確にわからないことがしばしばある。このような状況を

扱った研究として、不確実性を不確実性集合として扱った研究 [4,5, 8, 9, 10, 17]や需要

点の位置および重みの確率分布を仮定して確率的に扱った研究 [1,3, 11, 16]などがある。

本稿では、不確実性を不確実性集合として扱う。これは、需要点の位置や重みに対する

事前情報（データ）が少ないなどの理由により、確率分布を仮定できない場合に適して

る。需要点および璽みをパラメータとみなし、需要点の不確実性を有界不確実性集合とし

て表し、重みの不確実性を区間不確実性集合として表す。そして、変数に関して最小化し

パラメータに関して最大化するミニマックス問題とマクシミン問題の関係を考察する。ミ

ニマックス問題はロバスト最適化 [2]であり、最悪な場合（パラメータに関する最大値）

を最適化（変数に関する最小化）する問題である。マクシミン問題は、パラメータの選び

方による最適値（変数に関する最小値）の最悪な場合（パラメータに関する最大化）を求

める問題である。

Jamalian and Salahi [8]では、配において、ブロックノルムを用いたミニサム型配罹問

題の重みのみに区間不確実性集合を導入したミニマックス問題およびユークリッドノルム
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を用いたミニサム型配置問題の需要点に有界不確実性集合，重みに区間不確実性集合を導

入したミニマックス問題が考察されている（その他、 [17]も参照）。 Juel[10]では、需要

点のみに有界不確実性集合を導入したマクシミン問題が詳しく考察されている（その他、

[4, 5, 9]も参照）。

2 ミニサム型配置問題と不確実性集合

町において、いくつかの需要点（施設の利用者の位置を表す固定された点）が与えら

れたとき、 XE即（新たに配置する施設の位置を表す変数）から各需要点までの距離に

付随する重み（施設利用の需要量を表す固定された値）を乗じたものの総和が最小になる

ようなェを求める問題を単一施設ミニサム型配置問題または単にミニサム型配置問題と

よぶ。

a『E町， i=l,2,・・・,mをm個の需要点とし、 II・ IIを町上のノルムとする。このと
き、ミニサム型配置問題は次のように定式化される。

m 

(P) 旱閣Lwfllx-a?II 
i=l 

ここで、各 iE {l, 2, ・ ・ ・, m} に対して砂＞〇は需要点 a~ に付随する軍みであり、 WO=

(w~, wg, ・ ・ ・, w!)とする。以降、不確実性をもつミニサム型配置問題 (P)を考察する。

ミニサム型配置問題 (P)において、重みおよび需要点が不確実な場合を考える。まず

堕＝（幽凶靱...追加） €股叫 而＝ （町，応，・・・直伍） E罠m

とし

0<幽 Sw? S砥， i=l,2,・・・,m

とする。このとき

［四面］＝｛WE陀凡堕swさ面｝ (1) 

を重みに対する区間不確実性集合とよぶ。また、各 iE {l,2,・・・,m}に対して、 Ti2:: 0 

とし

Ui = { af + ai : ai E股叫 Ila』:Sri} = {bi E股?:||bi -a? II :Sri}, i = 1, 2, ・.., m (2) 

を需要点吋に対する有界不確実性集合とよぶ。

次に、 f:町 x股mx尉 X..• X 股り→股を各尤€町， w = (w1,W2,.. •,wm) E罠mぉ
m times 

よび biE股叫 i= 1, 2, ・ ・ ・,mに対して

m 

f(x; w, b1, b2, ・ ・ ・，加）＝ど叫Ix-bill (3) 
i=l 
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とする。問題

min max f(X; w, b1, b2，・・・，加）
XEJRn WE['ill.，面］，b;EU;,i=l,・・・,m

(4) 

をミニマックス問題とよび、その最適解をが€股n とし、その最適値を fminmax とする。

問題

II].ax E1L!!. f (x; w, b1, b2, ・ ・ ・，加）
WE［匹，切］，b,EU這＝1，・・・，m⑰環”

(5) 

をマクシミン問題とよび、その最適解を w*E［皿而］， btE Ui, i = 1, 2, ・ ・ ・, m とし、その

最適値を fmaxminとする。

3 ミニマックス問題とマクシミン問題

ミニマックス問題 (4)とマクシミン問題 (5)の最適値の関係を考察する。

補題1(Juel [10, Lemma 1])固定された x,aE町および r2 0に対して、問題

max llx-yll 

s.t. IIY -allさr
(6) 

を考える。このとき、問題 (6)の最適値は llx-all+rとなる。また、問題 (6)の最適解

は、”-/-aならばy=a+TIぶa||（a-X)となり、 X=aならばlly-all= rをみたす任
意の yE町となる。

次の定理は、ミニマックス問題 (4)の最適解と最適値を与える。

定理1 ミニサム型配置問題

(P) 0 0 min f(m面 a a ゜2, 
... 

9 9 1 9 9 a 
尤E恥n 』

の最適解を元€罠n とし、最適値を］とする。このとき、か＝元となり、 fminm邸＝]+

こ：：国mとなる。

定理2(Juel [10, Theorem 2]) w = (w1, w2, ・ ・ ・, wm) E［皿面］を任意に固定する。ミニサ
ム型配置問題

(P叫 mln f(mw a 0 0 0 ， a;:,..,.. a 
XE股n

,a~,a~,··•,a~) 

の最滴解をがoE町とし、最適値を fWとする。問題

max E1L~ J(x; w, b1, b2, ・ ・ ・, bm) 
b缶払，i=l，・・・，mx遺 n

(7) 

の最適解を b匹 EUi, i = 1, 2, ・ ・ ・, m とし、最適値を f芯axminとする。このとき、 ”Wヂa?,
i=l,2,・・・,mならば、 b匹＝ a?＋両而冨可（a『-砂）， i= 1, 2, ・ ・ ・,mとなり、 f芯xmin

＝匹＋こ：：Iwiriとなる。



29

次の定理は、ミニマックス問題（4)の最適値とマクシミン問題 (5)の最適値の関係およ

びマクシミン問題 (5)の最適解を与える。

定理3 問題 (P叫（または (F)）の最適解をがIfE町とする。このとき、エ荀#af, i 

= 1,2,・・・,mならば、 fmax min = f min maxとなり、 w*＝面およびb;= af + =m1 
IIXむ＿a?II
(a『

ー企町， i= 1,2, • • •,m となる。

4 数値例

Juel [10]において与えらえた例を本稿の設定の下で用いる。

n = 1, m = 2とし、 II・ II= l・Iとする。また、問題 (P叫（または (F)）の最適解を
x面€股とし、最適値を f切とする。

例l a?= 0,叫＝4,八＝ 1，乃＝ 2とし、 w?=Wり＝ 1,幽＝両＝幽＝応＝ 1とする。
問題 (P回（または (P))の最適解は任意の丑"ifE [0,4]となり、最適値はf面＝4となる。
定理1より、ミニマックス問題 (4)の最適解 x*E股は任意の x*= X荀 E[0,4]となり、

最適値 fminmaxはfminmax= f切＋訥八十応乃＝ 7となる。定理3より、マクシミン問題
(5)の最適解 w*E［盟面］およびbf,b; E股はw*＝面＝ （1, 1)およびbf=-1, b; = 6 
となり (xw=a?= 0のときは bf=1でもよく、丑v=叫＝ 4のときは b;= 2でもよ
い）、最適値 fmaxminはfmaxmin= fminmax = 7となる。

例2a?= 0,吋＝ 4,八＝乃＝ 1とし、 w?= 1,吟＝ 2,幽＝町＝ 1,幽＝両＝ 2と
する。問題 (P叫（または (F)）の最適解はxむ＝ag= 4となり、最適値はf切＝ 4と
なる。定理1より、ミニマックス問題 (4)の最適解 x*E股はx*＝xw=4となり、最

適値 fminmaxしま fminmax= f荀＋布m＋応乃＝ 7となる。マクシミン問題 (5)の最適解
w*E［四而］およびbLb; E罠はw*＝荀＝ （1, 2)およびbf=-1, b; = 5となり、最適
値 fmaxminはfmaxmin= 6となる。このとき、 fmaxmin= 6 < 7 = fminmaxとなっている。

5 結論

本稿では、任意のノルムを用いた単一施設ミニサム型配置問題を考えた。単一施設ミニ

サム型配置問題は、施設の位置（変数）から各需要点までの距離と付随する重みを乗じた

ものの総和を最小化する問題である。まず、需要点および重みをパラメータとみなし、需

要点の不確実性を有界不確実性集合として表し、重みの不確実性を区間不確実性集合とし

て表した。そして、変数に関して最小化しパラメータに関して最大化するミニマックス問

題とマクシミン問題の関係を考察した。定理1として、ミニマックス問題の最適解および

最適値を与えた。定理3として、マクシミン問題の最適値とミニマックス問題の最適値が

一致する条件を与え、そのときのマクシミン問題の最適解を与えた。さらに、定理3の条

件がみたされないとき、マクシミン問題の最適値とミニマックス問題の最適値が一致しな

い例を与えた。
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