
95

超特殊アーベル多様体上の同種グラフ：
固有値， BRUHAT-TITSビルディングおよびPROPERTY(T) 

山内卓也（東北大学）

1.序文

本稿は田中亮吉氏（京都大学）と相川勇輔氏（東京大学）との共同研究[1]の概説であ
る＼標数pの有限体上の次元gの主偏極付き超特殊アーベル多様体のモジュライ空間か
ら同種グラフ（正則有固有限グラフ）が構成される．このグラフラプラシアンの第二固有値
（スペクトルギャップ）の下からの評価をHeeOhによる Kazhdan定数の明示的評価を用い
て与える．同種グラフから耐量子暗号に有用なハッシュ関数の構成のレシピが存在し([4]),
ハッシュ関数の安全性の部分にこの固有値の評価が用いられる．
固有値の評価のアイデアは問題を幾何群論が適用できる設定に持ち込むことである．先ず，
モジュライ空間をマーク付きにものに書き換えそれとシンプレクティック群のBruhat-Tits
buildingの1-skeltonの部分グラフの頂点とを自然に同一視する．次に，この同一視の下，対
応する有限次元ヒルベルト空間上に作用するグラフラプラシアンと Hecke作用素とが整合
的になることを確認し，後はよくある流れでProperty(T)を適用すれば固有値の下からの
評価が得られる．この時点では評価は定性的であるが，先にも述べたHeeOhのKazhdan
定数の評価により具体的な評価を得，主結果を得るという流れである．
本稿の構成を述べる．先ず2節において g= 1の場合の Pizerの仕事を復習し，何を問
題としているかその問題意識を説明する．そして， 3節でg2". 2の場合を説明し，主結果
(Theorem 3.3)の説明を行う．後半は保型形式（表現）論から期待できる固有値の評価およ
び今後の展望について述べる．

2. g = 1の場合 (PIZERの結果）

本節ではg=lの場合のPizerの結果を復習する．従って，本節の内容はすべて既知の結
果であり新しいことは何も含まれていないことに注意されたい以下，異なる二つの素数
p』を固定して話をする．楕円曲線の基本的性質については [29]を参照されたい．

2.1.同種グラフ．標数pの有限体の代数閉体見上の楕円曲線Eが超特異(supersingular) 

であるとはE[p]= OEを満たすときをいう (cf.[29, V.3,p.144-145]）．超特異楕円曲線の凡

1Published versionは紙数の都合でArxiv版から大輻な改変がなされた． Arxiv版は種々の定義を専門家
にとっては自明であることでも丁寧に説明してあるのでこちらもご参照ください．
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上の同型類全体のなす集合を SS1(P)で表す．このとき，公式

|SSl(p)| ＝ P-2 1 + { } ［ i ：：：三］〗：）
が知られている (cf.[29, Theorem 4.1-(c),p.148-149]）．超特異楕円曲線E1，島の間の楕円
曲線としての非自明な射¢:E1--+ E2がfー同種(C-isogeny)であるとは¢の核がZ/CZと
同型であるときをいうこのとき， Ker（の）はZ／厚ベクトル空間E[R]c::: (Z/CZ戸内の次元
1 の Z/CZ—部分空間を定め，りは同型

Ei/Ker（¢)二 E2

を誘導する．これにより，¢:E1--+ E2は自然な射影E1--+ Ei/Ker(¢)と同一視される．
逆に， E[C]の勝手な 1次元Z/CZ-部分空間の商をとることで見をsourceとする[-同種が得
られる． E[C]の1次元Z/CZ一部分空間は£+1個あるので，凡をsourceとする£ー同種は£+1
本あることになる．以上により， SS1(P)から[-同種グラフ (C-isogenygraph)を

G1(p,C) := (V,E), V = SS1(P), E = {v1 __±_汀2Iのは£詞種｝

として定める．つまり，グラフの頂点集合はSS1(P)で与えられ，二つの頂点V1,V2に対して，

その代表元Eぃ尾であって，見から凡へのfー同種が存在するとき，附＝ ［E1]から四＝ ［尾］
へ向き付けされた辺を与える．上記の考察により，これは(C+ 1)ー正則有向有限グラフにな
る．ただし， E[C] の異なる 1 次元 Z/CZ-部分空間達が同型を除いて，同じ f—同種を与えるこ

とが起こりうる．従って，一般には各辺V1~四には重さ w(v1,v2,¢) が割り当てられる．
また，¢の双対同種([29,III.6]）は辺 V2 三➔ V1を定める．このとき，

• w(v1, v2, ¢)は被約且己同型群RA(Eリ：＝ Aut(E1)／｛土1}の位数を割り，そして，
● |RA(E1)lw(v2, vi,¢)= IRA(E2)lw(v1, v2, ¢) 

が成り立つことが知られている (cf.[10, Lemma 3.2-(2)］）．特に，p三 1mod 12のときは，任
意の SS1(P)の（代表）元Eの被約自己同型群は自明となり (cf.[29, Theorem 10.1,p.103]), 
この場合はG1(p,f)は無向グラフとなる．以下にそのような例(FIGURE1, FIGURE 2)を
二つの挙げる．

2.2.同種グラフに付随する有限次元複素ヒルベルト空間． f-同種グラフ伍(p,C)に対して，

汽伍(p,C)):= {f: V = SSg(p)一Clfは関数｝
とおき，エルミート内積を

〈f,g〉:＝Lf(v)g(v) 
vEV 

RA(v) 

によって定める．組(l2(G1(p』)），〈＊，＊〉）のことを有限次元複素ヒルベルト空間 (fl
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FIGURE 1. G1 (109, 2)のグラフ

V28 

V56 

V82 

FIGURE 2. G1(1009, 2)のグラフ
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nite-dimensional complex Hilbert space)という． Z2(G1(P』)）上の線形写像

町（v):= eh L f(v')w(v, v', ¢) 
ゅ
V---+v' 

のことをマルコフ作用素(Randomwalk行列）といい，△ ：=id-Pをl2(G1(p,f)）上のグラ
フラプラシアンという．マルコフ作用素Pは内積に関してエルミートであり，かつ表現行
列は確率行列なので，△の固有値は非負かつ 2以下の実数であることがわかる．それらを
重複も込めて

0 ::;ふ <入2::; .・・入H'.S2, H := ISS1(P)I 

と並べる．同種グラフ伍(p,f,)は(£+1)—正則なので L w(v, v', 1>) = f + 1であり，定数関
v~v' 

数のグラフラプラシアンの固有値は0となるよって，ふ＝ 0.またグラフが連結， bipartite
でないことが知られているので (cf.[15, 7.1]または [17,Proposition 3.2]2),グラフ理論の
一般論よりふ＝ 0<ふ，入H く 2が従う．
このとき，

「第二固有値心の下からの評価を明示的に与えよ」

という問を考える．そして，その答えとして，モジュラー形式に関する Ramanujanbound 
を用いた評価を次節以降で与える．その際に鍵となるのがEichler対応と Deuring対応で
ある．

2.3.重さ2のモジュラー形式重さ 2,レベルro(p)である自明指標をもつ（楕円）モジュラー
形式全体のなすCベクトル空間をM2げo(P)）と記す． M2(fo(P)）の元は上半空間]HI:={TE 
(CI Im(T) > 0}上の正則関数f: ]HI--tCであり，定義から無限遠点《コ•oo = _lim ✓コ—·t

t→+OO 

の周りでf(T)＝Lanq叫q:= e加yi=IT'TE ]HIの形にフーリエ展開される3．この空間の
n=O 

00 

次元はH= ISS1(P)Iと一致し，さらに， Eisenstein級数E2,p(T)= ~＋区（Ld)qn
n=l din 

pjd 

とカスプ形式の成す空間S2(fo(P)）によってM2げo(P))=〈E2,p〉①S2げo(P)）と分解される．
また，よく知られているように，この空間はqの係数が1であるように正規化された，すべ
てのHecke作用に関する同時固有基底fi:= E2,p, h, • • •, !Hを持ち，特にtでのHecke作用
素刀に関して，各基底は

• T心，P= (f + l)E2,p; 
• Tふ＝adi,① E股nz, 10:il :s: 2v1 (2さi:S: H) 

砥数群SらのBruhat-Tits理論による解釈からわかる．栗原章氏は志村曲線の悪い還元での特殊ファイ
バーの連結性を主張しているが，双対を考えることで当該グラフの連結性と同値であることがわかる．

3記号qは無限遠点Jコ:.00の局所変数．
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を満たす．二番目の主張の内， a;E股nzであることは [28,(7.5.9),(7.5.10), p.185]から従
い，後半はRamanujanboundである (cf.[7,定理4.5.17,p.169])4. 
M紅o(P)）の元であってT=《コOOにおけるフーリエ展開がすべて有理数であるもの全
体の成すQベクトル空間をM2(fo(P)灼と記す． M虹o(P))= M直o(P))IQl賓 Cとなること
が知られている（次節で述べる Eichlerのbasisproblem,またはHecke環， Eichler-Shimura
同型を用いた議論から従う [28,Theorem 3.52, p.85またはChapter8]). 

2.4. Brandt射と Eichler対応．この節の基本文献は [23]である． DをQ上の四元数体で
あってpとooでのみ分岐するものとする． NをDのノルムとする． Dの極大幣環を 0と
する． Dの格子Iであって，任意の有理素数qに対して， Iq＝切aq,aq E D;をみたすと
き， IをDの左ひイデアルというただし， Iq= I翫冨切＝ 0Rz Zq, Dq = D RQI② 
とおく．二つの左ひイデアルIJがI= Ja, a Eかを満たすとき I,Jは同じ類に属す，
という．左ひイデアルIの逆イデアルを 1-1= {x E D I Ixl C I}とし，ノルム N(I)を
〈N(x)Ix EI〉zの非負生成元によって定義する．同じ類のものは同一視することで，左0-
イデアルの類全体が成す集合を考え（これは有限集合になる），これらを基底とする自由加群
を洲とする．郊の階数は明示的に与えられており (cf.[23, Theorem 1.12]), H = ISS1(P)I 
と一致する．洲の左〇イデアルの類からなる基底をI1,..,,IHとする．このとき， Eichler
のbasisproblem ([8]）により， Brandt射

匹 X叫→島（恥(p))l!JI,(h I1)→ 03,J9 

ei,j := 
II/I 
L qN(x)N（し）／N(I;)= L bij(n)qn 
xEI11I; n=O 

は全射である．非負整数nに対して， B(n)= (b;J(n)）印，j:SHを第n-Brandt行列というこ
のとき， Brandt射はQ線形同型

(2.1) 朗 Q:＝洲露応 M虹o(P))<QI

であって，第£-Brandt行列B(C)と第£-Hecke作用素力が， Q-線形同型を除いて，整合的に
なるものを引き起こす見特に，固有値の情報は保存されることに注意するただし，同型
(2.1)は，

「jを固定して， iを動かしたときにできる対応Ii→見のことではない！」

ことに注意されたい実際， jを任意に止めたとき，｛0i,j―°ぃ｝定さHがふ（恥(p)応を張る
かどうか？という Heckeの問いが成立するのはpさ31,p= 41, 47, 59, 71の時に限る ([23,
Remark 2.16, p.355]). 
上記の同型をEichler対応と呼ぶ．

4[5, Theorem 2.1]により，屈く 2..;cであることが知られている．
5これは各Iぃ（1<::: i <::: H)に対して，ある j;が存在して， I;→0tJiとして定義される．それ故に非標準的

な同型であるが Q—線形同型を除いて Hecke 作用素が整合的であるところがポイントである．
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2.5. Duering対応．記号は前節の通りとする． SS1(P)の（代表）元E。を任意に固定する．
よく知られているように D= End(E。)露Qはpとooでのみ分岐する四元数体であり，
〇=End(Eo)はDの極大整環となる ([6])．各SS1(P)の（代表）元Eに対して同種写像
cp : E。→ Eが存在する．組 (E，cp)の同型類全体のなす集合を SS1(p;E。）とおくとき，
1ss1(P)I = 1sふ（p;Eo)Iが成り立つ．さらに，集合SS1(p;E。）から左ひイデアルの類全体
が成す集合への対応

(E，cp)→Hom(E,E。)¢
は全単射を与える． これを Deuring対応という． SS1(p;E。）に対しても(£ + 1)ー正則有
限グラフ G1(P,£; E。)が構成され，さらに，そこから得られる有限次元ヒルベルト空間を
l2(G1(p,£;E。)）と記す．

2.6. Pizerの主結果とその解釈． Pizerは，左〇ーイデアルの類Ii,...，伍を頂点とし，辺を
第£-Brandt行列B(£)が隣接行列となるように定めることで(£+1)ー正則有限グラフを定義
した ([24],[25]）．このグラフの有限次元ヒルベルト空間は洲RQCと自然に同一視され，グ

B(£) 
ラフラプラシアン（苅の上記自由基底に関する表現行列）は lHー に対応する．さら

£+1 
Te 

にEichler同型により，この作用素はM2げo(P)）上でid-―ーに対応する．従って， 2.3節
£+1 

より，これらの固有値は

0, 1-“ £ + 1' i = 2,...,H 
となり， Ramanujanboundから

(2.2) 
2《t 2V  

1-―<入::;1 + ~'2::; i::; H 
t+1 t+1' 

を得る．
正確に述べると Pizerは上記を被約自己同型群を自明化するためにレベル構造付きの超
特異楕円曲線のモジュライからなる同種グラフを考察した．定義より Ramanujangraphは
無向グラフなためそのような設定で採ったと思われる（頂点が非自明な自己同型群を持つ
場合はグラフは有向となる）．そうすることで， tを止めてpを動かくすことでRamanujan
graphの族(afamily of expander graphsの系統的例）を構成した6.
Pizerの結果はDeuring対応を経由することでt同種グラフのグラフラプラシアンの固
有値の評価を与えていると解釈できる．実際， Deuring対応を上記考察に合わせると

Deuring対応 Eichler対応
l2(G1(p,£)) C::C l2(G1(p,£;E。)） ~畑Q図 C ～島（fo(p))

Te 
が得られ，左辺のグラフラプラシアンはM2(fo(P)）上の作用素idー に対応する．よっ

£+1 
て，（2.2)と同じ固有値の評価を得る．

6ある不定符号四元数体から定まるケーリーグラフを用いたRam皿 uj皿 graphの構成に関する先駆的な仕
事 [19]も参照されたい．
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3. g 2: 2の場合

本節の内容が[1]の主結果である． g=lのときのようなモジュラー形式を用いた議論が
g 2: 2の場合は，現時点では確立されていないため，同種グラフの有限ヒルベルト空間を幾
何群論を用いて調べる設定に持ち込みProperty(T)やKazhdan定数を用いてグラフラプ
ラシアンの第二固有値を解析するというのが大まかな流れであるこの節ではg2: 2を仮
定し，前節と同様にp,£は異なる素数とする．
アーベル多様体に関する基本事項は[20],[21]を超特殊アーベル多様体に関しては [14],[18]

を参照せよ．本節におけるアーベル多様体はすべて恥上定義されているとする．

3.1.超特殊アーベル多様体のモジュライとマーキング．恥上の次元gのアーベル多様体A
が超特殊であるとはAがg個の超特異楕円曲線の積と同型となるときをいう．そのような
Aは任意に固定した超特異楕円曲線E。のg個の積と同型であることが知られている ([18,
Section 1.6,17]）．主偏極付き超特殊アーベル多様体(A,,e)の主偏極付きアーベル多様体と
しての同型類全体の成す集合をSS9(p)で表す．主偏極付き超特殊アーベル多様体は偏極構
造を忘れるとE5と同型なので， SS9(p)を考えることとE5上の主偏極構造のモジュライを
考えることは同じである． Mass公式から漸近挙動 ISSg(p)I= O(p!!.l!l:p)）がわかる． g=2
の時の明示公式については [12]を参照．

＾恥上の主偏極付きアーベル多様体(A,£)に対して，主偏極£が定める同型を如： A-→
.1f := Pic0(A), x c-+に(£)⑳£-1とする．ここで， tx:A---+A, p→P+x.また位を用い
て各素数£,f-pに対して，£に付随するWeilpairing〈*,＊〉,C: A[£] X A[£]---+Z/£Zが定まる
([20, Section 16])．これは非退化交代形式である(£ = 2のときは交代的であることは条件

〈x,x〉c= 0, x EA[£]によって定める）．二つの主偏属付きアーベル多様体(A1,,Cリ，（A2，ム）

の間の射を準同型f:A1---+A2であって， ¢£l=fo¢ら ofを満たすものとして定義する．

ただし， f： Pic゚(A2)---+Pie゚（ふ）はfのdualであり，直線束のfによる引き戻しによって
定義される．

Definition 3.1. (1)主偏極付きアーベル多様体の射f: (A1,,C1)---+ （A2，ら）が（f)g-同
種であるとはKer(!)がA屯l':::'.(Z/£Z西の£に付随する Weilpairing〈*,＊江に関する最
大等方部分群でありかつf*£2~£予£が成立するときをいう． A叶£]':::'.(Z/£Z)29の£に付随
する Weilpairing〈*，＊〉£に関する最大等方部分群は

g 

(3.2) Ng(£) := IT (£9 + 1) 
i=l 

個あることを注意しておく．

(2)主偏極付きアーベル多様体の同種射f: (A1, £1) -----+ (A2, £2）がf-マーキングであると
はある非負整数mに対して， f*£2~ £亨四が成り立つときを言う．

Remark 3.1. (A。,Lo)を主偏極付き超特殊アーベル多様体とする．このとき，主偏極付き
超特殊アーベル多様体(A,£)に対して，£-マーキング叩： （A。,Lo) -----+ (A,£)が存在する．
そのようなじマーキングは (End(A。)露Z[｝］） Xの差を除いて一意である．
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主偏極付き超特殊アーベル多様体(A。,£。)を固定し，主偏極付き超特殊アーベル多様体
(A,£）と£-マーキングとの組 (A,£,<PA)の同型類全体のなす集合を SSg(p,£,A。,£o)とす
る．£-マーキングを忘れるという射は全単射SS9(p,£,A。,£o)----+ SSg(p)を与える．さら
に，各SS9(p,£, A。,£。)----+SS9(p)の（代表）元(A,£,<PA)に対して，必要ならじマーキング
を取り換えることで， mの核はある n2'. 0に対して， A。［仰］の最大等方部分群となってい
るとしてよい．このとき， Te(A) を£-マーキングにより ½(A。) ＝Te(A。)Rz£Qバこ引き戻す
ことで， symplectic 構造を保つ ½(A。）の Zバ各子が得られるまた，上記 Remark 3.1でも
述べたようにじマーキングによる取り換えのズレは

(3.3) r := (End(Ao)露 Z[-l)X

によって与えられるよって，同一視 Aut （½(Ao) ，〈＊，＊〉£。)~ GSpg(Q{)により (rも右辺の
部分群と同一視する），全単射

(3.4) SS9(p, £, A。,£o)→ r¥GSp9(Qe)/Z(Qe)GSpg(Ze)
を得る．ただし， Z(Qe)~心は GSp9(Qe) の中心である．
以上をまとめると同一視

(3.5) SSg(p)← SSg(p,£,A。心） → r¥GSp，⑫）／Z（如GSpg(Zt)
を得たことになる．左と中央の集合には£における Hecke作用素がそれぞれ幾何的に定義

1 0 
される．また右の集合にも(。: £・し）から定まるヘッケ作用素Teが自然に定まり ([1,

Section 2.6]），これらの作用素は同一視と整合的であることが示される ([1,Theorem 2.8]). 

3.2. 3つのグラフの比較以上の準備のもと，ss，化）から（£)g-同種グラフ Grg(p,£)を頂点
集合を SS氾），頂点を結ぶ辺を（£)g-同種とすることで定めるこれはNg(£)ー正則有向有限
グラフであり， g2'. 2の場合はJordan-Zaytman[15]によって考察された対象である．（£）g_
同種グラフ gss(p,£)は連結であり，かつ， bipartiteではないことが知られている7.
同様に， SS9(p,£,A。 ,Lo) から£—マーク付き（£)9-同種グラフ g戸(p,£)を頂点集合をSS9(£),

頂点を結ぶ辺を単に（£)g-同種と定めるが，その際£—マーキングとの交換性の条件は r の差
をのぞいて自明な条件となるので，定義に課さなくても問題はない．

最後に，グラフ BT叫(p,£)を頂点集合はr¥GSp9(Qe) / Z(Qe)GSpg(Ze)，辺をマルコフ作
用素が力になるように定義する．
このとき 3つのグラフは同一視(3.5)により，互いに同型であることがわかる([1, Section 
3]）．これにより，それぞれのグラフラプラシン達が整合的である有限ヒルベルト空間の間の
同型を得る．以上により， l2(Grg(p,£)）およびl2(gSS(p,£)）のグラフラプラシンの第2固有

値を解析をするためにはl2(BTQ山(p,£)）のそれを調べればよいことになる．ところが， rの

等質空間s，への作用は非自明である．従って，直接的に固有値を解析するのは困難であるた
め，等質空間s，の凡空間に現れるユニタリ表現の固有値の評価に問題を帰着し， Property
(T)やHeeOhによる Kazhd皿定数の明示的評価を適用する．

ーテこの周辺の結果については [15]のSectionB, p.4-5を参照せよ．連結性について歴史的背景を伊吹山先生
にご教示頂きましたこと感謝致します．
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3.3. PG如のBruhat-Titsbuilding.この節の基本事項に関する参考文献は [11]であ

る． V= Q]gとし，〈＊，＊〉を J= （°, 1g)が定める V
-19 09 

上の非退化交代形式とするこれ

をVのZ£格子に制限したものも〈＊，＊〉で表すことにする． PGSp9に対する Bruhat-Tits
buildingを説明するために幾つかの用語を復習する．

Definition 3.6. (1) VのZ£格子Aがprimitiveであるとは

〈A,A〉CZe 

を満たしかつVの非退化交代形式〈＊，＊〉がA/£A上の非退化交代形式を誘導すると
きをいう．
(2) Vの二つのZパ各子A1，心がhomotheticであるとはある aEQ;があって，ふ＝ aA2
となるときをいう． Zパ各子Aのhomothety類を [A]で表す．
(3) Zt格子のhomothety類のある代表元Aに対し，ある primitiveなZ£格子A。が存在
して£A。cAcA。かつ〈A,A〉cezfをみたすようなものを考える．そのようなz£
格子のhomothety類全体のなす集合をlLgで表す．定義より， A/RA。はA。/£A。の等
方部分群となる．

(4) [A1l,[A2] Eらが隣接関係を満たす（隣接関係にある）とは，［A」，i= 1, 2の代表元A,
であってふ cふまたはA2cふを満たすものが存在し，かつある primitiveA。に
対して，

£A。cAi c A。,i= 1, 2 
を満たすときをいう．

Definition 3.7. (1) Sp9に対する Bruhat-Titsbuilding氏を頂点集合を lLgとするク
リーク複体として定義する．つまり，複体Bgは任意の2元が隣接関係にある部分集
合a={[A。]，．．．， [A叶｝ Cらが張る r単体が氏の単体を定める．連接関係式長さは
最大でgまで起こりうるのでBの次元はgであることがわかる．
(2)氏のg+l個の頂点 [A。]，.．.,[A,]であって， A。がprimitiveかつ

£A。CA1 C ・ ・ ・ C A9 CA。
を満たし，さらに{O}c Aり£A。c・ ・ ・ c A9/£A。 cA。/£A。 ~lF~ が maximal flagと
なっているものが定める単体（最大次元もつ単体）をchamber（部屋）という次の
頂点に対する chamberC。をfundamentalchamberという：

A。=t（勾） C・・・ C Ai:= Z；①e(z;9-i) c... c z仇（1:Si :S g). 
Definition 3.8. [A] Eらに対して， A=gZ]9を満たすgE GL29(Qt)をとり， lab9: lL9 -----+ 
Z/2gZを

lab9([A]) := ordt(det(g)) mod 2g 

と定めたものを頂点[A]のラベルという． det(ag)= a29 det(g), a E Q;かつordt(det(k))= 
0, k E GL29(Zt)なのでlab9はwell-definedである．

Remark 3.2. (1) Sp，⑫）はlLgに"f[A]:= ['YA],'Y E Sp，⑫）によって作用し， Bgゃ
chamber全体のなす集合にも作用を誘導する． Spg(Qt)はchamber全体のなす集合
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にはtransitiveに作用するが， lLgにはtransitiveに作用しない (Spg(Qt)の元は行列
式1よりラベルを変えないことからわかる）．
一方， chamber全体への作用のtransitivityと作用はラベルを変えないことから，

(3.9) Im(lab9) = {g, g + l,..., 2g} mod 2g 

がわかる．
(2) GSp9⑫)は上記のように線形変換によってはらには作用しない． 実際 A1= 

2g-l 

/ 
diag(l, £,..., £)Z;9はfundamentalchamberの頂点に対応するZ£格子であるが， t£ := 

(;: ]し）に対して， tふ＝ diag(l,6,£2三7⑫となり，ラベルをみる
g-l 

とg-lとなるため，（3.9)から％A1rt lL9がわかる．

上記の Remark3.2より， GSp9(Qe)はBgには（線形変換としては）作用しないまた，
Sp，⑫）は氏にtransitiveに作用しないため，群に対して，空間氏は大きすぎるのである．

一方，等質空間GSp9(Qt)/Z(Qt)GSp9(Zt)= PGSp9(Qt)/PGSp9(Zt)にはGSpg(Q{）（また
はPGSp,）が自然に左から作用するため， GSp,(Q£)がtransitiveに作用する氏の部分空間
であってGSp，⑬）/Z⑫ )GSp，儡）と関連するものを探したい．それがspecialI-complex 
である．

Definition 3.10. Special I-complex S9をBgの1次元sub-complex(1-skelton)であって
頂点集合Ver(S9)が

Ver(S9) := {[A] E lL9 I lab9([A]) E {g, 2g}} 

となるものとして定義するこのとき， GSp9(Q£)（またはPGSp9)はVer(S,)にtransitiveに
作用するまた，

Ver(S9t := {[A] E lL9 I lab9([A]) = 2g} = Sp9(Qe)[Aol, 

Ver(S砂―=｛［A] E lL9 I labg([A]) = g} = Sp9(Qt)[teAo] 

が成り立つ．特に頂点集合は

Ver(S9) = Ver(S9)+ llVer(S砂―

と分解され，むにより双方は移りあうので，s，はbipartiteグラフである． SpecialI-complex 
は連結グラフであることが知られている (cf.[1, Proposition 4.4]). 
Ver(S,)の元[A]はA=訊O,"YE GSp,（◎）と書けるため，対応[A]→1により Ver(S9)
とGSp9⑫)／Z（如GSp9（勾＝PGSp9⑫)／PGSp9（勾とは同一視される．

以上により，等質空間GSpg(Qt)/Z(Qe)GSp9(Zt)= PGSpg(Qt)/PGSp9(Zt)に対応する
グラフs，が得られたので，グラフおよびそれに付随するヒルベルト空間そしてそこに作用
する GSp9(Qt)またはPGSp9(Qe)のユニタリ表現を解析していく．
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3.4. Property (T)．位相群Gとそのユニタリ表現（元H)を考えるただし，社は複素ヒ
ルベルト空間とする． Gの任意のコンパクト部分集合Qに対して，

r,,(G,Q,1r) := inf｛四習ll1r(s)v-vii Iv EH,|加||＝1 }, 

とし， r,,(G,Q) := inf{,,,,(G, Q, 1r) I 1r E G}とおく． ただし， GはGのユニタリ双対で
ある． r,,(G,Q)のことを組(G,Q)に対する最適Kazhdan定数 (theoptimal Kazhdan 
constant)と呼ぶ

Definition 3.11.位相群Gに対して， Gのあるコンパクト部分群Qが存在して,,,,(G,Q)> 0 
を満たすとき， 「GはProperty(T)をもつ」という

Property (T)の基本性質を紹介する (cf.[3]を参照）：

• GがProperty(T)をもつことと，ユニタリ双対Gにおいて，単位表現がFell位相8に
関して孤立点であることは同値である．

•G=Z に離散位相を入れて位相群とみる．このとき， Z は Property (T)を持たない．
•位相群の間の全射準同型 G--tH があるとき， G が Property (T)を持つなら， Hも
Property (T)をもつ (Property(T)は商に伝播する）．
•局所体 F 上の階数が 2 以上の半単純代数群 G に対して， G(F) は Property (T)を
持つ．
•局所体F上の階数が 1 の半単純代数群 G に対して， G(F) は Property (T)を持たな
い．特に，炉やSL2(F)はProperty(T)を持たない

• （大事な性質） GがProperty(T)をもつとき， Gのコンパクト部分集合Qが半群と
してG全体を生成するとき， r,,(G,O)> 0が成り立つ．

GSp，⑫）に対して，そのsimilitudecharacter GSp9(Qe) --+切と「Property(T)は商
に伝播する」という性質に鑑みると， GSp9(Qe)はProperty(T)を持たないことがわかる．
他方， g~2 のときは PGSp9 は階数が 2 以上の半単純代数群なので Property (T)をもつ．

3.5.ランダムウォーク作用素とs，に付随するユニタリ表現． Subsection3.3のグラフs，に
対して，

疇）：＝｛f: Ver(S,)→CI L lf(v)ド<00}
vEVer(S9) 

とおき，その上に内積

〈f1,f砂：＝区 fl(V)f如）， f1,J2E l2(S,） 
vEVer(S9) 

を定める． G= PGSp9(Qe)が右移動により， l2(S,)に作用し，明らかに内積を不変にするの
で，この作用に関して l2(S,）はGのユニタリ表現となる．
K = PGSp9（勾とおき， Spg⑫)のWeyl群の位数2の生成元＆ 1:s; i :s; g + l (reflection 
達）を PSp9(Qe)c PGSp9(Qe)の元として実現しておく．知を PGSp9(Qe)の単位元とし，

8[30] 



106

PGSp9⑫)のコンパクト集合

D := {k糾 k',k（糾）―1kI k,k'EK, o::::;i::=:;g+1}, t£:= （此〗し）
と有限集合

糾：＝ ｛~it£, （砧）―1 | 0 < iさg+ 1} 
を考える．定義より， D=K珈Kであり， Q，Q。は逆元を取る操作に関して閉じている．
ここで， G:= PGSp9(Q£)上の 9をサポートに持つ確率測度μを以下の様に定義する． 1/

をGのハール測度でv(K)= 1となるものとする．また， G上の Q。に関する一様分布測
度を

g+l g+l 

Unifo。:＝ 2(g+2）と区（畠＋6(砂）一1)
i=O i=O 

を考えるただし，心はXEGでのディラック測度．このとき，μを

μ := v * Unifo。*V 

として定義する．ただし，＊は測度の畳み込みであり，ふたつの測度μ1氾2とμー可測集合A
に対して， μ1＊四（A)=(μ1 X四）（｛（a1匹） EGxGla位 2EA})と定める．測度μは右K
不変なので， S9= PGSp9(Q£)/K上の測度を誘導しそれを再びμで表す．このとき， z2(s砂
に作用素を

Aμ: l⑱)→疇），Jr+[h→ /f(h1)dμ("t) 
G 
］ 

と定めるとこれは自己共役作用素となるまた，（3.3)の離散群rに対して，この作用素はr
同変であることがわかり，有限ヒルベルト空間l2（ぃs，)上の正規化されたマルコフ作用素
Ar,μ と一致することがわかる ([1,Section 5]）．また， l2げ＼ふ） ＝l2(BTQ!(P』))における定
数関数全体の成すの直交補空間をl5（ハふ）とすると，ここにはG= PGSp9(Q£)が右移動

により作用し， l5（いふ）はGのユニタリ表現となる．これを (1ro,l5(r＼ふ）） EGと記す．一
方， l2(r＼ふ）のグラフラプラシンはAr,μ := id -Ar,μであり，これの第二固有値をふ(Ar,μ)
とするとき，任意のfE翡(r¥S9),IIJII = 1に対して，

〈Ar,μf,f〉>区 ||1rob)f-fl 12 ~ 
1 
m邸伽ob)!-!112 

_ 4(g + 2) -4(g + 2) 1E% 
1E!1。

1 
2 ~K,(G, n, 7ro)2 2 Cg:＝叩(G,0)2 
-4(g+2) 4(g+ 2) 

が成立するので，

ふ(Ar,μ)2 c9 

を得る． Qは半群としてPGSp9(Qc）を生成するので， Property(T)の性質から t,,(G,O)> 0, 
よって， Cg>0を得る．これによりスペクトラルギャップの定性的な下からの評価を得た
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ことになるまた， HeeOhの結果([22,Theorem 8.4]）を Spg(Q{）に適用し，若干の議論に

より，
£-1 

,,,(G, 0) ~ 
2(£-1)+3~ 

となることが分かるので，次の主結果を得る：

Theorem 3.3. ([1, Theorem 1.1]) 

ふ(Gr9(p』)） ＝ふ(g炉(p,£))＝ふ(BTQ!(p,£))

＝ふ（応）＞ 1 （ f-1)2  
―4(g+2)'2(£-1) +3~ 

4.保型形式（表現）論からの SPECULATION

本節の内容は [1]のpublished版では紙数の都合により削除されたがArxiv版には残って
いるのそちらの6節を参照されたい以下， AをQのアデール環とし，的をその有限部分
とする．

4.1.強近似定理と代数的保型形式． 2.4節のp,ooで分岐する四元数体Dの極大整環0を
用いて定まる GSpnの内部形式ら＝ GUSp9を考える ([1,Section 2.3]を参照）． また，
principal genusに属する〇格子⑰(cf.[14, Section 2.1]）の G,（約）における stabilizerを
K（び）とすると，強近似定理より

G9(Q)¥G9(A1)/ K(09) c::::: G9(Q)¥(G9(Q)(K(Oり(£)x G9(Qt)))/K(Oり
G 9 (Z[l/ £]) ¥ GSp9 (Qg) / Z (Qt)GSp9 (Zt) 

~「＼Ver(S9)

を得る．これより， l2げ＼ふ）はら(A)上の重さ 0,レベルがK(Oりである代数的保型形式の
1 0 

なす空間M。(K(Oり）と同一視さる． M。（K（⑰））上のtg:=（。： [．[）に付随する Hecke
作用素刀を考えと，t2(r¥s,）のグラフラプラシアンはMo(K（⑰））上の作用素id--/j にNg(£) 
対応するよって，グラフラプラシアンの第二固有値の解析は刀の固有値の解析に帰首さ
れる．

4.2. Jacquet-Langlands対応と Arthurの保型形式の分類． M。（K（び））のHecke同時固
有閑数は次数gの重さがg+l,レベルがpの外不分岐である Hecke同時固有正則ジーゲル
保型形式と Hecke作用素の固有値が保存されるように対応するであろうと期待されている．
また重さがg+lである Hecke同時固有正則ジーゲル保型形式はArthurの分類を用いれば
記述は可能である． Hecke作用素刀の固有値は表現の佐武パラメーターで記述され，これ
はArthurの分類を用いて解析されることが期待できる．
上記の期待される対応についてはg= lの場合はJacquet-Langlands対応でありすでに
確立されている． g=2の場合は伊吹山氏による次元公式の計算に基づいた，対応するジ一
ゲル保型形式のレベルの特定も含めた，精密な予想がある ([13,Conjecture 3.3]）．しかし，
principal genusに属する格子に対するレベルに対しては， Jacquet-Langlands対応に必要な
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trace formulaに関する種々の量の計算が難しく， Jacquet-Langlands対応を確立しようとす
ると保型形式そのものに，（少なくとも現時点での技術では）強い条件を課さなければなら
ず本稿の目的には有用な設定ではない．最近， RosnerとWeissauerが[26]においてJacquet-
Langlands対応を証明したが， endoscopicやCAP形式を除いている上にweaktransferであ
るため我々の目的には適わない他方， vanHoften ([32]）によってnon-princiaplgenusに属
す格子から定まるコンパクト群をレベルに持つGUSp2(A)上の代数的保型形式と GSp2(A)
上の保型形式でパラモジュラーレベルを持つものとの間のJacquet-Langlands対応が確立
されたが，これは我々の設定とは違うことに注意しておく．しかし，この場合でも超特殊
アーベル多様体のモジュライ空間の代わりに別のモジュライ空間を考えればこの設定に合
う同種グラフが構成できる．これについては後述する．

4.3. Speculation (not being Ramanujan is not necessary fared). [15]では幾つか
の同種グラフのグラフラプラシアンの固有値を計算機を用いて計算し， Ramanujanbound 
を満たしていないことを観測している．しかし，保型形式の専門家にとってはこのような現
象が起こり得ることは既知であり， CAP形式 (Saito-KurokawaliftsやIkedaliftsなどがそ
の一例）が存在するためである．しかし，保型形式をレベルや重さで族とみるときその中で
はCAP形式たちの占める割合は少ないことが期待される．実際GSp2c GL4の場合その
期待が正しいことが[16]で示されてる．，
それを受けて以下を期待するのは自然であるまず，｛Xふq をdー正則グラフの族とし， I
は順序集合であって _limIX」=CX)を満たすものとする．また，入盟心（ふ）をふの隣接行列

9→00 
（我々の設定のTeに対応）の固有値の絶対値の平均とする．ある素数£，代数群G/Zと離散
群ric G(Z)が存在して，各iEJに対して凡の頂点集合はri¥G(Qe)／恥(Qe)G(Ze)と同
一視され，マルコフ作用のd倍がiでのHecke作用素と一致するものとする．この時次の概
念を導入する

Definition 4.1.族｛Xふaがasymptoticallyrelatively Ramanujanであるとは

limsup 入翌：~(Xi) ~ p(Bl(Gder)) 
i→OO 

を満たす時をいう．ただし， Bl(Qder)はGderのBruhat-Tits buildingの1-skeltonの部分グ
ラフであって， Gが推移的に作用するものとするまた， p(Bl(cder)）はそのスペクトル半
径を表す．

我々の設定で記述すると，£を固定しp=J £に関する族{Gr 9(p, £)}#£と考えているこ
とになる また， G = GSpg, oder = Spgであり，が(Sp砂＝ふのスペクトル半径は

p(S9) = 2町叫旦となることがSetyadiによって計算されている ([27,Proposition 2.6]）．こ
れより，次が期待される：

Conjecture 4.1. d9,P := dimM;。(K(Oり）とおく．このとき，各素数fと族{Gr9(p,£g(P,）｝臼
に対して，次が成り止つ：

limsup入翌：'an(Gr9(p,£))~ p(S9) = 2判
g(g+1) 

p→OO 

9ただしレベル側面に関しては主合同部分群を採用しているためそのまま結果が適用できるというわけで

はなく，状況証拠としてそういう結果があるということを理解されたい．
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この予想は重さ g+lのnon-CAPHecke固有正則ジーゲル尖形式のtでの佐武パラメー
ター (cf.[31, Section 19]）の評価と整合的であることに注意しておく直

5.今後の展望と進行中の研究について

以下の研究が進行中である．

(1)族{Gr 9 (p, f)}pヂ£の cutoff現象の解析．
(2) non-principal genusに対する同種グラフとその固有値の解析．

(1)はlazy版ランダムウォーク（コイン投げして確率「でランダムウォーク）を任意の頂
点からスタートして何回行えば点がグラフ全体に一様分布するかという問題である．ある
回数から先に行くと一気に定常状態に近づく速さが一定になりその見極めが cutoff現象
の研究となる． Sarnak-Xuの密度予想とも関係しているが設定は異なる．また関連して保
型表現の行列係数の明示的評価なども必要となり様々な数学が交わる分野である． Sarnak
Xu予想関連の文献は [9]を参照
(2)は桂利行先生（東京大学）との共同研究である．超特殊アーベル多様体にあるレベル
構造を導入すると， non-principalgenusに付随する格子と関係がつく．これはsupersingular
locusの既約成分と集合として 1対 1であるが，我々の対象は付加構造付き超特殊アーベル
多様体であり，モジュライそのものが異なる．この設定だと vanHoftenの結果が適用でき，
g=lの場合と同様に次数2，重さ 3，パラモジュラーレベルpのジーゲル尖点保型形式を用
いた詳細な解析が可能である．
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